DM Probas - |Reine. AL MARI |
PARTIE 1
Seit a 1. On reéordonne (x,, . xn) poor obtenir (x(v, yxe ) R Xy $xen € $Xen)
o) Socientyy, , ME R pastous distincts . On pevt toujowrs definic le n-uplet +rie’ non decroissarrt
(%eo, s Xem)avee X0 € £ x(Cn) en consecvant lesrepetitions .
(' mais 0. permutation des indices qui rcalise ce i nest pas Lnique dés qu'il existe des eso.lrl-es)

= Mmin ¥, =mox X
X = Qi 1 ey 1<ign

(.2, ) espace de. probabilite

Soii'/« une toi de Probas 6 densite’ suc (R | soit £ uoe densite de o ou bien:
Soit X, sAn v idd. detoim. Soient Xe+Y deux va. reellesindependantes de méme loi continue.-
) Por definition, YRE BCM), /.ca)=J'fcxs dA olors P(X=4) =0 .

¢} prevve: Puisquexd'ywﬂirﬁe'pmdm, ona:

X-Y-0 =
VxER, /A(§ll‘\=$§¥(\c)d7\(x]=0 ( corA(fal)=0) P(x-4=9 [ Hroy Ol IR i)
Y

fAuec e thm de Fubini, on obtient

Pour iz}, loloi de (X, X;) o densite’ fFAF(Y) sor R, PLx-4=6) -J dR,00 J M 5oy (=) APy ()
Bone Py =X;) =Hﬂ\= 1‘{“%#&)@(&0 dxdy =0 R R
( ¥x=yYest temesorede Lebesque nolle dans R*) Puisque taloi de Yestantinue, portoot x e
Por so0s-addikivite: 5 oy xRy Cy) = J‘ 1\,“‘c\,\dr§y= ®, (xy) =0
R
® w=xl) £ T_P=x)=0 &
(Icgjjn ! ) 1€i<jge ' Al PX-Y=0)=0

(Cen posant X=Y e Y=Xj, on obkient ke @soliat)

Denc P(X&:Xﬂ:o Yi#)

Posonsh .. P ViR W XY anee RCM=( Q) Con s'en seruira. surle reste de lo partieT)
2) Soit wWEA. On note ¥, :=X;.(u))

existeace:

Yi€sl, ,0%

n
ny, posons «(J) = “",ZI-'“fx,(u'ﬁ (lermng) €3
Iy
Comme- les Y sont deor didenx distinds soc R, rest injective sur un ensemble Rai , denc bjjeckive
Posons Zlw):= "€ Gy YKE 1,

AY 5 XZaa)eky = Ke-rgwy A€ le K-ikme plospetit dles v;, X0)

Por constroctidn | ona X 5eune0 < * 2y <

<x ZCw)CA)
» Xzeuypem (@) = (Xeofwy,

Donc|( ¥ Zewcny (W), ) )((n)(o.ﬂ)

vnicite’:
Soient 0, 2€ Gatg ( Xy,
Donc V‘(, Xm;('w) = Xz(“\(u)\

) qutuﬂ) = (X, Xem() = ( Xgepled, 4 ¥zem ())
Or les X;(w) Sont ous distincts.

Donc OTR) =Z(K) YK

dore

3) oide T
2 est oniforme suc Ba NG € Ba, P(L = 0‘0) = ‘_'
ol

Ere.uve:
Poue TE Gy, dehnissons

Bg= E WEA; Xoeplw < — < XaenyCy
Sor A, il ya exacement uhe permutedion qui ordonne gtriclement les ¥; (@2) donc les Bgrsont dewx o deuk disyoints et
A |_|Bc , d'ad LHBG):[PCH)E"’ Q)]
SEGn <



Par symétie &.id: (stabilite par permurtation des coardonnées) .

ot C= f(x"_‘ W) : 0 < <%y <= K. Rlon:
o= (X —— X E (O] = P(Be) = P, , ¥n) € 3CCY)
Comme (X,,

¥n) o une loi produit identique Sur chaque ordonnée (c.4.d), pourtoute permutodion o
P, Xe) €5CCY) = P((%,,—— X €C)

Donc toutes les (P(Bx) Sont egales.
Auec (1) e |Gal= nl onobkient: P(Bg) =t povr tout &
ortZ = G'ﬁ =B8g sur R; comme (PCA) =\, (m;!nhaq_ JIPYRN
|(P(z ==t Vo€én e

4 Soit §:R" fRﬂcorrhnue.bomea

(f? a) Mq ¢( Xew, x(n\) éZ. d( Xsca,
Par defintion de Z (@2) surf,

c XC(l 3

,XG'(I\)) dfz‘:c%

2Xea) = ( Xzen, »Xzcm)
Donc p-s,
¢ (Yea, Xew) = O0Xze0, ——, Xzem)
En particulier, Yo-€6q
& ( Xew, Xeet) T cL'eénq) (Xoxw s s Yot 120}

L ds cette somme, unseo! deme est nen-nol
, XaCa) est un a-€chankillon dQ/v\e‘t qu e

’ Xﬂ‘(l\b 1?1: 37,3 = E(QO(.,—»Xn)ﬂ FX|<—<YA7‘)

b) Nq \1‘0‘6@0 7 XO'(O,
g p—

Por Q4o Y ¢ cb,
E[¢(¥(|\ ’ Ixi'lﬂ] = O'Zes. E[¢(X6(0:

Soit Gp € Bn fixe, on permoute. les coordonnees L3 So (L)
Comme (Y,

) Xo-c..Q 1 fz-_q\-‘ Q@

révénem * g .
a)esticds (Xgyey, o = (X o) e
Rinsi, parchangement dtindices dans (1)1 (z=og' 0 )

EC (X, , Xean) 1 §r= 0-01‘3 = ECgp(%oucr ,—, YG'OCnDT‘ iz _%{J ( selection duterme. G=ap dans lo. sommeCl?)
= ELG (Xooln, Xagte) Ay gecn € ——< xocmﬂ £2 = Opted Xaged <
=EC oY, s ¥q) 1‘? X¢——< g“-z(__\ invonance en (0i des ..d Xooln)
On o doncs
[E¢(x(l\1 ;ch\‘d§2=c1l_l= [E[(b(x(, ,XA)'ﬂny

<Xn7]-3 , Yo €S @

Q) Mq Etd(x(())
Wit € Gn

E[¢(X(l] ’

, Xend) = nt J ®Cx.,
mﬂ
Par Ub, en sommant

LoD 3= 2 E[dx,

Oen

— %) -d?x‘<—(xn"j'pc“‘\

‘P(Vn‘ dMlﬁ‘) —)\()cn)
@) sor toutes les peamutadions G

s%a) 4 P re—< xal 3

Comme tes X Santdl.id:

EL d(¥en, , Xcm)] = ol E[¢(Yu

or, st les Y ont une. densife” £, lo.loi du vecteur (Y,

+¥n) ﬂf&(—( an(-‘
—— ¥n) est donnee par lo- densite grodui+  £0x)

£lxn) por rogpoact q A"
Por formole. de transfect:
EC oLy, Melsy v = J D (ryyxa) £ ) d Mk dMen\
i< ——<xa7%
Finalement,
EL d(¥ew, JXea) 3 = 0 £ & (x,, ——»xn) Kxp £(xa0) ddoc) daxn)
hd—— <X,




S) g cb defRdans (R.N " .
mq E(gCXmQ)- : Jg(z)/u(’]'ao,x])/h(tx,*nC) de VIEKgn

D) /R

On choisi dans Uc lofonction Woc,,——,xn)= glxy)

Mors:
axr(xa) CV

E[ gCXcm\] = ELd(xey, —— %I = n!J 9(xk) ( ]':TFC\Q\) drlx)
fug <Y} -

Soit x€R. Integrans en sy = x. Danscy)

[F LoCXe)T<n! f gCx)x) i) By, () Nax) (27

R
K-l
0 Agid:= _Tl“f(emdmxo dNecg - 1)
f % & < XK_(<-X l’
a
By ()i j RIRICAL LY dX(xn)
4 =Kel
§ 124 XKﬁ< <Kqﬁ

Calalons ay,Cx):
En comigerant e pase’ (3-0,x1)" D pevt &fre partionne’ enCK-0! régions disjointes

Re = f(x., 2 Xk4)E€ By ; xocn< < Xeex-n) o€ G

H-I
Comme lo. mesure greduit est jauariante porpermutation des womoandes, - . j RGT‘!:,“‘(”‘“""“) ne depend pas de &
o T I —:r‘\;-'\ccx,:\dx(x.-) - I T 4 dalx) = ] ean )"
Re g 1-x]
<kl XY vaut lomesor fotale do pave, diviseepar (K-01. On dbtient dorc -

Rinsi, lintegrale sor \o. r€qion erdomes §y ¢

opatds A ([ toaxe\"
(k-0
-.I-Q/ x]

B k(0
— K« ,
Deméme, \e m_ue'(']xﬁ.d) “' est (X'.I-f(ﬂfd\ﬂe en (n-K)! relqions ordomees digjointes. On o.donc:

a-K
b (0 = _.1_( J {-‘(e)dh(l-o
(n-K)
Ixe0l

En remplog@at e yoleurs dans (2) endbtient:

{ = e
E[g(X(af)]=n'_ J{-‘(x) 300( J FdA) ( J {‘415 £(xYdNx)
3

(K0 (nK)! R 3-00,x7 x,+o0

En notant ' la.loi de densite £ et FUx) = /u(]-oo, xJ), on reecrt enfine

Floona]- Jﬁx) Ay -
O - 900 (3-0,x3)" m(In, +ol)  dulx)
590001 anen) g

(K-0((n-K)!




Postic IT

€) i de Xcn
Soit X¢iy = min(X,, )X onec X~ UnifL0,1] ixd o0 :
« Fonction de repartition: par Q5:

Por définttion, Fy, (o= P(Xy,y £ )
- SIX<0: Xy 20 ps. = Fgy(x)=0
= sixXM: ¥y 1 ps 2 Repy=1
- siofxg|:
Py (09 =1- Py ¥ = 1= x> 5,
Por independance,
HX((\) x) =;"]LI- fP(XA'.>:\f-) = Cl-JC)o ar P(XYx)=t-x

on obtient lerdsuttat en mp\agurf/n('.l—oo, x1)=x
e1-/,(':lx,+oal:)-_-l—x. et €(x) =1

,Xn > x)

Denc Fxm("") =1 -Cl-x)"

« densite”:

Poura € L0,13,  fxgyy () =:_x Frep®) =0l o)™

En dehors de Lo,17, lodensite est nutle, donc

‘Fx‘n('x) =noll- 'JCY\-, 1‘[0, 0 ('x)

Lo. loi de X¢) est clonnee por:
Frep (o= © x<0
I=0-2)"  0g&xg1, Fxe®d=nli-0™ e,y

! xH1
X~ Bf‘ﬂa C f\)

) Loi de Xcqy =X

Lo. densite jointe des statistiques dlondre unifarmes est
frens

) ch)(x*'

wXa) =0 lg e G

o Densite’ jointe de (Xens Xy ):
En integront sur 3, s %a:
Tecn xeny V) = “!f e
VO ——<xn()
On saitque [ () = I-a.

, (
Par recurence, IpCa) =[ Ty CEOAE = Cl-_a)l"‘
M-

dtm

dacp, = n[ In.v)) Im(a) = I dt,

&<t ——<tm< L

o
Donc

\
‘Ftuh X(,.)( V)= n

n-2 o e
(o) (-v) 110<u<v<| = 0ln-0C-" focucu<

« Changement de vosiables:
Posons (y,y, ) = (4, v-a0)
M=y, Nzy+yy
T= N _ ;ﬂ 2“ =10 , ld¢T1=)
dvY2 o o Ll

o Ay

et 0dud v\ & OXy<Y+0 <1 & DO, 1> 0, yi+,<I
Hinﬁl

Frva g ) = By g (V) 14etT1

A=) V=Y +y,

= ala-0C-y, '31)“-11'1,70: 4220 Hry,<!



. Horq(nale. de Y =¥%-Xcn)
£, (g)= nCa-0 J "4 G-y y)™aly,

(tst-y-y) 0
= n(n-l)[l 4 e"ak = 'n(\- ";()"-' 'ﬂEo,r]CV)I
(o}

Donc | Yggy ~Xeq ~ BEFall,n) owecla meme. densite que Xeq)

®) Xcn et X2y independarries ?
Q3: lo densite’ jointe de (KXo, Xen) est €y lm)Cu,v) =nCn-0C-V" 0CuLNLI
Q¢: lo. densite masginale de Xcnest  fyeq (W) = nCl-0)"' 4o, ()
Poor lo. marginale deXczy) on integre lo. densite” jointe sue ud s
Fyay() = Im‘cx‘“' Xegy (V) AL . R
Le support impose O<ud V<! danc Fxm(V)=f n(r-0C-V)" "Mz n(r-) VC-V) M2 gy (V)
0
SU Xegy e+ Xe9) €taient independantes, on deuroit owoir pourtout (u,0): Pyey Xy (UyV)= ﬁfm‘“’ fep(v)
Mais: 5 lojointeest constande en 4l pour ua \J fixe’
— \e podoit des masginales dependde M
—» la jointe estnolle dés que % V olors que le produitest strictement positif
(awssi: les Variables diordres sont contraintes par X¢() €X (2) denc impostible queelles
Daenc |\(a\ et X () nesont pas inde'pa\donfe| Soient indépendantes (leor Suppoct nest pas rectongulasiee)

q) Xcoy e Xew - % independants ¢
: . n-2
Q% la densite joinde de M) =( Y Xa)'xuh est 'Fy“\h_(g.,g,_) = n(n-\) Cl-gf#z) ﬂfy;)O M270, Y+ Y, Y
et fy, (y) = n(y) "4 to,i](y)
de méme, 1o marginale de¥;=Xcy est (QE) &y, Cy)=nCl- )" rq,gCy.)

si et Vg élaient independars, on dewait owoir vy, (YY) =Fy,(y) £y (y,)

Mais: s le support dela. joiate est Syi+, < 1Y donc lo densite’est nolle désque g 4¢, 2 |
—» Y preduit des mouginales reste positif'se Fy 44, (%
Doac lo. fadonsotion est impossible
Donc | X(() e Yea)-Xei) aesont pas iadepenclants |

10) Densite’ de X¢) (LEK S 0)

ona fye, 2 Xeny (%0 ,%0) = nl 10<x < — ¢ren<!
Donc €Xcm (x) =n! / J 1 de dlocg dx iy dxcn
o< ¢—< XK1 Xyl <xn<)
= nl f 1dx, dacyi J ddock dxa
0<x ¢ LXK <X XL Xk < <xn<|
L J )
IK.g (QC) IO-K (3()
. m
&‘U‘ recycrence: Imco.)-_-J dhl d"—m = a et IMCOJ :J dEl d&n\= Cl-—a_)'")
- m
odbi¢— < tm<a m! ad bl <bm<! '
donc pour <€ Lo, (3 - '
Wl =)™ ! -
'F)(CK)(’X) = nlx_(‘L = n—‘xK-ICl- x)" K
Ck=0! Cn=KL ck-0)! (n-tol!
et fyay(x) =0 hars Lo, 0. 00 awroit po obtenic lesutted de lo.
r {focmule generale obtenve en QS.
nl -
2| ey () = - «"a-x)" K'ﬂl.'o,rj("‘) (BéhaCK, n-K+|)
CK=0N1(n-K




) EL¥ew)
Si e~ Beto (K, n-K+1)
olors|ECXey]= B

! N~
cubien: ECXuy 1= J x_ %' Q-0 " ane
o CK-0tCn-K)!

TIPP: pasans A=xW = dll = KxK'dc

AV=C-X)"Raee vz =t Q-0
n-K+|
-xK -(w_‘l' K ! K-1 n-K+!
= | 2= (-x) r— | x"-x) dac
n-K31 n-K+!
\)
@ %20 xK=0 et a oc=t, Cl-00)™ o
z x.‘“'C( x) " e
n- K-o(
en cepetant Kis o meme TIPP.
K!' Cn-K)?
(n+0)!
done [ED(CK\] - n! ) K! Cn-K)! - nlk  _ K
CK_Q] cn_K) ! Cn+()! cn+l)! n+(
2) lim P(nXcadt)
n—> o
Pour €20,

n .
PCaXen2 &) = P(Key > £) = ®( min X 3 %) = :[ll_ P> "T) =(1- l’/n)ﬂ ( w& Q6: FyenGA= 1=(-x)". on posex:t/n)

Donc | tim PC nXm)t) =t o nXcp) admet unelor limite exponentielle de eumméi-re'l .
n—> +oo

l3) Méme question asec ¥cay, puis XeK)
Pour € L6,11, onsait P(X$d) = JLK( :) xi(1-x)"d = P(Bin(n,x)>K)

Pasens Zn= nXck) eF prenons X= _ e 0)

R(2Zn< k) = P(xc)€ L )= @(Bln Cn, 0) K)

or quand n—s +ao et pr="t/n, ona.lo. csnvegence de Poisson  Bin (n, t/n) 3, Poisson (k)
Donc VE%O , P(2n €8) 5 M Poisson(t) 2K) =1- F et

=0 !

K- .
Lo f-r. timite ke |- J_e" '“/j[ est celle de lo. Gamma. (Elong) T'(K, () (somme de K exponentielles (1))
J=06

d 2
donc [n¥e) = Tk,0 , PCaXao>»0 — et ij" (£%0)
j=6

R=2: I\X(:_) ﬁT (2) l) (deH'é lintcke Ee_t'd (% Q)




Portie TIL:
X, /¥ 4d deloi expenerttielle de parometre o> O
™ la. densite de choque X, est £Gx)= xe ™ 'd:o,,.ol_' (<)

M) densite de Xcgy
Dans @5: m(I-,x) = RXX) =1- X
d'/u(:lx, +odl) - e~
Donc pour x> O
xay =™ C |-e'“")“-‘ (c"‘")ﬂo( e
k-1 (n-K)!
! Cl_e-ou)K"c-an-K-t-l)xo( X506

Sl —2
CK-01CK)!

15) ECXew ]

dze?® n! |
ECxew] = J wxﬂm)('x_)dx = P — } ( ’—L(—(nu.)Cl-u) A TLPN
- =t (
° x= a(—"\ll C4-0I(n-K) 0 o
dx: =L du
o
donc
T L TR TN
CK-OCn-K!
I
= ot _‘_f o) Q- g ‘ )
o f _ - \
CK—\)‘ Cn—K\\_ o IO ,ua' C(—u_')b ‘d,U,: M
’ (adpo-D1
T foncions qomma
hl K LCK-0)1 (
= —_— . L . cn w c's ()' l"ln~ HO'K) QG Hm: i l/j
« =
CK-11 Co=k)t ht 9=t 1y ov on de yelopPe
K-l k.
- C\'M)K"r-‘; (I rl)c_”r'ur
=0
S [ElXd = L 2 Y et on utilise [' uM(=lni)du =L

J:n- K+ ) (M'H)z

oo bien: lo-loi des ordres dlune exponentielle est bien annoe " on obtient le m reSutiat
S0 bient At
Y = i i ol Ej ~ExpC) aid
J%0 aln-j)
n
donc dicecrement Elxed=t_J_ Yj

Jao-Kat

16) Loi de Xcy

Pour 70, .

P XY X) = BOXOX eV x) = i'\}“e“‘": g nax
Dofc Fxey(x) = 1-€*F , £y 6xx)= (nad) e X Mrg oo ()

X1~ Exp(net)

@) loi de. Xn-Xca
(Similairement & QQ)
Pouc toute loi continue: Frey,xay (4V) = nCa-0) T FLU]] ™ g F£Gv) 4 0Cucn
Toi () = ole™%, F(x)= 1-e% =3 F(v) =™
Oone £y ,xa)f“,\l) = nCn-t) o2 e U g-Ca-) AV ﬂ0<u<v
Changcmerrt de varobles: ( Yo H:) =( 4y V-4) ( :,m:obien:a ; OCUn &3 1,50, ¥, o)
alos = Yty o 'Fv. 'Yz(gl, 31) =nln)x>e—% e~Cn-l) (Y +4,) 1'#00, 4,50
= 2 —N&Y, -tn-DAY 2
=n(n-)2e " %l e "1390, 450
HQ"gll\Q.‘edQ%: )Ql)—)Q‘); 3
fia) =[ mn(m‘)dle_mm'c-é\-()“yd& = Ca-Dag ey (“"‘f e_"‘“y’dﬂt)
) A

(n-t)a 3
=(n-)%Xe” n-tay ‘ﬂto, ool:(g_)

Xy - Xy ¥ Bep( (- o)




9) Independance deXay e+ X -Xe

de QA awec Cyuiy,) =(u, V-0 = ¥eay » Xy ‘Xc\)\

£y, (09D =nlnd o€ " H (03 4y 50,450

Marginales: €y(y,)* J “nlnet) e MM 1e-(n-0x32 dyp = nae ™Y pg e €9
[\}

‘FY:.( Y2 =f ”'\(n-l)eﬂ-e'ﬂuﬂle_'("-m‘yld y,=Cn- 0 ‘c-(ml)“y 2 Co, e 03‘7-)
o
Foctwisadion: £y,,y, (119,) = nae ¥ (n-Dae 092 Ay o oo

€y, (‘45 €4,0y,)
Dane Keo L-Cley-Xey) s Xeor ~ Bolna), X -Xgy ~ Exp((n-0ct)

H\ Indépendo.ncg de Xev, X -Xco s —_— Xy~ X))
Chongement de variables Cespacements)

Yy = Y57 5= Xy- (<€§<n) & x5 {;‘éioﬁ €n)
On colevle lo-modnice

- a:_A-) avec aéi«' :[l e
Yo €5 0gn Yo 0 ,i%;

~> Test 4riongulaire infefievre o diagonate (1) ————, ).

n
Oonc |d&M =.Tl=|
oy ——iyn) | 4=

C de méme |, le josobien direct % ttl"h\'o.ng.)lm're supérieure o diagonaled, doncdet. 4

Imase_ do domajne
le domaine 0<x<.

<xn deviemt {y >0 1i=l,

/nzj

Densite” jointe des ordres Cexponenticlle)

[
—a Zje1 G
'PX(.), — :’,ch(’x“ — ,X0) -nolfe ¥ ! 'ﬂo(;;‘( {xan
or Z—xj =27 Yo~ _ch‘i+\) Yo
da=! gt <=t as

~> changement de voriakle Cosvec 1J(=0)
poor y.;_)O -c"ll 1Yn (9-!)

n
R ec“exo(—oci_%(n-w D)
n . . n
= ;r_rl((nwc#)otc'@*“)w‘ car ]rcn-a+\\=n!

"7 Lo. densite’ Ructonse en produit den densite’s exponentielles , donc
Yo := Xa)- Xee-) sont independants e Yo v Bxp((n-c+)) , i=1,

,n (X(o) .= 0)

PS: jraitrooue le OM 4res aifficile.



