
DM Probas - Reina AL MASRI

PARTIE 1

Soit n), 1
. On réordonne (X, ·

xn) pour obtenir (X(1)
,, x(n) +qX(i) _7x(2)) (X(n)

6) Soient XI I ,
XnEIR pastous distincts. On peut toujours définir le n-uplet trié non décroissant

(X(1) / X(n) avec X(1) & X(n) en conservant les répétitions .

(mais la permutation des indices qui réalise ce tri n'est pas unique dès qu'il existe des égalites
X(1)=minXi , X(n)=ai

(1 ,
F

, p) espace de probabilité

Soity une loi de Probas à densité surt
,
soit f une densité dem. ou bien :

Soit XII ,
Xn v . a . i .

i
. d. de loin

Soient Xet Y deux v. a . réelles indépendantes de même loi continue.

Par définition
, VBEBCIR)

, M(B)= (f(x) dxx alors p(x=y) = 0 .

preuve: Puisque XetY sont independantes,
on a:

UxE
,m(Ex4)=),(xdX(x) = 0 (carx(a)=-

IP(X- Y= 0) = (Moy(X-y)dx(x) aly

Avec le thm de Fubini
,

on obtient

Pour ij ,
laloi de (Xi

, Xi) a densitéf(x)f(y) sur M
. P(X-y = 0) = (d()) Mou(X-Y)dy

Donc IP(Xi = Xj) = ((in2x = yyf(x)+(y)(xdy =0 IR

1 Ex = y Pest le mesure de Lebesque nulle dans M2) Puisque la loi de Y est continue
, pourtout Xfixe

Par sous-additivité : (104(X-y)dy(y) =(4(xy()dy= ((x) =

R

IP) U 3xi = X;4)[P(xi = X) =
d'où IP(X-y = 0) = 0(i < jan

Cen posant X = Xi et Y = Xj , on obtient le résultat)

Donc P (Xi = Xj) = 0 Fixj

Posons A
: = [Vij , Xi # Xj] avec IPCA) = 1 (Q.1) Con s'en servira sur le reste de la partiel)

2) Soit wEA
.

On note Xi : = Xi (w)

existence:

Viedli n , posons ril =Iti (lerang e

Comme les Xi sont deux à deux distincts sur A
,

rest injective sur un ensemble fini
, donc bijective

Posons [(w) : = r
+ E &n . YKES1, G , XE(wI(k) = Xr- (k) i . e .

'le K-ième plus petit des Xi ,
(n)

Par construction
,

on a XE(wicil) xE(((2) < < X((w)(n)

Donc (Xswicil(w), Xzwin(c)) = (Xcn(n) , <Xcns(r)

unicité :

Soient &, zE +p (Xu(w) , Xocus()) = (XcuCs, Xcnic)) = (Xzc(w),, Xzcns(w))

Donc UK , Xrc)(w) = Xz(k)(w)

Or les Xi(w) sont tous distincts
.

Donc 0(k) = 2(k) VK

Donc 5= 2

3) Loi de[

[ est uniforme sur En : VagE En ,
P([ = ro) = in

preuve :

Pour of On
,

définissons

Br = [WEA ; Xo((w) < < Xa(n)(w)}

Sur A
,

il y a exactement une permutation qui ordonne strictement les Xi (Q2) donc les Br sont deux à deux disjoints et :

A = Bo ,
doi [N(Bo)=(A) =1 (1)

GE8n



Par symétrie i. i. d : (stabilité par permutation des courdonnées) :

Soit ( = S(xis, Xn) : X1 < Xn3 <R. Alors :

Bo = S(X11 , XnE5(C)} = P(Bo) =((X1 1 , XnEC()

Comme (X, , Xn) a une loi produit identique sur chaque coordonnée (1. i . d), pourtoute permutation &
,

P((X,,, Xn)E +(C)) =((X, 1 ,Xn)fC)
Donc toutes les /P(Ba) sont égales .

Avec (1) et /8n = n! on obtient : P(Br) =
1

pour tout o

n !
or {[ = 53 = By sur A; comme(A) = 1 , 12 = 04nA = Br orIP(A) =1 )

S

P([ = + =Ven
egalite p. S.

4) Soit P : IR-R"continue bornée

(a) Mqb(X(), · X(m)=(X, X)
Par définition de [(Q2) sur A,

(X(i Xcn) = (X11 ,Xzn)
Donc p. S

,

p(X() , X(m) = P(X11 , Xzcm)
En particulier, foEn

P(X() , ·ni) = & (X , Xrn)1 e
[

as Cette somme, un seul terme est non-nul

b) MqVOE8n , Xocil
, , Xocn) est un n-échantillon demet que

E)P(X1, Xocn) Msz = 02) = f)P(X..
( xn)M(x,)(Xn2)

Par Qua V ch,

#(P(X(111, Xcn)] = [ELP(O, , Xacn)19c =on]()
&8,2

Soit ToE En fixé, on permute les coordonnées i 50 (i)

l'événemt " être range selon a

Comme(X, Xn) est in . d . (Xo1, Yond * (X
,, Xn) esttransporté sur "être range

Selon Tj' o d
i

Ainsi, par changement d'indices dans (1) : (z = 55od)

E[(X(11 , X(n) 132 = 503] = E[p(Xroc 1 ,XrocnM =502] (selection duterme 5 = To dans la comme(1)

= E[b(Xro(l) , Xto(n) MSxrol) < < xy(n]] 92 = 004Xro)-
Xro(n)

= #[P(X 1- Xn)1qX, ) < Xn3] invariance en loi des ind

On adunc:

#[P(Xci, XcmMs =54] = ESP(X1,, Xn)Maxi < < Xng] , Voe@Ch)

c) MpE[d(X(i) , · Xans)) = n !)Dacults f(x f(xndxx Xce

soit of In Par 4b
,

en sommant # sur toutes les permutations 5 :

#[P(X(i) ,
Xcni] = [E[P(X , (Xn)Maxis <Xi4]

ofBi

Comme les Xi sont i
.
i. di

#[P(X(,, Xcni)] = n ! E[(X, (Xn)Mgx+>(xn4]
Or,

si les Xi ont une densité f ,
la loiduvecteur (X11 , Xn) est donnée par la densité produit f(x) f(x) par rapport à X"

Par formule de transfert:

ESP(X1,Xn/Max,h =) Ce!

<7

>(f() f(xndX dXxn

Finalement,

#[P(X(,, Xcni)] = n!( (xn) f(x) f(xn)dxx)dxxx)



5) g cb de Rdans IR.

mpE(g(X(i)) =

n !

( g(x)u(z - 0
, x])"m((x,

+05)*"dx(111x
(k-1) ! (n-k) ! IR

On choisi dans 42 lafonction Y(04,, xn) = g(ck)

Alors:

[[g(X(k))) = ( [P(X() ,-
X(n))] = n ! g(x())+(xi))dX(x)ax(x)()(

[X , < < X13

SoitocEIR. Intégronsen c = c. Dans (1)

# [g(X(ki)] = n ! )g(x)f(x)Ak(x)Bn-(odx(2

où : Ai-Cod : = ((x)
+Cosi)dX(x)dx(0x- 1)
i = 1

< Xk -1XY

Bn-(x) : = ( fodx dXc

3x(Xk+1) <xnY

Calculons ap-1(X):

i

En considérant le pavé (J-0, X])". Il peut être partionné en (K-1) ! régions disjointes,
S

Rj = &(X, - Xk+)( Bx ; X o()) < Xi(k-1358k-

-

Comme la mesure produit est invariante parpermutation des coordonnées,
ie. (filex(i) ne depend pas dee

et2x)=x=)) exJ -a, X]

Ainsi, l'intégrale sur la région ordonnée [X1) < X1.1/XY vaut la mesure totale du pave;, diviséepar (K-1)!. On obtient donc.

21-
1(x =

1)), 1)Et
Bn-k(x)

De même
,

le pavé (Jx ,+os)
"

est partitionné en (n-k) ! régions ordonnées disjointes. On a donc :

f(t)dX(t))n
-1

bn-c(x)=ink) ! )(2x
,
+0

En remplaçant ces valeurs dans (2) on obtient :

[[g(X(xi)] =

4 !

(f(x)g())))
(k-1) ! (n-k) !

En notant la loi de densitéf et F(x) =M(J-0, X]) ,
on réécrit enfin ,

#(g(x)]= (gm-xix +ou



Prix
Soit X(1) = min(X11 , Xn) avec XinUnif[O,

17 ind OU :
-

· Fonction de repartition : par Q5 :

Par définition, Exc(x) = IP(X(i) Xx) on obtient lerésultat en remplaçant(1-x
, x])=

< sic(0 : X(1) > 0 p. s. = Fxci(es) = 0 etm(Jx, +at) = 1-xe+ f(x) = 1

> sic)1 : X(1) _
>1 p.

S . = Fx(i)(o)=

> Si 01 I :

Fxc)(x) = 1 - 1P(X(x)(x) = 1 - 1(X,x ,Xnx)

Par independance
,

P(X(x)x)=(Xi)() = (1-x)" car PP(Xi)x) = 1 - x

Donc Fx
,y(x) = 1 -C- x)v

· densité:

PourncE[o
,
1, fx(y(x)= Ex((x) = n(l- x)t

-

En dehors de [o
, 1]

,
la densitéest nulle, don

fxx)(x)= n(- x)
**

450
,
i2(x)

La loi de X(I) est donnée par:

Fx()(x) =
-

0 <0

1 - (1- c)P O(((() , fx(x(x) = n( - x)*
+ M(0

,1](x)
-

I x)

X ~ Béta (1, n)

7) Loi de X(2) - X(I)

La densité jointe des statistiques d'ordre uniformes est

fx() (x(n)(x,, (a) = n !40x)n

· Densitéjointe de (X(11 , X(21) :

En intégrant sur 33 , ,M :

I dxn = n ! In- 2(v) ) Im(a) = ffx(x
, X(z)(u , V) = n ! daz dt, Itin

V(3[ [xn< / a<t, ) <tm >

On sait que [, (a) = 1-a .

Par récurrence
, ImCal =f'Im-Ctldt = Calm

a

Donc

fx( ,X()(u , v) =

n !
(1- 14240(u(VS = M(H-1( -V)400S

(n-2) !

. Changement de variables:

Posons (y,, (2) = (u, V-u)

u = y, )V = y1 + 42

j=
a(M,V)

- OuS = (ii IdetJl=
8 Y1142

841842

et 0(u(v()()0(y, (y1 +42(14) Y170, 4270, 41 +424

Ainsi ,

fy,, yz (2,, y2) = fXx)
, X(2)(u , V) (de+J

u=y1 , V= y1 +yz

= n(n-1(- y,
-yz) -244

770 , 2270, %,
+42



· Marginale de 42 = X21-X(il

fyz(y) = n(n-

1))
+2(1- y,

- y)4
-

dy,

E
(t = 1 -

y -y)
= n(n-1))

+y(t2dt
=

n(1- y(n
+

490
,17()

G

Donc X(2) - X(i) ~ Béta(l
, n) avecla même densitéque X()

8) X(1) et X(2) indépendantes ?

Q7 : la densité jointe de CXCXl) est fxixCMV) = n(n-1CV12402454

QG: la densité marginale de Xcilest fx(i) (M) = nCl-u)n - M[0
,
17(m)

Pour la marginale de X(2) , on intègre la densité jointe sur Mi

f((z)(v) = (,+X(, X(2)(m, V)du .

Le support impose Ou VI donc Excal(r)=-CIVM = n(h-1) VC-v)2490
. 130)

Si X(I) et X(2) étaient independantes,
on devrait avoir pourtout (M , V) : fx(il ·X(2) (u , V) = fx() (M) fx(2,(V)

Mais:
-> lajointe est constante en M pour un V fixe'

-> le produit des marginales dépend de M

> lajointe est nulle dès que MX, V alors que le produitest strictement positif

laussi : les variables d'ordres sont contraintes par X(1) XX(2) donc impossible qu'elles

Donc X(1) et X(2) ne sont pas indépendantes soient indépendantes (leur support n'est pas rectangulaire)

9) X(1) et X(2) - Xa) indépendants ?

Q7: la densité jointe de (41 , 42) = (Xci), Xc2l- Xc) est fy ,42(y 1 32) = n(n- 1) (1- y ,
- y2)

%

-199
170 /4270 , 3,742317

et fyz(y) = n(1- y)
*

4(0
, 17(y)

de même
,

la marginale deY, = Xci) est (06) fy, (y,) = n(1- y , (m+So,D(Y)

si Y et Yz étaient indépendants, on devrait avoir fy, 42 (42) = fy, (y,
) fyz (22)

Mais: > le support de la jointe est [41+ 42 <13 donc la densitéest nulle dès que y,
+y

= le produit des marginales reste positif sur [4,
+42), 13

Don la factorisation est impossible

Donc X(1) et X(21-X(1) ne sont pas independants

10) Densité de X(K) (1k(n)

Onafxci) , (xcn(e) , <n) = n ! 40x)(n)
Donc fxxx(x) = n !) I 1 da cak-1dxk+ 1 C][n

<[ < xk-1(x((xk+1) [xn< /

= nif 1dx, c(k- 1 I 1dxk+ 1 dan

0([ [(k-145 ((3k+14 [san < /

↑ ↑
I

~

[k-1
(x)

Jn-k(x)

Par récurrence : Im[a) = dt, atm =

am
dt/ dtm =

(-a)m

lo my

et Jm(a) =I m !
<t,-tm/a a(t< [tm<

donc pour E [0, 1]

fxxx(x) = n !
xk- (1- x)n

- k

=

n !
xk-

(1- ()n
- 4

(k- 1)! (n - 1) ! (k-1) ! (n- k) !

et fx(k)(x) = 0 hors [0
,
1]

. on aurait pu obtenir le résultat de la

T formule générale obtenue en QS.

n !
~ fx(k)(x) = xk +(-x)

-

450
,1](x) (Beta(k

, n - k+ 1)
[k- 1) ! (n-K) !



11) [[X(()]

Si X(K) ~ Beta(k, n-k+ 1)

alors E[XKI]=
K

n+ 1

ou bien : #[X()] =)Ce
IPP : posons M = c EdM = Kock-des

dV= ( -)
-4dx= V =

- (Ia)
x + 1

n -k+ 1

= [ - xk
(1- 2)4

-4+1]+ (x)nn - k+ 1

à x = 0xk= 0 et a x= 1
,

(1- x)n- k+ 1
= 0

n -1)jxk
+
(- x)n

- 4 +
dx=

K

(
en répétant K fois la même IPP.

=
K ! (n- K) !

[n+ 1) !

doncE[Xck1] =

" !

(1-1)(n -1) n!An + 1

12) lim IP(nXcL, t)
n->

Pour E7, 0
,

IP(nX(ik, t) = 1P(X())--) = P(minXi),)=(Xi),) = (1- 4/n) (caQ6 : Fxxx(d) = 1-(1- x)
. On posex = (n)

DonclimX(,) = éet nX admet une loi limite exponentielle de paramètre

13) Même question avec X(2) , puis X(K)

Pours[0, 17 , on sait IP(XI)=-=(Bin(n

Posons In = nX(k) et prenons= t (t), 0)

P(zn
-(t) = P(X(k)]]) = 1P(Bin(n, t(n))

, k)
or quand n L + et pr

=/n , on a la convergence de Poisson Bin(n,/n) Poisson (1)

Donc VE), 0
,
PP(Ent) < P(Poisson(t)), k) = 1- et ti

j =0 j'

La f. r . limite ti < -Cets/! est celle de la Gamma (Erlang) -
(K, 1) (somme de K exponentiellesCI)

donc nXca)(K , 1) ,
PCnXCK,E) <e-t (E,0

4 = 2 : nX(2) = 1 (2, 1) (densité limite teE ME
, o)



Partie#II:

Xi
s , Xi ind de loi exponentielle de paramètre <70,

~ la densité de Chaque Xi est f(x)= xe
-* ↑[0

,+
((x)

(2) densité de X(K)

Dans Q.S: M(3- 0
, x])=(X-(x) = 1 - e

-C

etm(]x, +05) = e
-ax

Donc pour >0:

fx(k)(x) =

n !
(1 -e

-xx)k
+

(e
-ax)n

-kaq- 2x

[k- 1) ! (n-k) !

=> fx(k)(x)=

n ! (1 -e
-ax)k

-

(y- a(n- k+1)x2
, ()0

[k- 1) ! (n-K) !

15)[[Xck)]
u = e

- 2x
n !

IE- [X(ix) = (8xfx(x)(x)dx x= -In C- !Ca-1) ! /d ( mul(u)** Mdu

O
dx= 1 dM

XM
donc

2)
fx(k)dx=

n ! (1 -u)k
-un

-
Cu

[k-17! [n-K) !

=

n ! '' Cind C-4)12 44au

CK- 1) ! [n- K) ! 0 Sona+

(-u)P
-

Du =

Ca- 1) ! (b- 1) !

(a+ b- 1) !

=

M !
· t .

(n-K) ! (K-1) ! (Hn -Hak) où Hm= Yj

↑ fonctions gamma

(k- 1) ! [n-K) ! H !
j = 1

↳ ou on developpe

C-u)k- )(-u

-[X(]= et on utilise J'um(-Inu)dumi
8

ou bien : la loi des ordres d'une exponentielle est bien connue , 2) on obtient le m résultat

X(k)= Ej où FjvExp(1) ind
j =0 x(n-j)

donc directement[XK]=
16) Loi de X()

Pours) O,

P(X(x)() = P(X ,(x,, Xn)x) =
Te-c

= e
-max

i = 1

Donc Fx(u(x) = 1 - e
-Max

, fx(x)(x)= (na) e-Max 90
,
89(x)

X, -Exp(nx)

17) loide X(2) - Xcil

[similairement à Q9)

Pour toute loi continue : fx(1) , X(2)
(M, V) = MCh-1) [I-F(V)Jf(u) f(r)Nous

Fcif(x) = xe
-xx

,
F(x) = 1 -e

-xx
= 1- F(v) = e

-C
·

Donc fx(D
, X(2) (u, V) = n(n-1)22e-ame-(n-1)avT0(u)v

Changement de variables : (y1 1 (2) =(u, V-u) (jacobien = 1 ; ou (N(Y,
70, (2) 0)

alors w= y,
+22 et fy,yz(y,, yz) = n(n-1)a+e-x41e-(n-1) x(y 1

+22)4y0, 220

= n(n-1)22e
-1xy 1 y

- 2n-1x22My ,
70

, 420

Marginale de Y = X(2)-Xci) :

fyz(y) =(
*

n(n-1)22e-ndy/e-(- 1)(yay) = (n-1)de(n-11dy(nx(-ncydy , )
-

= 1

= (n- 1)de
-(n-14790

, 009(y)

X(2) - X() - Exp)(n-1) x)



18) Indépendance deX( et X(2) - X(1)

de Q17 avec (y,, Yz) = (M , v-M) =(X() , X(2) -Xx))

fy
, yz(y,1 yz) = n(n-1)22e- nxy1e- (n-1xy214 170. 420

Marginales : fy, (y,)=On(n-1) (2e- Mxyie-(n-

1xy2dyz= nae
-14 1 420

,
0c(41)

fyz(yz) =fan(n- 1)(2e-nay / e
(n- 1)xy2dy) = (n- 1)2e

-(n- 1222450
,
0((y2)

Factorisation : fy
,, 424142) =nxe-nay (n-1) de

- en-1ayzMy 0, 42 o

fy, sy i) f(2(Y2]

Dona X(1 H (X(2) - X()) , X(1) ~Exp(na) , X(2) - X() ~Exp((n-1)2)

19) Indépendance de X(1), X(2) - X(I)
, X(n) - X(n- 1)

Changement de variables (espacements) j

y 1
= 2 , yj = xj - xj - (2)j(n)(xj =[i(j)

On calcule la matrice

j=(6)j avec axi
=
1

, iXj
dyi

-0 , i)j

~ Jest triangulaire inférieure à diagonale (" , 1) .

Donc det
&(, , (n) ==

2(y1/ (Yn)

(demême
,

le jacobien direct G est triangulaire supérieure à diagonale1
, doncdet 1

Image du domaine

Le domaineOndevient y:
>0 , i = 1
, m

Densité jointedes ordres (exponentielle)

fx(I)/
n jX(m)(x, ,xn) = n! 2we-c=1440)

or =[imij =

~ changement de Variable (avec 151 = 1)

pour (i)0 fyl , (Yn(y1 (n) = n ! c exp(-(n- i+1(yi)

= ((n-i +1)xe
-(-i+1)(yi) car (n-i + 1) = n !

~ La densité factorise en produit dei densités exponentielles , donc

Yi : = X(i)- X(i-1) sont independants et YirExp((n-i+ 1)a) ,
i = 1,, n(X(d) : = 0)

P.
S: j'aitrouvé le DM très difficile

.


