


Chapitre 1 - Le modèle probabiliste

Soit 1 un ensemble quelconque

1) EVENEMENTS / TRIBUS

DEF: 1) un événement associé à l'expérience aléatoire est un ensemble de resultats dont on peut calculer la probabilité

On note↑ la collection de tous les événements

2) Une tribu ou d-algèbre sur 1 est une collectionde parties de 2 quiverifie :

·1 sont dansF

· Si AEF
,

alors AEF [stabilitépar passage complémentaire]

· Si (An) nein est une suite d'éléments deF
,

alors leur union WAn est aussi dansF [stabilité par U dénombrable]
MEIN

PROP: [On défini FrG = {ACM ; AEFetAEG4]

Une intersection quelconque detribus est une tribu

i .e. si (Fil if I est une famille de tribus sur-
, alorsMF = {ACM; Vil, Affi est unetriba

2) PROBABILITE

DEF: Soit Fune tribu sur1. Une probabilité sur Fest une application de F dans [0
,
1] qui vérifie :

· P(r) = 1

· V (An) nei est une Suite d'éléments 2 à 2 disjoints , PUAn)=PAn

REM: Dans lecas où se est fini
,
F= P(r)

AMB =DEP(AUB)= P(A) + P(B)

DEF: Un espace de probabilitéestun triplet (2,
F

, P) où : · est un ensemble

· Fest une tribu surl

· Pest une probabilité sur (1
, F)

3) TRIBU BORELIENNE

PROP: Soit A une collection departies de 2. Il existe une uniquetribu(A) qui vérifie : /Lesouvertsnesontse
par

complémentaire). On prend
· ACT(t) la plus petite tribu qui contient les ouverts)

· UFtribu
, ACFed(A)CF

Latribu &(A) s'appelle la tribu engendrée par A, c'est la plus petite tribu qui contientA.

DEF: La tribu borélienne sur 1R est la plus petite tribu contenant les intervalles.

Elle est notée (IR)
.

PREUVE : MF est une tribu qui contient Met est contenue dans toute tribu qui contient A
.

Ftribu
A CF C'est donc la plus petite tribu qui contient A

.



DEF: Une fonction f: IR > IR est borélienne si elle est mesurable de (IR,
B(IR)) dans (IR,

B(IR)), i . e .

VBEB(IR)
,
f-(B) E B(IR)

ex : Six est une v.a, et f fct borelienne, alorsf(x) est une v. a.

4) VARIABLES ALEATOIRES

DEF: Une variable aléatoire sur un espacede probabilité (1,
F

,
P) est une application X définie sur - à valeurs dans IR qui est mesurable

de (1
,F) dans (IR, B(IR))

,
i

. e .
VBEB(R)

, X"(B) EF

NOTATION : On note XEB l'ensemble X"(B) = SWE- ;X (w)EBY

5) LOI D'UNE V . A

DEF: Soit X une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité sur (R
,

BCM)) donnée par :

VBE B( (R) , Px(B) = P(X=(B)) = P(X(B)

6) ESPERANCE

DEF, Une v .a . étagée est une v . a . de la forme : S = [aiMai
kin

Son espérance est son intégrale : E(S) =(SP=PA

REM : · SiX : (1
,
F

, P) < (IR,
BLIR)) est une v . a . positive ou nulle

, son espérance, qui peut valoir +ro
,

est :

XdP = sup[/SP , Sétagee , OSXIn

· Six: 1 - > Rest de signe quelconque, on écrit X= X
*

- X où : Xt= max (X, 0) partie positive

X-= -min (X, 0) partie négative
X+

et X- sont 2 v. a . positives.

Lorsque E(Xt)< +o et f(X-) < o
, on pose : E(X) =(XdP= f(X+ ) - E(X)

Comme de plus, IXI = X+ + X, on a équivalence : E(Xt) < 0
,

E(X:)(0) F((X1) d

Dans cecas, son esperance est F(x) = (XQP. I

· On note L'(2
,
F

,
P) l'espace des v. a . intégrables

7) VARIANCE

DEF: Une v
.
a

.
X : (m

,
F

,
P) < (M

,B(II) admet une espérance ,
ou est integrable,

si (X(w) dP(w

Dans ce cas : E(X) = (X(w)dP(w) = (XdPwer

Var(X) = E((X - E(x))2]
= E[X2] - (E[X])2



Chapitre 2 - Lois à densité

1) Mesure de Lebesque

DEF: Une mesure sur (IR
,

B(IR)) est une application de B(R) dans [0
,

+o telle queM(0) = O et qui est 0 additive :

V(BnInEINEBLIR)'N [Xn # in BrRBm = 0 =>M(YBn= [M(BN]
DEF: La mesure de Lebesque est l'unique mesure X sur BCH) qui verifie

Va
, bER

, alb , x([a, b7) = b- a

PROP : i) FxEIR
, X((x3) = O

ii) Si ACest denombrable
,

alors XA) = 0 = [x({x3) par a additivite
XEA

sin) Il existe des boreliens C de M non dénombrables +q X(C) = 0

NOTES:

DEF: Unefonction borelienne s est dite étagée si elle prend un nombre fini de valeurs, elle est de la forme
M

S=aiova,anERetBi, BnEBCR)

INTEGRALE DE LEBESGUE :

soit S = 2 aiMai une fonction étagée dans IR
,

où les Ai sont des boréliens. (i . e . un ensemble ouvert réunions dénombrables
14in

intersections dénombrables complements construits de ces ouverts).

L'intégrale de s par rapport à xest : (sax = [aix(Aila
1i< n

Sif est une fonction borélienne qui est positive ou nulle
, l'intégrale def par rapport àx est : (fdX = sup/sdX : setagée ,O

(fest dite integrablesi/tdX(a · Dans cecas
,(x =(xdx(x) = ) fx l

XER

2) Loi à densité

DEF: Soit f : - IR une fonction borélienne telle que (fdx = 1 . La loi à densité de densitéf est la mesure

IR

de probabilité sur B(IM) definie par VBEI (I)
,m(B) = (fax =If

EXEMPLES : (parrapport àla mesure de Lebesquel

i) loi uniforme sur un intervalle Sa
,
bT

,
c'est la loi à densité, de densitéla Ma

,by X
On la note Ulsa

,bl)
ii) loi exponentielle de paramètre <)0

loi de densitéxe-[xMp+ (x) notée Exp(a)
Si XvExp(x) ,

alorsE(x) =/ , Var(x) = 1/22

iii) loi normale ou Gaussienne de paramètres i , s

loi de densité exp)- (X-)) notreNi

PROP [Espérance et Variance]

La loi de densité f admet une espérancesi (xIf(x)dx(x)< +NoI
Dans ce cas

, son espérance est m = (xf(x)dX(x)
XEi

X

sa variance : 52 = ((x-m(2f(x)dX(x) =(x2 f(x)dX(x) - m

XER XER



3) Classification des lois surR

DEF : Un point X est un atome de la loiusiM)5x3 o

On dit que la loi
n est diffuse si elle n'a pas d'atomes.

TYPES DE LOIS :

i) loi discrètes : On dit queM est discrète s'il existe un ensemble D fini ou dénombrable +qM(D) = 1.

On a alors
m

= [PxSx

ii) lois à densité: On dit quem est a densité s'il existe -borelienne L
, Otq VAEBI)

, M(A) =S fa

iii) lois singulières: On dit que M est singulière si elle est diffuse et s'il existe un ensemble C +q M(d= Met X() = 0

Toute combinaison convexe de ces 3 types est une loi de proba sur IR
.
Enfait toute mesure de probas sur R se décomposecomme

M= xdMd+ XaMa + XsMs où Ld, Xa ,Xs(0
,

1] Xd + La +&s = 1 et cette écriture est unique.

↑ ↑

discrète densité [ singulière

4) Formule de Transfert :

PROP: X : (ve ,
F

, P)
< (IR,

B(i)) etf: R+R une fonction boretienne bornée

Alors : Eff(x)) = (f(x)dP = (f(x)dx

PROP : soient
Mi ,M2 2 mesures de probas surMtq pour te fonction f : R -> I continuebornée (fam = (fam

Alors
M =

M2

Pour trouver laloi de X, nous prenons une fath f: -> R continue bornée et nous évaluons E(f(x)) =ff(x)dP
Par la formule de transfert,

= f(x)dPX(X). On s'efforce de mettre le resultat sous cette forme, eton peut lire la loi de X(R
EXEMPLE : X1 U(50

, 17) , K], 1
, loi de XK ?

Soitfil-> Re continue bornée
.
Calculons E(f(X").

E(f(X() =(f(Xk)dP = (f(x)dPx(x) , Px densité,,transfert

= Jf(xex (y= X
, xya

-
I

dx=y"kdy)
=1

lit le résultat

X" a la loi dedensitéy sois (4)



Cours 3 - Indépendance
Soit(2,

F, P) un espace de probabilité. Une soustribu de Fest une tribu qui est incluse dans F.

1)Tribu d'une v . a . X

SiX: (1, F) > (R , BCIR)est une v . a
,
latribu qu'elle engendre est:

a(X)= EX-(B) : BEBCIR)3
Comme X est unev. a, VBE BCIR) ,

X+(B)EFetdonc &(X) estune sous-tribu deF

2)Définitions fondamentales

Soit n3, 2.

Les n événements Ai Ande Fsont dits indépendants si , pourtoute partie IdeSl , MY, PC MA
Les nvariables aléatoires X11

, Xnde dans R sont dites indépendantes si , pour tous boréliens

Bil
, BndeR , PCXiEBi , , XnEBn) = P(XEBi) P(XnEBn)

Les 1 Sous-tribus Fi-En de Fsont dites indépendantes si VAEF, ,YAnEFin

P(A ,
M RAn) = PCA1) P(An)

Attention , " être independants
"

est beaucoup plus fort que "être 2à 2 independants "

Soit(E, E) un espaceéquipé d'une tribu. Une v. a sur (1,
F

, P) à valeursdans E est une application X mesurable de(2
,
F) dans (E, E) , i.

e,

ta VBEE
,

X"(B) = [wEe: X(w)-BYEF.

Sa loi Py est alors la mesure de probabilité sur (E, 2) définie par: VBEE,x (B) = IP(X"(B)
Ceci permet de considérer des vecteurs aléatoires, des matrices aléatoires, desfonctions aléatoires .

Exemple : X ,
Y 2 v .a .

à valeurs dans R. On pose Z = (X, 4). Alors Zest un vecteur aléatoire de IR2. On ditque laloi de2 admet une densité

siil existe f , R2- 50
,

+ < +a BE B(R3)
, P2(B) = ()+(X,4) d xby

3) V. a. à valeurs dans des espaces quelconques

Soient(Ei,Ei) , 1i < n, nespaces mesurables

Les n variables aléatoires X11 ,
Xn ,

où Xi:(,F) < (Ei , En) , 1 Six

sont indépendantes si lestribus qu'elles engendrent, 5(XI) , 1 5(Xn) ,
sont indépendantes.

4) Loi produit

Thm: Pourlin. SoitMi une mesure de probabilité sur (Ei , Ei) .
Il existe une unique mesure de probabilitém

sur l'espace mesurable produit (E, X XEn
, EX XEn) telle que

VA , EE, , , AnEEn

M(A, X xAn) =M,(A) Mn(An)
Cette mesure estappelée la mesure produit deM Mzetest notée

M
=

M,
X XM

preuve : Soitif[I , iny et regardons la loi de Vi

VBiCZi
, Pxi(Bi) = P(XiEBi) =M(Gw= (wi,waEriWiEBiG) =MIGX XixBixitX xEn)

Vérifions que X1 , Xn sont indep.

soient B,EE, BnEEn=MCEi) Mi-CEi)Mi(Bi)m+ (it) Mn((n) = Mi (Bi) et don Pxi =Mi

On a P(XEBis ,
XnEBn) =M(Sw = (w,, , wh) : wiEBi, ·wnEBn4) =M(Bix XBi)



Application au cas où (Ei, Ei) =(, BCR))

Construction de variables independantes

Étant données n lois de probabilitéM. Mi , la loi produit permet de construire un espace de probabilité(1,
F

, P) sur lequel

sont définies n variables aléatoires indépendantes Xi1 ,
Xndelois respectivesM,Mm

. Lorsque de plusM,
= =Mic

on ditque XII Xa sont i .
i . d. de loin .

5) Regroupement par blocs

Soient F, . En il sous-tribus de #qui sont indépendantes.

SoientI
, J deux parties disjointes de fl,my

Alors les tribus I = ~(Ui) , J = (F) sont indépendantes

* le résultat se généralise à un nombre fini de bloc

PREUVE: il s'agit de montrer que VDE5 , VEE5 , P(DNE) = P(D)P(E)

Soit D un élément de laforme D= 1 D
, où Di EFi pouriEI. Si P(D)=0 , rien àmontrer

iEI

Supposons P(D) (0 et définissons
, pour fEJ P,(E) = P(EID)

, P2(E) = P(E)

Sifest de la forme E=Ejo
Alors P(DE) =P(MPij(DPEiCI iEI

= P(MPi) P(Ej) = PCDPC
ifI

Lemme: (unicité de l'extension)

Soient P, P2 2 probas sur-e . Supposons qu'il existe une collection C d'évenements ta :

i)r(C) = F

ii) VA,BEC , AMBEC.

iii)fCEC p
,(c) = Pz(C)

Alors P= P2

preuvedu Lemme : on introduit la collection= SAEF; P,(A) = RCA)3 . CCG , 9 stable pardifference

union décroissante, on ma G est tribu. D'oiFCG.
On a donc Pi(E) = P2(E) pour de la forme E= Ej . On prend pour Clacollection de ces ensembles

On a +(C) = 5 , (stable par 1. Par le lemme
,

on a P, (E) = P(E) VEEJ

Donc on a P(DNE) = P(D) P(E) pour +t Ef Jet tout D de laforme D = 17 Di
iEI

Pour cela, on fixe Edans J eton itère l'argument précédent sur D. ·

6) Espéranceet indépendance
r

Soient X , Y deux V . a . de (1,F) dans(IR , BCIR)
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

↓ X et Y sont independantes

in) Sifi g :RR sont des fonctions boréliennes telles que E(1f(x)1)< +o
, E)1g(Y)l) <+o

alorsE(1 f(x)g(y)))) + 0e+ E(f(X)g(y)) = E(f(x)E(g(y))



(A)

pu : in = i)

Soient A
,
BEB(IR)

Appliquons in) af= 11 g = 1.

E(f(x)g(y)) = E(MA(x)1 ,3(y)) = P(X(A
, Y(B)E(f(x)((g(y)) = P(X(A)P(yEB)

(x)
i) => ii)
sif= Ma etg = Mp ,

c'est vrai par defde l'indep. C'estencore vrai pour les fonctions étagées.
Fixons g= Mi et considérons & = S les fetns quivérifient 13.

· L contient MA,
A EBLIR) · Lest stable por limite X

Lstable par CLacoef), 0. Donc L contient thes les fonctions bor)
,0

on fixeensuite fet on reitère l'argument surg.. On décompose ensuite f =f +
+f

, g = gt- g-
7, 030

7) Covariance

Si Xet Y sont deux v.a.
réelles telles que X , Y et XY sont intégrables, on définit leur covariance

cov(X ,Y) = #[(X -E(x))(y- E(Y))]
= E[XY] - E[XJE[Y]

Si X , Y sont indépendantes et intégrables , alors XYestaussi intégrable etcov(X,Y) =0 .

Mais la réciproqueest fausse engénéral !



Cours 4 - Suites infinies de variables aléatoires
Soit (Xn)neIN une suite de v.

a . réellesdéfiniessurun espace de probabilité (1,
F

, IP)
Soit X une v. a . Supplémentaire également définie sur(1,

F
, 1)

1)Convergences de V. a.

(Xn) neIN converge presque sûrement vers X
, i. e . Xn P.S

> X ssi

PLEWER : Xn(w) > X(w)])=M->+

Soit r), 1
.
La Suite (Xn) ne in converge vers X dans ((1

, P) , r. e .
Xn > X ssi :

E[IXn- X1
* ] > O

n) +0

La Suite (Xn)neIN converge vers X en probabilité, i . e . Xn P
> X ssi

(370,((Xn - Xk,2) =0

PROP: i)XnPS < X =-Xn *,X

ii) Xn( > X = XnP , X

PREUVE:)Supposons Xn P.
S

. <X .
Alors

P([WEz : lim Xn(w) =X(w(y) = 1
n-> +0

E P(limXn=X

E) P(XE)OJNEIN En, NIXn-X1 <3) =

EEQ

EPlHIn-X(3) = Q denombrableet

E VE)0 PCUMEXnX(33)=une intersection dénombrable dévenements a proba l si ils ont tous proba 12
EEQ

E -30, P)(nin((xn- X 1 <(3)) = 0 (P(A) = /EP(A))=0]

E VE0PLUXE
e

E #370imPUEn-XK, E3) =0 [P(An = lim A,

An
=U34

An décroissante

=> VE)0 lim PCIXn-XK E) = 0 i . e. Xa
P

> X
N->+N

ii) Soit E>0. Ecrivons

E)(Xn-XI
%) = ((Xn-X(dP), IXnXP), EP(IXnXIs(Xn-X1)5}

3, (1(Xn- X(XEErdP = ErE(MIXn-X)E)
d'où P((Xn -X(3) -E((Xn-X(r),

PROP: [Compatibilité avec l'addition : I

SiXn *,X , Yn * Y
, alors Xn + Yn

*
>X + Y

où A = p.
S,

L'ou P (avec le même choix partout)



THM : [convergencedomineI

Soit (Xn) une suite de v. a . +qi

i) June va X telle que Xn
P.SX

ii)June v. a .
Y7, O integrable +pIXnI Y p.

S
.

Alors Xi , X ,
et en particulier : [(Xn]

1 c +
ag[X]

3) Exemples:

On se place sur (1,
F

, P) = ([0, 17 , B(20, 13) , X
so,

17) ,
X mesure de Lebesque

1X 1 -

X2n X2n+ 1
~ ne converge en aucun sens (ex)

12 I 12 I

X,

1x

X2'
x

Xn

1X Xn
p.

XLr
12 I "32

"n+
1km

- Xnx-0
P

ilz 112 i ils ! i 2 s z" i Xn < 0

E(Xm) -
Y(n)

y(n)-
M

adapte 4(n) pourqueE/X) ,
0

in
Xnp. S

., 0 Xn 0
> p

4) Indépendance pour une suite infinie

Une suite infinie d'événements, de variables aléatoires ou de sous-tribus est indépendante ssi toute sous-famille extraite de la suite est

indépendante.

THM: Cregroupement infini par blocs]

Soit (Xn) ne IN une suite de v.a . indépendantes.

Soient Ik ,
KEIN des parties de IN qui sont 2 à 2 disjointes. Alors lestribus

Ik= 0(XninEIk) , KEIN

sont indépendantes

5) Le modèle analytique pour le jeu de pile ouface

Nousprenons(1 ,
F,) = ([0, 13

,
B([0, 1,

X). À un nombre réel w de 20, 12 nous associons son développement dyadique (ou binaire)
w = [Wh , oùwne 30, 13 pour n,

n), 1 2n

Puis nous construisons une suite de v. a . (Xn) ne IN définies sur à valeurs dans [-1 , + 13 en posant

(n), 1
, Xn(w) = 2wn- 1

La Suite (Xn) neIN est alors une suite de v.a . i .i . d de loi de Bernouilli (1/2) telles que

(n), 1 P(Xn = - 1) = 1P(Xn = +1) =2



NOTES :

L'écriture est uniquesi on exclut les developpements égaux à l à partir d'un certain rang.

Nous définissons alors
, pour >,

l : VwE(0,12 Xn(W) = 2Wn-1EF-1 , 13 . Je dis que la suite (Xn) répond à la question.

X ,
1- Xz - - -[

2 11
3

- 1- [ -1 - [ [
wE [0, 1[ 0. 01

w = 0 . 0100
I ob

10

Demanieregenerale, Xestunide2
intervalles dyadiques de longere

2n

Mq les (Xn)n)
, I sont indépendantes.

Soient E
1En dans [-1, 13 et regardons P(X, = El1, Xn = En)

P(X1 = El1, Xn = En) = X(we50,
15 : wi =

It WH
= x(5w : It t

2n 2 +)

= In

= P(X, = E 1) x xP(Xn = En) .

Nous possédons une suite & de pièces independantes

7) Lamarchealéatoire symétrique sur 2

Grâce au modèle précédent, nous construisons une nouvelle suite infinie (Sn)nei en posant

So = 0
,

Un l Sn = XI + + XM

Nous pouvons maintenant formuler rigoureusement les questions sur la marche infinie, comme calculer

P(znE (1503 Sn = 0)=(USS2n = 03)
17,

une suite de v.a.
i .i . d .

uniformes sur 20, 17

Nous partons d'unesuite (Xn)n, , de v . a .
i . i. d. telles que : Vn> 1, IP(Xn = 0) = IP(Xn= 1) =12

Nousposons alors, pour m), 0 : Im = [2m(2k +1) : KEIN3

puis Ym=1 ( X2m(2k+1)

2) La Suite (Ym) me IN est une suite de v. a. i. i . d qui suivent toutes la loi uniforme sur [0
,

17

NOTES P(InE IN1503 Sn = 0) = P(U3S2n =03-

= P(352 =030(954=031552 = 03U 1 = P(US2n =03)(U2 =0
= P(4, 9570 , San-2#0 , San =03

disjoints
Par & additivité : =CP(SIO, Sanz Fo, San =0)
P(S2n =0)

X = n nb de chemins

B = n = nb dechoix pourmontes (2)
doiP(S2n =0) =(2)( =

( !
2

I
> O i(n ! )2 n-> +0 πi

Sterling O 2n

Lemme: P(SzFO1 San FO, San =0)= P(San=

(2n) ! I

P(InEIN * Sn = 0) = 2n+1 (n !222

mme : PISzFO, , SanzF0, zn =

2n- 1

I (2n) ! I

P(InEIN * Sn = 0) = 2n+1 (n !222



Cours 5 - Transience et récurrence des marches
Soit d), 1 et (Xn)n), , une suite de v.a . définies sur (12 ,

F, IP)à valeurs dans% La marche aléatoire associée est la suite

(Sn)nEIN définie par : So= 0 ,
Un l Sn = Xi + + Xn

La marchealéatoire (Sn)ne in est dite récurrente si elle repasse parO une infinité de fois avec probabilité 1, et transiente sinon

1) Un critère de récurrence

PROP: Si la marche revient en O avec probabilité 1
,

alors elles repasse par O une infinitéde fois avec proba 1

PREUVE: Soit A l'instant de la dernière visite de 0
,
i . e .

R = sup[n), 0; Sn =03
Supposons que P(7n) 1

, Sn =0) = 1 et regardons , pour >,

P(R = k) = 1P(Sk = 0 , (n >k
, Sn - Sk + 0) = ⑪(XI+ + Xk = 0 , (n)kXk+1

+ + Xn =0

or(Xn> kXk+ 1 + + +n +03Ef(Xi ,
i), k+ 1)

Par le thm de regroupement par blocs ,
cet événement est indépendant de [X1 + + Xk3 = 0

d'où P(R = k) =1P(Sk= 0) P((n)kSn - Sk = 0)
de plus (Xk+ 1 , Xk +2 ('(X , X2, (
donc(Fn> K Sn-Sk + 0) = 1P(Xn), 1

, SnfO) doù : (sachant P(Sk = 0)
-(1)

P(R= k) < (P(Xn), 1Sn +0) <1 - 1P(zn), /Sn =0) = 0

or , PC la marche visite O un b fini de fois) = PCR (+ a) = IP(USR = k3) < [IP(R = k) = 0
KEIN

CORR:

IP(In), /Sn = 0) = 1 E 1P(Sn visite O une noté de fois)=

Souvent, il est plus facile de mq un evenement arrive une infinité de fois avec proba plutôt que de mq' il

arrive une fois avec proba1

2) Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (An) ne in une suite d'événements de F. Nous définissons:

lim infAn=MAm =Ew : appartienttous les An sauf un nombre fini same

lim supAn=Am =E we : appartient à une infinité Ae

limsupAn = [An arrive infiniment souvent3 = &An infiniment souvent = &An i .soen abrége

EX: (Xn) suite de v .a . réelles BEBCIR)

lim sup[XnEB3 = EXnEB i
. So3

· ex de la marche : limsup[Sn = 03 = [Sn = 0 i .
so?

Lemme de Borel-Cantelli : Soit(Annein une suite d'événements.

· partie I : si la Série [P(An) converge ,
alors(An i . so) =0

H

· partie # : si la série &(An) diverge et si les (An) sont independants , alors IP(Aniso)=

PV : 1) Supposons que la série & IP(An) cv . Alors

IPCAn arrive infiniment souvent 3)= IP(MUAm). La séquence VAm est décroissante
nm>n my, n

Par le thi de convergence monotone : IP(NU Am) =LimPCArm>, n

Par la T-additivité: M(UAm) [IP(Am)
[H), M

or la série. &IP(AN) converge ,
donc lim"[IP(An) = 0 , donc IP(An isol = 0

n-> 0m> n



II . Supposons que [IP(An) = +o.

IP(An i . so) = IP(MUAm) . Regardons le complémentairea

IP({An i .So}) = IPCAnf. so) = IP)UMAns

Soit n fixe'
, regardons

IPCRAm) =lim(AS

Ensuite
, IP(A)=(Am) par indépendance(Am)H(MXN

d'or; IniP(nmAm? = [In(1-1P(Am) (rappel . in (1 +x) < x)
n[mn

-EAm-
d'où IP(Anf . so) = 0

3) Le singeet Shakespeare (exemple
Mettons un singe à taperà la machine à écrire. Quelle est la proba qu'il tape les œuvres complètes de Shakespeare ?

Soit (Xn)n)
, 1 une suite i

.
1. d . Bernouilli(p) , OP

(n >, 1 IP(Xn = 1) = p P(Xn =0) = 1 - P

Soit KX1 et El , El une suite de 0 et de 1 fixée

Regardons l'événement
. An = EXn = E

,
Xn+ 1

= Ez, Xn+-1
= Ek] (le singe tape la séquence voulve à partir du rangh)

IP(An)=(1-p)Enedépend den ! donc [P(An) = +

Cependant, les (An) ne sont pas indépendant on ne peut pasappliquer BCII

considérons les événements Bn= Ank ,
n), 1. Par le theorème de regroupement parblocs. Bisont indépendants

et [IP(Bn) = +r. Par BCI
, p(Bniso)= 1

4) Un critère de récurrence

On considère la marche aléatoire So =0, Sn= X1 +X2+ + Xn .

SoitT = mind n),1 ; Sn= 03 letemps du premier retour à 0 (convention : T = to si lamarche ne revientjamaisà 0

On pose, pour n> 1 : Un = P(Sn = 0) , fn=(T= n)

On remarque:

Mn = IP(Sn=0) =(SSn=03mST=k3)=P(Sn = 0 , T=1)
Or, l'événement SSn = 0

, T= KY signifie :

la marche revientpour la première foisà O au temps K , puisde Kan
,

elle repart et revient encore à O

d'où, par indépendance des increments :

IP(Sn =0
,

T=k) = P(T= k).(Sn-k =0)
Ainsi,

n

Un= fun- (

On définit les séries génératrices:

u(s)= S
, F(s) = [fnSt

n7,
Ces deux séries ont un rayon de convergence)I

En multipliant(*) par sh et en sommant sur n), I :

Ona U(s)-1 = [Uns"=EUkfish Conpeut rajouter le terme= Voto =On=
n3, 1

M

= Uksk)(fin-)= [produit Cauchy de 2séries

= U(s)F(s)

donc u(S) =

I
(1)

1 - F(S)



La marche est dite récurrente si IP(T) = 1 et transiente si non

Ona :

F(l)
=fn = P(T(d) et M(l)=Mn= (Sn =0

Par (1) :

u(s)(1- F(s)) = 1 = limu(s)(1- F(s)) = 1

Si M(1) ( + 0
, (1-F(s) resté borné donc FCI) XI : la marche est transiente

SiM(1) =+o, u(s)(1- F(s)) -> 1 siF(s)-+ 1 ,
donc F(1) = 1 et IP(T(0)= 1 : la marche est récurrente

S-> 1 -

THM : P(T(0) = 1 E) IP(Sn=0 i . sol= 1 EchP(Sn =0) = + a

5) La marche sur 2

Soit pEJO, 1 [et soit (Xn)n,1 une suite de v. a . 1 . 1. d. de loi Ber(p) telles que :

Vn), 1 , IP(Xn=
-1) = 1 - p , IP(Xn = + 1) = P

Soit(Sn) ne in la Marche associée. Nous avons :

P(S2n= 0) = (2)p
+
(1-p)" v4p(1-p))"

#

> Si pf , alors&(Sn=0) <to, et la marche esttransiente

> sip = 1/2
,

alors [IP(Sn=0) = to, etla marche est récurrente .

n),0

6) La marche dans 22

Soit (Xn)n), 1 une suite de v . G . i . i. d . à valeurs dans 22 telles que, pour n)
,
li

# (Xn=x) =4 ,
x = (d) , (i) , (b) · (.i)

Soit (Sn) nei la marche associée. Nous avons:

P(S2 =0) = (()(2) ~ in et la marche symétrique dans 22 est récurrente.

7) La marche dans 23
, 24

soit (Xn)n, 1 une suite de V . a .
1 . i . d . à valeurs dans 23 telles que, pourn, I,

1P(Xn =x) =y ,
x = (b) , (=) . 18IIl

Soit (Sn)nEIN la marche associée. Nous avons IP(San=0) = 0) /32) etla marche symétrique dans 23 esttransiente.

Lenombre moyen de retours en 0 est donné par :

Uz=/Tcosy-cos

En dimension,3, la marche symétrique dans &P est transiente, et le nombre moyen de retours en Oest :

del-delk
Ma = iP ([π

,
+))-tco



Cours 6 - Le problème des signes aléatoires

1) Le problème :

Soit(Mn) ne in une suite (deterministe) de nombres reels.

Soit) En) ne in une suite infinie i. i . d . de loi Bernouilli (1/2) +q :

Une IN , IP(En = -1) = P(En = 1) = 1/2

~ La série [EnUn converge-t-elle ?
n3

,0

.
siMn>0, la série ne convergepas.

. Si la serie [Unest absolument convergente,
alors. [EnUn est p.

s . absolument convergente.

EX : Regardons lasérie harmonique
5.-=

2) Convergence dans

PROP: La série de v.a. [unen converge dansssi la série. [M converge.

H

PREUVE : Posons Sn= [EkMk
k =0

Alors
, la série [EnUn converge dans Lessi laSuite (Sn) nei converge dans2

n

L'espace 22(1,
F, IP) est complet pour 11 . 112.

Ainsi, la Suite (Sn)neix converge ssi elle vérifie lecritère de Cauchy.

Soit mn , regardons:

11Sn-SmIl = (ISn-Sm
=#((Sn-Sm))
=ES/
= Eleume]=une

k+le+ #(EkE2) = (((k)(((2) = 0

Donc

= [up = en - emoù en=Mi
m(k[n

Ainsi : laSuite (Sn)est de Cauchy dans2 ssi la Suite (n) est de Cauchy dans R.

3) La loi du 0-1 de Kolmogorov

DEF: Soit(Xn) nei
une suite de v . a . définies sur l'espace (re,

F, IP) .

Latribu de queue, ou tribu asymptotique, associée à lasuite (Xn) est latribu :

T = M & (Xn, Xn+ 1 C
13, 0

Un événement A de Fest dit asymptotique pour la suite (Xn) s'il est dans latribu asymptotique.

EXEMPLES: ElimsupYn, 1003, Elim inf XnE5o,
1 2],

{ [ (Xn)= +03
nEIN

{wilim Xn(w) existe 3

& Xn >, 10 infiniment souvent 3 ,

Ew : [En (u)un converge
[ est asymptotique pour lasuite (EN)neI



THM : Soit (Xn) ne in une suite de v .a . indépendantes.

Soit A un événement asymptotique pour la Suite (Xn). Alors(A) vaut 0001 .

Application au pb des signes :

SoitEnUn converge p.
s
,

soit elle ne converge pasp.
S.

4) Un résultat d'approximation :

DEF : La différence symétrique de 2 ensembles Aet Best : ADB = (AUB) /(AMB)

C'estune loi de groupe surP(r) : ·AD = DDA = A

. ADA = 0
·VA , B

,
C

, AX(BDC) = (ADB)DC
· (P(2), D) groupe abelien

Nous avons également :. VA, BEF IP(A)-IP(B)1
_
>IP(ADB)

· VA, B
,
CEF((AUBIDC) <IP(ADC) + IP(BAC)

PROP : Soit (Xn)
ne in

une suite deva . et soit A un événement dans latribu d(Xo, XI il

Alors il exis une suite d'événements (An) neIN +q :

·UnEIN
,
Jk(n) , AnEr(Xo Xk(n)

· lim IP(An DA) = 0
n-> +d

RQ: VA,BR(A)-(B) [ P(ADB) ,

donc on aura aussi limPAn = P(A)

PREUVE: Considérons Glacollection des événements pour lesquels le resultat est vrai

je dis que :

Em &(Xo, , Xm)CGsiAEO(Xo , , Xm) , il suffit de prendre An = A

On montre ensuite queesttribu
, donc contient GUr(Xo- Xl

Ainsi , 5(Xo, X1 .-> CG

En effet
, 01 2Eg

Si AEG et (An) suite approximée A
,

alors la Suite (An) approxime AC

· IP(An>DA)) = P(AnDA)-> 6

si (Am)>1 estune suite deG
, alorsUAm EG

PosonsA=UAm

Comme AmEG, il existe (Am , napproximante pour Ami

En
, Ym>, 1

, 7 k(m, n) ; Amine(Xo --, X(mal
lim IP(Am DAm

, n) = 0
M

· Comme lim P(A))&Am = O
,

VM), lFY(M)+PIPCAAm
n-> +d

Ensuite : FmEEl ,, 1M) 3;

INCM, m) +q Vn), N(M, m)
,

ID(Am DAm
,n)mim

m + m2,

IP(AmDAm
,
n(m))

-Imm = /mi

(Xn) indep,
AEC = 5(Xo,Xi

On applique le résultat d'approx à A:

7) (An) Un An Et(Xo, Xi , , Xk(n) et lim IP(AD An) = o

D'abord
, 1 P(A) - P(An)1 > IPCADAn)

donc IP(A)-> P(A)

De plus,
AnE +(Xo,, Xica)

ACC CO(Xk(n)+11 Xk(n)+2
&

cloncIP(AMAm)-> P(A)
Comme (Xn) indep, les 2 tribus sont indep . Donc A et An aussi

IPCAMAn) = IP(A)I(An-> IP(A)
1IP(A)-PCAMAm) = P(A)An) < IP(ADAm)--O

,
doi P(A)2= P(A)



Prenons alors NCM) = max & N(M, m),
1 m Y(M) Z et Am=MAm, NCnm

Alors
, IPCADAm) IPCALMAm) + PCYMAMDAM)

y(m)

3PCAMDAm
,
n(m)

-Imm = /mi

(Xn) indep,
AEC = 5(Xo,Xi

On applique le résultat d'approx à A:

7) (An) Un An Et(Xo, Xi , , Xk(n) et lim IP(AD An) = o

D'abord
, 1 P(A) - P(An)1 > IP(ADAn)

donc IP(A)-> P(A)

De plus,
AnE +(Xo,, Xica)

AEC CO(Xk(n)+11 Xk(n)+2
(

cloncIP(AMAm)-> P(A)
Comme (Xn) indep, les 2 tribus sont indep . Donc A et An aussi

IPCAMAn) = IP(A)I(An-> IP(A)

1IP(A)-PCAMAm) = P(A)An) < IP(ADAm)--O
,
doi P(A)2= P(A)

5) Inégalitéde Kolmogorov :

THM : Soient X1, , Xn n v. a . indep, centrées (de moyenne nulle) et de variances finies .

-

Posons VKEEI, , n3; Sk = X1 + + XK

Alors Fa) 0
,
IP(max 1SkK,a) Var(Sn)

1kkXn

PREUVE:

Pour KEEI, n3 , on introduit l'événement Ak =[ISI,1SkyK , 1Skl >2} disjoints.

var(Sn) = #(Si) = /SidIP),/Si
k = 1

-

=SdP car Ai2a2disjoints

De plus,(SindP = ((Sk +Sn-Sil

- ...

6) Convergence de séries de v.a . indépendantes :

THM: Soit (Xn)nei une Suite de v .a . indep,
centrées et devariances finies +q

On
,
((Xn) = 0 ((Xi)+ 0

p .S.

Alors [Xn 2 = n**->
nEIN

* Une conséquence des résultats précédents estque[[X(nE IN

Notamment, lasérie converge p.s.
De plus, l'implication réciproque



Cours 7
1) Inégalite de Bienayme-Chebyshei

THM: [Markov]Soit X unev . a . positive.

Alors (X>0
,
IP(x),x) ESX]

THM: [BT] Soit X une v. a. qui admet un moment d'ordre 2
, i . e.,(X2]<+o

Alors Ft) 0, IP(IX-[(X]), E) -> Var(x)

PREUVE : ESX] =/XdIP),/Xc X

l = /Max)MxxzX = XX

IP((X- E(x3k, t) = 1/(X-E(x))
2 )

, (2)
Markov

<E2[(X - f(x))2) =EvarX

2) Loi faible des grands nombres

THM: Soitm une mesure de probas sur l qui est intégrable, i . e . (duo

Alors m =Seul
Pour n)

,
1
,

Soient XII , Xn M va i
. i . d. de la loiM .

Alors FE)0
,lim((x

+ -m(E)=

PREUVE : Supposons que la loi Madmet un moment d'ordre 2
-

Posons 82= var(m) =((x -m)2qu(x) et appliquons BTa+(x + + Xx)

Comme(i (X+ + (n)) = π((Xi)++(xx)) = m

Soit Elo

IP((X1+ + x
- m(

,3) var(Xt + x)

Calcuions var (XI++ )=Var(X+ +x)(var(x) + +var(Xn)

10 in Var(n)=
Doi 1P((X1+ +xn

-m(), 3) )5 -O
n n22n)+0

3) Loi forte des grands nombres

THM : Soit (Xn)n)
, ,

une suite de v. a . intégrables i. e . EllXI 1) ) + do

Alors XI+ + Xn p.
S
., ((X) ind

H

4) Critère de Kolmogorov

PROP: Soit (2n) une suite de v. a. indépendantes, centrées.

Si(Z) <to alorsEtn P.



Cours 8 - La convergence en loi

1) Definition

DF: Soient X, Xn ,
nEIN des v. a .r. (quine sont pas nécessairement définies sur le in espace de probabilité)

Xi &
> X ssi Vf : R->R continue bornée(f(Xn) >(f(x)

n->0

2) Fonction de repartition

DEF: Soit X unev . a . (m,
F, P) >

R
, B(IR).

Lafonction de repartition deX
,

notéeFx
,

est lafonction définie par: Voc ER
, Ex(x) = IP(X(x)

Ona Fx(x) = 1x(]- 2
,
x])

Comme les intervalles 7-0
,

(c],cER
, engendrent les boréliens et formentune famille stablepar finie,

par unicité de l'extension, la loix est déterminée par Ex.
Co la fonction de repartition Fx déterminelaloi xdeX

.

PROP: Unefonction de repartitionFverifie :

i) Fest croissante de IR dans [0
,

17

ii) Fest continue à droite

iii) lim F(x) = 0
,

limF(x)=
x- - d x++ x

preuve : il
ii) Soitsco EM

. Regardons lim Fx(x) = lim (Px(]- ,x])
x->Co x->0

x7 (Lx0
xE Q

continuitx(, - 0,x) = Px(z-co) = Exc
CEQ

iii)limFx(x) = limx(2-2
-d

=Mx(- x)=(=

lmx(x)imx(2-x) =Px(c)=R
F(x)

3) Exemples :

X~ Ber(p) - ⑧

-

P(X =0) = 1 - p
1-p [ e-x0

Fx(0) = 1P(X-(0) = 1-p
[ ' 7

= 1 - e
-
C

7

Plus généralement, si la loi de X a une densitéy alors Fx(x) = ((t)d

#

· (

↑ ish !



THM : L'application mEMCM) i < Fretgest une bijection

~ résultat permettant de construire des mesures du probas singulières sur (IR
,
BCIR)

5) Convergences des fonctions de repartition

THM: Soit(XnInEIN 1
X des v.a . réelles et notons (Fxn)nei1Fx les fonctions de repartition.

Equivalence : i) La Suite (Xn) convergeen loi vers X

ii) en tout pointe de IR où Fx est continue
,

la Suite (Fn(c)neIN Converge Fx(x),
i . e . lim Fxn(x) = Fx(x)

n->+a



Cours 9 - Les fonctions caractéristiques

Si f est une fonction de IR dans Cet sim est une mesure de probabilitésur(M ,
B(IR))

,
on definit

(fqu = /Ref qu + if Imfqu sous reserve que Refet Inf sont integrables.

1) Fonctions caractéristique d'une v. a /d'une loiM.

DEF: [va] Soit X une v . a .r .
définie sur (m

,
F

,
P)

Safonction caractéristique est : VMERR
,

Yx(m) = #[eiux]

=eiuxd (bien définie car leiu
DEF: Sloim] donz eiuX IP-intégrable(

soitu une mesure de probabilitésur CIR
, BCIRI) ↑

Safonction caractéristique est : VuEIR , Yp(M) = feruus) (bien detinie car leine = l et

donc Reeiux-cos ux estu intégrable)

RQs : einx = cos(ux) + isin(ux)

Par laformule de transfert

#Seiux] = enMXD = feruxdPy(x) et doncYx =YI
2

2) Quelques lois classiques

Étapes de calcul :

LoiX Yx(u)
· Si X ~Ber(p)P(X= 1) = p ,

P(X= 0) = 1 - p

Sa gilla Yx(u) = ( [eiuxj = 1 - p + pein
Ber(p) I - p + peil · siX ~P(O):KEIN IP(X =K) =

e-00k
P(X) exp(x(ein - 1) K !

Geo(p) pein
4x(m) = #Servix]cilkeo

&
Exp(x) I 1 - 4- p)eil

IR+

K !

x-ill =-(en)
u(Sa,b])

einb- eila
K !

in (b- a)
⑧ SiX-Exp(x) >0 :

=e-OeimOeil

~((n , 22) exp(iMm-1542) #Seiux) = feiuxfedX( = (Leu-adxc
L e(iu-ax

+o

=

L

-in- C
o il - 2

3) La loi Gaussienne [calcul de la function caractéristique]

Soit mEIR
, 00 et Xunev

. a . de loi N (m, 52)

*) Posons 2 =

X-m ssiX= m + 02
·

alors [wN(0, 1) · Calculons 42
5

42(u) = #(iuz) =feiux
2π

#) on met sous forme canonique : ilx-=-in
2

=-iuu=
il e

I t



* Calcul de [(m) = (e
-(2(x- iu)2dx

IR aucarre
↓+ coordonnées polaires

< [(0) =(e-2xdx=
IR

Calculons l'(m)

[(m) = (f(x,
u)dxavecf(x

,
u) =e

(x-iut Conespère:sauhe
depend pas

f(x, u) est C'de IRXIR+C

Of(x
,u) = i(x-in)e -2(x- iu)

au ↓ on vert que lamajoration soit uniforme en ul

of
(x

,u)) -
> ((x) + (u))e -2(x+ uz)

GU

Cette fonction est X intégrable et ne depend pas de m. Alors I est dérivable et sa dérivée vaut :

Of
= i(x- in)e

-2(x - in)2

T
I'(M) =( (x

,
u) dx =(ix-iu)-il x = - (x- in) e

- (2(x -in)2

=

=il ( ,u = -if(u

d'où I(m) = ce = I(d) =V

On trouve finalement 42(u) = e-12/2 sizuN(0, 1)

siXwN(i , 02) , Yx(e) = eium-ur(X = 02+m)

Posons go(x)=

e-/202

2it a

(eiMxg(x)dx = gy(u)

4) Propriétés :

PROP :
· Si X est une v. a. Sa fonction caractéristique Yx vérifie :

i) Yx(0) = 1

ii) FuEIR
, 14x(M)) El

iii) VMEIR
, 4 x(x) = Yx(-u)

iv) 4x est continue surte

PROP: [Effet d'une transformation affine]

Xv. a &
, BER

Alors FMCIR, Yax+ B (m) =eiMBYx((u)

PREUVE: ii) (((eiux)(((((eux)) = 1

iv) Soit MoCIR et montrons que yX est continue en do

Yx(u) =Jeuxdx(x)
Il s'agit d'une /dépendant d'un paramètre.

Ici
, FUEIR VecER leiMec/ <l [majoration uniforme en M par unefonction -intégrable]

Parle TCD : lim 4'x(u) = Yx (Mo)
u-> 18

· ([Seru(x+B)) = ((e+Bind(x) = eiuB((eicux)



5) Thin d'injectivité

THM: Notons M,(R) l'ensemble des mesures de probas sur (IR
, B(M)

L'application qui a une mesure de probasmassocie sa f . c. Yu est injective

MEMICR) < Ym
.

Ainsi si X est une v . a
.,

lafonction Yy caractérise laloi de X.

cas particulier : sin admet une densitéfu c
alors Un (M) = feraf(x)dx(x)



Cours 10 - Le théorème limite centrale

1) Le thin de Paul Levy

THM : Soit X, Xn ,
ne IN des via .s réelles et soit YX. Yxn nEIN leur fonctions caractéristique

Nous avons équivalence entre :Ai)Xn2 > X

ii)VuEl
,limYx(u) = Excel

preuve :

Sens facile il ii)

4x(u) = [(eiuxn)= (cos(uXn)) + i[(sin(uXx)
les fonctions sicosua

,
sinux (métant fixe) sont continues bornées etdonc par définition de la Convergence en loi :

#(cosuXn) > E(cosMX) et donc Yxn(e) < Yx(u)
n -> + 0 1 -> + de

#(sinuxn) < #(cos MX)
n ->+ a

sens reciproque : ii)= i)
Nous utilisons la même stratégie que pour prouver l'injectivité de la transformation de Fourier des mesures de probas.

Nous supposons que X
, Xn , nE IN sont toutes définies sur un même espace de probas (1 ,

F
,
1) sur lequel est aussi définie

une v.a. Y indépendante de X
, Xn , nEIN et de loi No, il

Soit f : R-> Re une fonction continue à support compact. Nous supposons ii)vraieetnous voulonsXnX
Soit &> 0 etécrivons

#(f(Xn)) -#(f(x)) = ((f(Xn) - f(xn +wy)) + ((f(Xn+ +Y) -((f(x+-y)) + E(f(X+(4) - f(x)
Commefest continue à support compact, elle est uniformément continue.

VE>O 7870 fx, y EM(c- y) < 8 = (f(x) - f(x)) <E

Soit &70 fixé. Soit Sassocié à E comme ci-dessus. Ecrivons:

It(f(Xn) - f(Xn+0y))) <()(f(Xn) - f(xn+ay()
Convent majorer chacune des intégrales

=/f-f(aYdIP+-fl
< S

121flla)TdP =2flolYk
104K

,
S

jedis que lim IP(10YK) S) = limIP) (41)&) = 0 donc 700 211flld P(80YK, S)/E
&->0 5->0↓ E

(a -f(xn +rY)(d

Ona donc I(f(Xn) - f(Xn +84)) /2E (vraie pourtout n !)
Parle même argument, on a #(f(X+roY) -f(x) <25. Reste leterme dumilieu.

On a donc:

FnEIN
,
Ik(f(Xn) - E(f(X1)(22 + (((f(Xn+84) -f(x+8Y))) +2E

Nous utilisons laformule du cours précédent : #(f(Xn + roY) = ((f(zen gyuYnu)Ae

#(f(X+ roY) 4x

12m
,
1

,

-> d'où la convergence souhaitée (en appliquant le thm de convergence dominee

Par TCD :

INFn, N /Eff(Xn+roY) -((f(X+50Y))) <E

Alors pour n>N

(Ef(Xn) - (f(x)) -
(22 + 2 + 22/5E



Posons Fn(u ,3) = f(z)eiuz GysYx14xn( -u))

(Fn(m
, 3) segu) domination par une fonction quine dépend pas de est qui estassite

2'(dX(u),Dx(z)
/2 (2

, X02)
-> d'où la convergence souhaitée (en appliquant le thm de convergence dominee

Par TCD :

INFn, N (Eff(Xn+roY) -((f(X+50Y))) <E

Alors pour n>N

(Ef(Xn) - (f(x)) -
(22 + 2 + 22/5E

2) Moments

PROP: Soit Xune v. a . réelle. Soit K]
,

1 et supposons que #CIXI")+oo.
Alors&x est K fois derivable

,
et de plus ((Xk) = iky**(0)

PREUVE : Yx(M) =Ceux
Faisons le cas où K= 1 : #(IX1)+ro.

Il s'agitd'une (à paramètre,eton veut dériver /m.

On pose F(x
,

M) = einx

OrF(,
u) =ixeu) ( fonction majorante qui est x intégrable etqui ne dépend pas de

Thin de derivation : Ux dérivable et Y'x(M)=F(x,
u) dx = i(edIPX(

d'oùYx(0) = i(xby(x) = iF(X)
Ce résultat permet de trouver facilement la suite des moments.

3) Exemple

X - U(c- 1
, 1])

2il) MYeesinon
(2n + 1)!

d'oùyy(n)(0)= (- 1)" (2n) ! =

C- 1) *

(2n+ 1) ! 2n + 1

E(X2)=

l
gaussienne XvNCO,

i)
-

47/2
Yx(u) =ecrollesimpant h(Gu

((X2 + 1) = 0 À chaque distribution

symmétrique porrapport

doiUx
**) (0) =

(1) "2n !
=(i)2[(X2) dovE(X*)=Cal à o(comme NCO,1 )

! 21 les moments impairs

= O



2) Fonctions caractéristiques et independance

Lemme : Soient X
, Y 2v.a . indépendantes.

Alors VuElR Yx+y (m) = 4 x (m) (y(M)

Corrolaire : SiXi, Xnsont nva . i . i . d .
alors Yx+ +xn(u) = (Yx,(a))

S

Preuve : Y
x+y(M) = ((eiu(X+y)) = E(eiuXeinY)

= ((eiux)((e=my) = 4x(x)Yy(u)
indep

5) Thi Limite central

THM : Soit (Xn)n)
,

i une suite de v. a .
i

. i .
d. qui admettatun moment d'ordre2.

+Xx - Min~Selosonsm = e(Xi) et MeVar(XD . Alors+ &
(N(0,2)

M

Attention, ilfaut absolument centrer les v .a .
en soustrayant nE(X,) = nm.

Parcontre on peut normaliser par nVarCX), i. e.
XII +Xn - nm

>NCO1)
(+ voir demo) n'o



Cours 11 - Le processus de Poisson

1) Rappel des lois

Loi Poisson , XvP(X) sielle est à valeurs dans IN et si

VKEIN P(X =k) = e-XXk((X) = var(x) = x Yx(t= exp[XeiT]

Loi Géométrique : La loi géométrique de paramètre p Geo(p) est la probas sur IN * définie par

VkEIN*,u(((3) = (1-p)"p (son espérence est Yp et sa variance (1-p)/p2)
C'est laseule loin sur IN * +qi

-KEIN
, M(SCEINi e)k]) = (l-p)"

Loi exponentielle, La loi Exp(x) est la loi de densité Mi+(s)dé? Son espérance est 'a et sa variance 122

C'est laseule probas M sur RT +q

Vt+, m(3t , + o() = exp(-at)

Ces 2 lois possédent une propriété remarquable ,
l'absence de mémoire.

i . e . Twexp(x) ,
Ys , t >0 IP(T)t +s(i)s) = P(Tyt)

2) Approximation Binomiale-Poisson

PROP: Soit n, 1
, X0. Soient X,&2 ·

Xn des V . a .
i . i .~Ber(n) surso

,
13.

Posons Ni = X,
CN

+ + Xn)
La loi de Nn est la loi BinomialeB(n

,
Xn),elle converge quand- co vers P(X)

,
i . e :

UKEIN IP(Nn= 1) < 2
-xxk

n-> + d K !

DEM: Thin Paul-Levy : PNn(t) = (1+(eit - 1))" > exp(x(et- 1)
n -> +d

1 = Py(t) où YvP(x))

3) Le processus de Poisson :

* Construction du modèle

On modelise des évènements qui arrivent à des dates précises mais imprévisibles.

Hypothèses : i) Les conditions de l'expérience ne changent pas au cours du temps

ii) Le nombre d'impacts dans des intervalles de temps disjoints sont independants.

On note : Vt> 0
, Nn(t) : = le nombre d'impacts dans [0

,
t]

· (N(H)
,
o processus stochastique (famille de v.a. indexées par un paramètre continu

À chaque occurence d'un événement, on marque un impactsur l'axe destemps

X XX XXY > temps XX 11XXY

In 23/n Y/m t

Soit n)1 . On subdivise l'axe

en intervalles de longueur In : [K/n
,

K+/n[ ;>, 0

DEF: [K/n
,

K+1/n[ est dit occupé s'il contient aumoins un impact,
vide sinon.



On note Nn(t) : = lenb d'intervalles [K/n
,

K+n [C50,t] (k+n (7)=
et pr la probas qu'un intervalle [k/n

,

K + //n [ soit occupe.

1) => Pil ne dépend pas de l'intervalle
-

Nn(t) vB((nt) , pn)
ii) => les états vides ou occupés sont independants

Supposons PRO et upo < X
11-> +a

Alors Pnn(m) <
eleiM-1)

,
donc NnCt)& P(xt) at fixe

n -> +0
(prop d'avant)

* Instants de saut :

M

Ni(t)
6

⑧ [

1 [
O # X * > t

Ti Tz

t > Nn(t) est une fonction aléatoire croissante de IRdans IN

Montrons qu'elle converge.

DEF : Les instants de sauts de Nn(t) sont définis par :

UKEIN *,Ti = infEtERt; Nn(t)= KY

(= Nn(t) = [KMST
, Tis+ s(t) (

>,
0

PROP : (TI ,E"-Ti" , 1TR-TE)exp(x)
**

On

DEM : On examine la convergence des instants de sauts T"
.

soit il
,
0

,
soit Xk une suite de v .a.;Otq Xk= Osi (K/n

,

K+Yn[ vide

(A) -
1 occupe

comm TI :

P(T,")(n) = P(50,
Yn[

, Lit [vide)
= IP(Xo=0

, · Xi - 1 =0) = (1 - pn)" (IP(xx = 0) = 1 - pn , ~Ber(pn)ii.a)
d'oi Ft>O

,

IPCT,">t)= (1-pn) (nt)
> e

- Xt (T, ( ENn(t) = 0
, Nn(t)=)n -> +0

dou Ut , Fi(t) < 1-e*, donc T" L
, Exp(x)

T2- Ti:

Tz" - T,T etTzT" :

soit i
, j).

1:(Ti = i/n
, Tz" -Th =

i/n) = IP(X0 = 0
, X1

=0
, Xi-10,Xi = 1 Xi + =O,, Xitj=0

, Xititi= 1)
= (l-pn)pn(l-pn)"Pr

= P(T,
"

= i(n)P(Tz-Ti =in)
Ainsi , Ti ,Tz" -T1

"
> Exp(x)QExp(x)

par récurrence : (TI , Tc" -T,Tr-T) (Exp(x)*
1



THM : Soient X,0et (Yn) n>, 1 une suite de v . a . i . i. d
.

~ Exp(x)
.

Posons So = 0 et Fn)
,

I Sn = YI+ + y17

Le processus de Poisson de paramètre X est la fonction aléatoire définie par :

VtEIRt
, N(t) =maxEnEIN ; Sn [t3

Nn(t)n -
O [

O [ O [
>

· [ n-> + d
· [

11 1 4 ... . . . , .......)T >
T, 1 T YT2 + 42

lalongueur des
marchestend N=

1 N = 2
vers une loi Exp (num de

lamarche


