


Chapitre 1 - Le modeéle probabiliste

Soit .2 un ensemble quelnque

1) EVENENENTS / TRIBUS

un evenement assode a. l'experience aleadoire est LN ensemble de resultads dont on peut clwler (o probabilite’

On nate 7 1o collection de toos les éuénements

Une 4ribu ou G- olgébre sur .. est une llection F'de parties de .. quiveridie:
@, sont dams T’
Si AEF, alors R°EF
Si (A g e py est une soite délements deF, alors leur union D‘E%' fn est aussi dans'F

One inlersection quelconque de 4ribus estone -tribu

ies (F"-)i.ei est one famille de tabus sur.2, olors n 'FE: fl-\c n; Ya€x, HQrF:.‘I\ est oneriby
{€1

2) PROBRBILITE

Sait F une 4ribu sur 0. Une probabilite’ sur Fest une application de F doas [0,17 qui vérifie

P(n) =)
Y (An)nem est one Suile dleléments 2 ¢ 2 digoinds P(}?..,“") “nezm P(Ra)

Dans lecas oo . est £ini, F=p(0)
ANB =g & P(AVB)= PCA) « PCE)

Onesmce de probabilife est vntripet (2, F, P)ed: « - est on ensemble.
o Fest une 4ribu Sue L
o P est une probabsilite’ sur(n, F)

3) TRIBY BORELENNE

( Les ouverts ne Sontpos

destribus (~» pos Stab le par
complementaire) . Qn prend
lo. plus pefite 4ribo qui xtient (escoverts)

Soit Al une colledion  de parties de . Tl existe  une vnique Hribu O(f) qui véife:

< c(4)
V¥ ik, RCF00q) < F
Laeibo 0°(A) siappelle latribu engendrée par ), clest |a. plus petite by qi centient ],

La. +bu borelienne gur Rest la. plus petite Hribo confenant les imervates.
Elle et notee BIR).

LIF est onedribo qui contient Res est cunrtence dane ole by qui contient A,
Fei

AT Clest done. lo. plus petite Hribo qui contient A.



Une fonckion £: R s R est bordlienne. i elleest mesvrable de (R, B(M) dons (R, B(R)), i.c.
VBe B(R), £'(6) € B(R)

L) VARIABLES ALERTOIRES

Une varioble aleatoire Sur unespacede probabilﬂ'e' (0,7, P) est one application X definie sur .. o valeurs dans (R qui est mesorable
de (,%) dons(R, B(R)),ze. VBEB(R) , X' (EF

On note XEB lensemble X'(8) = u€.a Xw)€BY

5) IOl BUNE V.A

Soit X une variable aléodoire definie Sur un espace de probobilite soe( R, BCR)) donnee par:
¥BE B(R), R(B)= P(X'(B)) = P(XER)

€) ESPERANCE

Une v.o.. e'hge'ees* one v.a. delo forme: $ =Z Oi‘dﬂ‘-

1$ign
200 esperonce est son integrale: E(S): [ SoP = Loi PCR;)

(¥

2N

SiX:(o,FP) (R, BCR)) est vne v.o. positive ov nulile, w0 espérasnce, qui pevt valdic +0o, est:
fXdP=sup§ISdP S élogee, 0ESEX]
< n

SiX: 5 Rextde sgne quelconque, onéenit X=X*-X" 08 : X *: max (¥, 0) partie pesHive

Y~z -min(Y,0) pastie ndgazive
X* et X~ sent 2 v a. positives,

Lorsque EQ)< 400 et E(-) < ®, on pose: E(Y) =fXdP= EOH)-E(r)

Comme de plus, 1X|= X*4X" ona ehuivalence: EUA)< 00, EQX-")<a &> E(IXI)< 00
Dans cecas, Senesperance est ECY) :det’.

onncle ¥'(n, T, P) tespace desv.a. integrables

7) varIaNCE

Onev.a Xi (22, %, P) s (R, B(R)) odmet une esperance, ou est integroble, si (| IX(w]dPw)< +o0
Doss ce cos: ECX)- ]X(w)d"(m\ z S‘XdP e

wen -

Vor 0 = E [(x-£00)']
- E[x*] -(ElN)




Chapitre 2 - Lois i densité

One mesure sor (IR, B(IRY) est wie. applicedion de B((R) dansLo, sl telle que m((d) =0 et qui es+ G additve:
Y(Banen € BLRA™ Cuntm BaNBm=gb = p(80)= nL/u(en) 1

Lo. mesure de Lebesgue ext lonique mesure ) sor BCIR) quiverifie

No,bER , a<b ,N(Ta,b]) = b-a

Vxé R, fo'ﬁ): (0]
Si A< Rest denombable, alas AA)=0 = %—“(f x4) par o addiivHe
T existe des breliens C  de R non déaombrables tq A(C)=0

U(\Q-F'os\\d'icx\ bordienne et dite etagee sielle prendun nombre R de. voleurs, elle est de ta forme
s=T_ailg, ooy, — 0nER e+ 8, ,Bn €BCR)

Soit 8= Z_ o M, une fonctionétogee dans R, odles A, sant des boreliens. (i.e. unensemble cuuert /reonions dénombrobles

1§4¢0
/ inter sections denambrobles / complements construits de. ces eoverts).

U intégrole de S par rappoct & Aest: f sdA = :.2:_.0-,;7\(31\
1§80
R ~

Di £ est une fonckion borelienne qui est postive ou nolle, Mirtégrale def pas capport o A est: (#d?\ = supf[ sd) ; sehgee , 0 s }
R

( #est aite intégrable i ]cam( o . Dans cgcas,J £ = J $COANK) = J £00 dx R
R R Jxem Ye®

Soit £: R R* une fonction borelienne telle que | £dA = I. Lo \ol o densite’ de densite' £ est lo. mesore
de prokabilite sur BCR) definie par YBE] (fm,/v«?ﬁ) = Sux = 54‘1\3&\
B R

(porrapport ot lo- mesure de Lebesgue )
cestlatoiat densife , de densite’ L A ()
-Q.
On la. note U(l:a,b'.p

loi de d«\sﬁe'o(e'dx‘dm*(x\ notee  Exp(at)
Si X~ Expla), alots €KY = Yo, Vorlx) = Yor?

il densivk’ L exp( =t M) oot N m, 07)

Lo. loi de deasite” £ admet une esperance si [ I 1) N £ +00
Dans cecas, son espemnce est N\=J HO)ANx) *€R
x€R
Sa varione : G2 =J Cx- m)2£0x) dA(%) =Ix‘¥(x)d>~(x) -m?
e XER




Un poitt X est un ctome de La. loi sa/u(M)>o
On dit que la lol‘/u est diffuse sielle (Va pas d'odomes.

: Ondit que I est dixréte s’il existeun ensembie D Rai cudetombrable 1q /uCO)-.-‘L
Ona oxors/n: Ze:o& 8x
X

: Ondit que et o densite ol exisie € borelienne > O +q VACA W), /acn\ =[ fdA
: Ondit que /et singuliere sielle est diffuse et svil existe un ensemble C tq 8 /u(c\=4et AC:-0

Toute combinaison convele de.ces 3typesestane boi de proba. sur (R. Enfart 4oute mesue de probas sur R se décompote.comme
/ﬂ—- old md+ o(aﬂawzs/«s ol olg, %g ,ols € L0, 1] od+ oo +0s =1 efceHe ecriture est onique.
diSC'fré!t d&:\tsﬂ‘e’ t s‘i\guliéfe-

X: (<, T P, ( R,BCR)) et £: R _»R vne foncion borelienne bornee

Alors: E(FC0) = I £00dP = [ £00dP, ()
n YER

Soie.n-%/m., , 2mewres de probas sur R g pour He foncion £: R —5 R cantinue bornee J'Pd/«,=[-l'd/uz
Alors /ﬂ|=/’_,

Pour +ouver lalor  de ¥ nous prenonsune fctn £: R _y R continve  bernée e nous éualoons () =[46dP
Par (o formule de +ransferd, =J' £00dPy (x). On Seffoce de medtre te resutat sous cetie forme, etan lice o loi de X
R

Xa U(Co,1 Ty, K%L, toi de X™?
Soit £11R 5 R continue bemee, (alew (ons E(P(XK >
E(£(X1)= J £(X¥)dP = JF(XK)dPxCx) Py densité o, 3
a R
= | £ dx
[,
- !
L
! It le etothat

X" o o loi de_ deqsite -‘?-‘1' Ve! 11l:cm (v)



Cours 3 - Indépendance

Seit(2, F) P) un espace de probabilite’. Dne sous-ribu de Fest une ribu qui est incluse dans F

) Tribu dlonev.e. X

SiX: (n, F)— 5 (R, BCR)) est une y.a, lotribu qutelle engendre est:
o(X)= {x-'(8) : BEBCR) §
Comme X est onev.a, YBE BCR) , XH(B)ETF et donc GUX) estone sous—itwde F

2) Defnchions fondamentales

Soit n>2.
Les nevenements A, ,An de F'sont dits independantssi, pourtaute porfie Lde 1,
Les nvasiables aleotoices Y|,

Y PONAL) = TTP(A)
. . €1 €1

, Xnde /. dans R Sont-dites ind€pendantes 8i, pour tous boreliens

B, ,Bn d:(R, P(X\€B|, ,X¢\€Bn)=P(X|€B|) p(XnGBn)

Les N Saus —ribus ¥, Fn de Fsont dites indépendantes si VAE /F,,
P(A,N——ndn) =PCA) P(An)

,Uﬂnerlyﬂ

frttention, “étre independonts™ est beancaup plus fort que  Ehe 2.6 2 independants ”
Seit(E, E) un espa.ce &quipe’ dfoneHribu. Une v.a. sur (2, F, P) o wleursdans € est upe application X mesurable de.(-2,F) dans (E,E),4.e,
ty YBEE, X(B)=] we: YWEBYEF.

So- loi Py estalors lo. mesure de. probabiite” sur (E, £) défnie par: NBEE, (P (8)= P( X"(B))
Ceci permet de aunsiderer des Vecteurs  oleodaires, des madvices aléatoires, des fonctions aleadaires.
XY 2 ve.d valews dansfR. on pose Z= (L4). Alors Zest on vectear alcatoire de (R On drkque lalei deZ admet vae densite’
silexiste 8R2_,Co, + ol 4q ¥BE BCMR2), BCR) = ﬁ';(w,q)dxdy

3 v.a. & voleurs dans des espaces quelconques

Seient(E:,E) , 1€i<n, nespaces mesurobles
Les n variables aleatoires Y, JXey 08 Yoo (,F) 5 (E:,E) , 1S4€n
sont indépendartes si lestribus qurelles engendrent, o(¥y), , 0(¥Xn), soat indépendantes.

Y) Lot Eroduif‘

Thm: Pour 1<K <N %o'd/m,_- une mesure de probabilite’ sur (€;, £,). Tl existe une onique mesure de. prokobilite” Ve

St Vespace mesuroble produit (€ x xEo, § ® ®&En) telle que
va.€E,, A€ En
(Mx %An) =/~A|U'\O /ﬂnCﬂn)

Cette mesure estappelee la. mesure produit dc/u.. ,/u,_d-est notee s ®

@/Mo

prevue: Soii€ {I, »nY e regardens lo. loi de ¥

8:C 2, P (8;) =P €RY = [ Fuoc (wy, —— o€ 5w € R =pmlEix s, x8; xEiu < Eo)
\eéafions que ¥y, , Yo sont indep.

soient B,€E, 1B () —— e (i) gL B peys (E) olER) = (&) e done By -y
On o PCHER) ,——, Xn€B) =/ (Fu=(w, —, wn). €8, »0n€8n ) = m(By x8n)




Etont donneées o lois de probabilite’ Y /1 . \oi produit permet de construire un espace de probabilite (12, 7, P) sor lequel

Sont définies n variables aléadoices independantes X, , ¥n de lois respectives Tl s o Lorsque de plus m,= =
on dl‘l'qUC. X.,

, Xn Sont £.4.d. de lo(/v\.

S) Reqroupement par blocs

Scient F, ,Fn n sous —ribus de F qui sont indépendantes.
Soient T, 7 dewx porties disjointes de {1, Y

flors |es +ibus T'= o-(u’F‘,i) , J=of Uuﬁ-) sont indépendantes.
A€L JE

# le resultat se géneralise @ un nombre Rini de bloc

il siagide montrer que YDEJ ) YEEJ , P(ONE) = P(D) KCE)

Soit D unélement deaforme D=0 0,05 D; €T pourk€I. Si P(0)=0 , rien dmonrtrer
€1

Sopposons PCD) Y0 et déRnissons, pour EET C(E) = PCELD), p,c€) =FCE)

Si Cest de lo. Rorme E=_gejoeg e
J
A = . - :
lors PCONE) P(k_\'e\fkr\j@aej). i'l;l;'O(on.) un f(E)
= P 0 D,; N = PCO, PC€)
c:cex )P(Jedeﬂ peo)

Soient 0, P, 2pobas swr2. Supposons quil existe vne Blleckion C dietenement s +q *
o(C) =
va,8E€C, ANB eC.
vceC fcc) =p, (C)

flos R\ = PZ

on intredoit la cllection Q= FAER,0CR)=RCMY . CC G , g Stable pardifference.
Lnion deqroissante, onmq § est tribo. Do T .
On o donc A(E)= P(€) pourE de lo.forme € —_]g\JE;,. On pread pour  C lo.llection de ces ensembles.
Ona o(Q =J, Cstable parN. Par le lemme, on a Py(€) = P(€) YEET
Donc ona P(DNE) = D) P(E) poor H EE€ J et tout D de laferme 0= N O

(= &
Pourcela, enfixe Edans T eronitere largument prekedent sor 0.

6) Espéronce et independance

Soient XY devx v.a. de (2, F) dans(R , BCRY)

Les deok conditions svivantes sont €quivalentes :
Xet Y sont independantes
Sif)g : IR — (R sont des fonctions boreliennes elles que E(1£001)< 40, E( Igenl) < +00
ators E(1X) g(y) 1) < +a0 et E (£00qLY)) = E(&x) )E(gev))




(€2

Soient A,8 €BCR)

Rppliquont 4x) o3 =4 g = 4g-

E(#x)gCy) = E(‘ﬂa()()ﬂ@(ll)) = P(XeA,YER) E(#x)) EQ(Yy)) = P(XERA) P(ve B)
x)

si €z d@aetg=dg , crest urai por defde ltidep. Clesten core unai pour (5 fonctiens etages
Fixens g= 43 et ansiderons B = les febar qoiuncafient AL3.
L onttent 4@, A CBR) - Lest stable gor limite 7
Letable por (L adcoe?®,0. Donc @ contient +tes les fanchions ber 2,0
On fixcensute fet on reitere llagument WS On decompole ensoite £ = £+ .9=gt-g

%20 20
?! Covariance

SiXetY sont dewx v.a. reelles elles que X,Y et XY Sont integrables, on définit leur aosiane
v (X,Y) = EL(x-E00)(¥-E()]
=ECxy] - ECYIELY]
Si X,Y sont independandes et intégrables , alors XY est awssi intéqroble etau(X,¥)=0.
Mais lo. réaproque est faosse en%éne’m] !




Cours 4 - Suites infinies de variables aléatoires
Soit (Xnne (v une suite de v.a . reelles definies surun espoce de probobilite (., T, P)
Soit X vne v.a. Supplementaire &qalement definie sur (1, T, P)

) Conuergences de. u.o.

(Y¥o) e g Converge presque sGremertt vers X, <. X —E2 5 X usi
PLEwE N : ¥n(w) N 3 XCw) 1]) =

Soit £ 1. La. suite (Xn) ne py nuerge vers X dons L(a,p), ce. Ya_t 5 X ssi:
ELIXn- x|") — >0
Ne—> +30
La. suite (Xn)ae v eonverge vers X en probobilite, «.e. Xn—P 5 X ssi
¥EYO, P(IXa-XI%E)=0

PROP: Yni)x :Xn i)x
an X ﬁ anx

PREVVE-| Supposons Xn P55 X. Alors
P(FwE 2.1 lim Xnliw) =X(w) ) = |
n— +0

& P( lim Xn=X)=!

& P(YEXO INEIN WA N [%n-XI<E ) =1
Ee@

N
< P(é'>o nen n)n
£e@

& NEYO e( UNQ N an-X(fﬁ):l L une indersection denombrable deienements o probo. | ssi ils ort tous probo- 1]
£EQ neE d

?\Xn XI<KE 3) =l (@ denombroble)

& vevo, P( (Nte)m Nt Ixn-x|<£3)c>=0 LPR)=1 & P(A%)=01]

& VvEyo ngmgmjl)(n—xl),&):O

suite decroissante
& vEYo i P(U X=X £9)=0 EP(nnn)-u.m 20An),
ﬁn- U Elxn-xl>£"1 ]
& An deécroissante

> YEYO lim P(an-X’)E):O ;-G-X(\P—ﬂ(

N—+®

Seit £>0. Ecrivons
E(1xe-x1") = I n-X 148D, | xa-XIfaP > E'P(1Xn-X)>€)
- ¢ IXn-XI>EY
% [ A1n-X1 >E £°aP = efE(ﬂm._p@

d'os P(IXn-Xx17E) £ = E(1Xa-X1") —0

PROP: [ Gmpodibilite” auec Paddition: J
Si¥nt X, Yn—* 5V .alors Xn+ Yn—2 5 X+Y
ob #=p.S; L'ou P (avec + le méme choix parfuﬁ-) .




THM: Coonvergence domine ]
Soit (Xn) une suite dev.a. 1q:
June va. X delle que ¥n LU
Fweva. Y0 in-l-e'gmug 1q 1¥n] £ Yp.s.
Alors Xn_& 4 x, eten particulier: Elx) ___, E¥]
n—+ad

3 Exemples:
On se place sur (2, F,P) =( Co,i], B(COJI'J) ) >‘||:o,|"l) )N mesuce de Lebesque

1 X 14
Xan X204 |_I "> ne anverge en aucun sens (ex)
2 | 2
Vo 1 g Loy xn:_"‘,o
X\ X’_ Xf\
t } t xL"
2 1 '/3 Va l/1\-|-l4"r\
| oo O,
I/2 7R I3 | I i3 2/3 AP [ l;_n_. h n
r
) E-(Xn";) - ¥(n)

adapte W( nn) pour que E( er) -0
¥n 85,6 Xn—25p

I/

4) Tndependanc pour une suite infinie

Une suite infinie d'évenements, de variobles oleodoires ou de sous -Fibus est indeperdante Ssi +oute Sous - famille edroite de (o wite est
indépenda.nte..

THM: Cregroupement infini par blocs J
Soit (Xn)ne v Une 20ite de v.a. independantes.

Soient Ty, REMN des parties de IN qui sont 2 & 2 disointes. fllors lestribos
IK= U'(anGIK). Ke N
sont indépendantes

5) Le modéle anolytique pour le 1eu de pile auface

Nous prenons (., F, ) =( Lo, 03, B(Co, 3, N. A un nombre reel usde Lo, 1L nous associons Son développement dyadique (ou binaire)
W ~
wzJ _—,obwn€ tong pour !

L 20

Puis nous construisons une suite de v.a.. (¥n) e py GEAnies SuF. dvaleurs dans f—l,-«-('}; en posoatt
V“>[ l ) Xn(w) = 2!‘.\(\-'

La.suite CXn) ng v est alors unesurle de v.a. <.c.d de toi de Bemouilli(Ya) felles que
V“>Il ?(Xh = -0 H ﬁ’(Xn =+l) = l/ﬁ_



NOTES:
L'ecntore estoniqoesi on exclut les devetoppe ments €gaux &l o parfic d'un cerizin cang.
Nous definissons alors, pouc Al : YWELQIL ¥n(W) = 2wn-L €F-113. JTe dis que o sorte (Xn) repond G la question.

X J[ — 't :3_,{

Va I

-1 A —
W=0.0100 él
l |8

De manice generale Xo'C dl ﬁ) est l'union S,‘S, 2™ intervalles dya.diques de \ongueur _!

o5 PCxn=+1) =A( i XnCuw)=+1Y) = 2 S 2"
2“
Seient &, ,€q dansf-l, 1Y et eqrdons P(X= €, s Xn= &n)
P(X\= &, ) Xo=En) = A(FwELOIL =W =1tEL, , W= €0
- 7\(?0.)‘ €1 ¢ 4 1+&n <wl I+ & f‘ ' 1+ &n +_,_)
= 2 > 2 2n 20
- !
T2°
=P(K|=E|) x X P(Xn=en) .

Nous possedons une suite oo de picces independantes

) Lo. marche aléadoice. Symetrique. Sur Z.

Grace aw modéle precedent, tous construisons une novvelle suite infinie. (Sa) nen €0 posant

So=0, Yn2l  Sp= X(+—— +¥n

Nous povuons maintenant formaler rigourevsement les questions suc la.marche infinie, comme. caluler

R(30€ N\FOY Sn=0) = R(U Fsan= 0%)

Nous partans dlunesuite (Xnlay, de u.0. 4-4-d- telles que: WXl P(Xy=0) = P(Xa=1)="a
Novs posons adors, pouc m»0: Im= ilm(2“+0 : KE W?]
. ]
pois Yom = 2«% 2* Xm ke
27 Lo, guite (Ve me (v &st une suite de v.o 4.4.d qui svivent Houtes lo. loi uniforme sur 0,12
NOTES: R(30€ IN\SOY Sn=0) = B(U §520=07)
ny\

= P(§5,-050( §5,=03\§s5,=030 ) . p(nge)w(fsz,.=o§ \ (,}.)«,f,s’“ -0})

= U ¥s#0 , ) San-2#0 1 S=07
/1
disjoints
ParO‘Jg.;ldHiuiH: = LP(S;_#O ) ————San-2 #0, S =O)
P(Szn =o) e

o=n nbde emias an
= = nb i € )
B=n =nb dechoik pour manices (n

" fan\ 1 _ 1 (20! 1 o)
oo 9(320:0) -(n> 22n - 22n (n!)l gm H_) /\//u/\

Stecting )
Lemme: P (57_#.0, ; Sanea F 0, Sap =0 ) "2'“9( S).f):o)
n-|

(an)! I
(n!)z 221\

|
P(3nEn* $n=0) =L o



Cours s - Transience et récurrence des marches

Dot d%) er( Xy une Suite de v.o.definies W (2, F) P)d valeurs dong Z9 lomasche alecdoire associee est la Soite
(gn)neuu definie par: 3=0 , U2l Sy=Xi+ * Xn

Lo marche. aléadoire (Sr)ngq €5t dite recorrente sielle. repasse parO une. infiniie dle s uec probabillte 4, et Hronsiente. sinon

l) Un critére  de returrence

PROP: Sila. marche revieaten O avec probabilite” 4, alors elles repasse par O vne infintte 'de fois avec probo. 4

Prev\E: Soit A 1'instant de lo. derniére vistte de O, ce.R=sopFn20; Sa =0}
Suppesons que (3021, 8,=0) = et egardons , pour K31

PCR=K) = (P(Sk=0, Va>K ,Sn-Sk % 0) = P(x+ +Xk=0,9nDK Xy + +Xo +0)
or fVﬂ>K Xg+l + +Xo£0}) € O'(X;,&)K-\-I)
Por le +hm de  regroupement par BIOCS , cet evénemertt est independant de ¥ ¥+ +Xk§- 0

dos PCR=K) = P(Sg=0) P(¥n>K Sa-Sk £6)

de oS (XK1 ,XKe2 s )‘gl X, %, )

donc P(Yn>K §o-Sk=£0)= P(VnMI1, San#0) a'06:( sachant P(Sk=0)<1)
P(R=K) £ P(¥a>! Sn#0) < 1-P(3In2 1500 ) =0

of, P( lo. marche visite O un nb fini de fuis) = P(R<4+20) = P( U ER=kY) £ ZK'_ P(R=K)-0
KEWN

QORR:
P(Ia218,=Q) =1 & P(Sn visitt Oune oot de fois) = |

Seuvverit, il est pusfacile de mq un evenemertt arrive vne infinite’ de fois auec probe.  Plutst que de mq il
asrive voe Gis avec probad

2) Le [emme de Bord - Gantelli
Soit (An)ne v UNe Suite d'evenementsde £ Nous defini ssons:

ﬂ‘fg = n ' S
l|’¢\n_|>mn ng,)o a Rm = Ew€.n. w appartient 6. +ous tes Ap sauf un nombre fini J

li fin = Am - : i N infinite’
nlm &Jgon n{\o H}n m _fme.n_ w appartient oo vne infintte d'l-\n'l)

lim sup An = E Qn arrwve infiniment sqyvent § = f An infiniment eouven+3 s P fin ;\-so'ﬁ en abnge’

EX: (Xn) svite de v.a. reelles BEB(CMR)

lim s0p § %n€BJ= T Xn€B x.50]
ex de \a marche: imsup $8q=0% = Sn=0 .. Y

Lemme de Borel- Guntelli - Seit( Andne v vne Suite dieyénements.
si\a série Z_P(An) convege, alors P(An <. s0) =0
silo sEcic Zﬁ’( An) diverge et si' fes (An) sont indepen dants, alors (P(Rn«.S0) =1

P_V :

Supposans ape la Serie Z (P(An) cv. Alors
lPQﬂrn arrive infiniment souvvent })= ﬁ’(n U ﬁm) Lo Sequence \_) Am et deroissante
m>,

Pos le thm de convergence mmofone*ﬁ’( nu Hm\ = lim PCU A m)

min N>t ™m0

Par lo. O-addtivite” @(U:;ﬁ( Lﬁ)(ﬂm)
Or la seie Z (P(An) cnverge donc. l(m Z (P(n,,) =0, denc (P(An <s0) =0



Supposans que LI'P(Hn) +00,
(P(An <.50) = rP(nH A m). Regordons le mmp\cmentaire
P(§An c.503¢) =" ™" PCAn £50) = P( k}{\\)l—\m)
11

Soit afixe, regardons
fP(n ﬂm)- lim (n Hvﬁ)

N->+00 Rgm &NV

Eosvite, (N k) = T ﬁ’(Rm) par indépendance =n1T g(‘l- PCAm))
m

nmgV n<msN

diod, m(p( amC) = T InCl- PCAm))  (rappels In(1+¥) € x)

nS<mEyV nEm<wn

< L rP(ﬂmj _> ad
n<mgn

d'ow ﬁ>( Ao €.50) =0

3) Le singeet Shatkespeore (exemple)

Heons un Singe o tepera lo.machine o. ecrice. Quelle est la probo. quiil +ope les ctuures completes de ShaKespeare ?
Soit (Xn)p>,) une suite £.<.d. Bermnouilli(p) , 0<p<I

Yoyl ®(Xo=l)=p P(Xnz0) =\-P

Soit K2\ et &, ,Ex vne suite de O et de 4 fixee

Reﬁwd“" Vevénemeat . An=PXn=E), Xns 'Ez; 5 Xouga = &k (te singe +tape lo. s€quence you lue o partic du cang n)
®(An) = 'lT eE4C1-p) " nedepend G de n! donc Z ﬂ)(ﬁn) =400

Cependant; tes (An)ne sont pasindependant on ne pevt poappirquer BCIT
Considerons les evénements Bn= Aag , 0> | . Par e theoceme de regroupement par Hocs, By Sont indépendants
d‘%.ﬁ(ﬁn) =toa ParBCI, P(Bn(so):l

1) Un crit€re de recomrence
On considére lo. marche aleatoire So=0, Sn=Xi+Yg + ——+Xn.
Soit T = min} o)1 ;Sn=03 letempsdo premier retour ¢ O ( convention: T = +00 Silo.marche ne revient jomais 0)
On pose, pour 01 : Ay = P(Sa =), Fu= P(T=4)
On remarque:
o= P(5n0) = B Snccy Qg r=x3) = Z—@(Sn =0,T=K)

Or, l'uénement $Sn=0,T=K} slgmﬁc
lo marche reuieatpooclo. gremiene Risal0 avtemps i, poisde Ké n, ellerepast et evient enrea O
dlod, par indépendance des increments:

P(S0=0, T=K) =P(T=K)- N Sp-x =0)
Ainsi,

M= ér‘\K“O—K &)

On definit \es series géneeatrices:
A(s) = Z s, )= Z.pnef'
Ces deux Seies or\-l- on coyon de cmud‘gm},
En mutipliant (¢) par set en sommant sor o\

Ona. U(s)-1= ZUnS" &Z_oux"mﬁ" Con peut rajouter e feme n1=G Ugfo=0 $n=0)

= %O%O(UKSK)('F(\- «$°%)  Cpradoit Guchy de 2sees |

= U(S\ F(s)

done 4= ——— ()
1- F(s)



Lo marche est dite ccaurente si P (T<m)=l et +cnsiente sinon
Ona:

F=Z f0= P(T<o) e M(\) = _Ma = Z_ P(Sq=0)
N3l o0 n>d

Par (1):
AS(1-F) =l = lim U(S)(1-F) =
st u()<+®, (+F() resie’ borne’ donc ROKI ¢ lo marche est fronsiente

Si ) =10, AS)(1-F9) —> | 3iF—>1 , donc (i) =\ er (K @)= | :le morche ext recorrente
s—>1

TH_M= @(T(oo) =\ & ﬂ)(gn=o &.%o‘\-:.l @%E fP(Sn-_-o) =+00

5) Lo. marche sur Z
Soit p€30,1Ler Soit(Xn) a)) une Soite dev.a.i-4-d- de loi Be(p) telles que:
o2, PXn= -l}:l-p , B(Xa =+ =p
Sott(Sn) pe (v 10- Marcheassocide. Nous avons:
P(g =0) = 2“) o o\ ~ qp(l_d)“
2n ( ) >
Si p#'a, alors %6 P(Sn=0) £ +m, et lo. marche est+ron siente
sip=la, dorsn{,_o' {P(Sn=0) =+, erla marche est rekuccente .

6) Lo marche dans Z*
Sott (Xe)a,t une witede yu.0. i.id-dvaleurs dons Z* telles que, poue O

Pl 2= (o), ()2 () (%)

Sott (So) nenv lo. marche associe’e - Nous asons:
P(35020) = (anyzs o et lo. marehe  symétnque dans Z? est rekorrente .
(n) 22»“) N

7) Lo marche dans 23, Z4
Soft (Xn)yy,) Une svite dev.a. i.i.d.cvaleurs dans 23 fellesque, poornyl,

P(Xg=x)=Ys , = (tcl,)r (i?l) ’ (85
0 0 pal

Soit (So)ne gy & Mandhe assocdice. Nous avons P(S,,=0) = O( 7,‘%3 etla. marche syméhique dans Z3 estronsiente.
Lenombre moyen de retous enQ est donn€ par:

Alg= 2 J‘Tr T (T dxdydz
(a3 [ o R X -y -cos

- |-

En dimension d%3, lo. marche Symétrique dans Z9 est frangiente, etle nombre moyen de retours en Oest:
duk

gz = ol
(am)¢ J[_“md -1 T cosllg
digkgd




Cours 6 - Le probléeme des signes aléatoires

1) Le probléme :
Solt(Un) ae py vne suite (deterministe) de nombres reels.
Soit( &n)ne puune soite Infinie L4.d. de loi  Bemouilli (1/2) 1q:
W€ N, P(€a=-) = P(en=l) =t
~ la.serie ‘%Eq*lr\ converge - t-elle ?
Si Un—£50, 1o serie ne converge pas.
Sile serie Z Unest obsolument convergente, alors 2 Endlnest ps. absolument convergente.

R os lo. Serie. harmonique‘:\ Z‘ la = +00
Q) .

2) Convergence dans L

La. s€riede v.o..%.un&, converge dans Psi la serie ln-_uf’\‘ converge-

n
Posans Sp= éikua
Alors, lo. serie Z’\in Un converge dans I ssi |a.sufte (Sa) pe gy Converge dans L.
L'espace ¥, F) ) est omplet poor .11,
Rinsi) la. suite (Sn)nep, Converge Sui elle venfie lecritée de Qudhy.
Seit m<n, regardons:
ISn-Smil2 = J | S0 - Sm[*dP
N

= Egz(sn;sm}’)

= E (L&Kuhg ]

K=m+i

= E["‘Lm_sf-\ufeunue_] 1”%‘_ Ugle !E(EKEC)

e 2 b2
2 ~ 2
= = 43-0m OO An= Il
v Ug = 2q3-om n= £— Uk

Rinsi: la soite (Sn)est de Gwchy dans 12 ssi lo. SUTte (on) est de @uochy dans R,

3) La.loi do O~ de Kolmogorov

Soit(Xn) g¢p, U0 Suite de. v.0.définies sur Vespace (2, F 1P).
Latribu cle queve , cu by asymplotique , associee o lasuite (¥n) estla-tibo:
'T’=n0'(\(mxn+u )
n% 0

Un uenement A de Fest dit asymptotique pour lo. suite(Xn) siilest dans loibu asymgtotique.

£ lim spXp 31003, Llim inf Xn€CO,! 7,

o
E wijlim Xn(w) existey

{ Xo 3 10 infinimertt sovveat 3 ,
Lw: %8,, (9 4Uin convenge §

Test asympttique pour lo.suite ( En)pen!



Soit (¥n) ne py UNe Surte  de v.a. indépendantes.
So A un euénemert asymptotique pow la. suite (¥n). Plors fP(A) vaut O ol

L)Un résultat dlapproximatian:

La différence symétique de 2 ensembles Aet B est: AAB = (AUBY\(ANB)
Cestune loi de groupe sucP(a) : .ADY = DA =A
NI Y
\YR,B,C, AA(BOC) = (AnB)NC
(P, A) groupe abelien
Noos ayons egalement:. YA, BET | (PCA)- RBY| & P(ADS)
VA, B,CET P((AuBDC) € (P(ABC) + P(RAC)

Soit (Xn) 5 ¢ p, Une suitedeuo. et Soit A un ebehement dans latribo 50, X,
florsilexis  une suite diévenements (An)peny 19:

.

¥n€ v, 3K(n) , An E( Yo, ’ Xucnﬂ
dim P(Ba AR) =0
n—> too.

va,8  P(A)-P(B) < P(ANS),

doncon awe avssi fim P(An) = (P (A).
—>+00

Considerors G lo collection des euénements pour lesqeels le resuat est v
Jedis que:

Yo (X, , Xm) <G si RE (Yo,
Onmontre ensvife quebesttibu, donc contient o '&) o (Yo,
finsi, 5 (%o, X))—) <€
En effet, §)2€9
Si REG et (An) suite oppraximee A, alors ko suite (AF) approkime AC
« [P(ASAA) =P(AnDR) —5 O
si (Pm)my,) estune suitedeG, alors U Am €G
PosonsA= Hﬂm-

,Xm) , il Soffit de prendre s =0
=) 1"\\)

Comme AmEG, il existe (Am.n)apgroximarnde peor Am:
an vm>l, HK("‘);O) ) ﬂmme ¢()6,
|n|'m P(Bm D Am,n)=0

7 YK(m,n) )

+ Comme tim P\ Upy =0, ¥M3) 39019 PCAN 0 pn) < Yo

n— ta m=

Ensutte: YmE3| , , My,

ANCM, m)+g YO NM, m), P(Am D Bm,n) <_I
emym




Q(M)
Frenons ales MCM) = may § v M, m), IS m L W(M)T et An= U' RAm, (00
mec

$(Mm) ¢ (™)
Mlors, (A NAW <o\ Aml+ B(U fm DAM)
ms m<|

(M)

Loy ‘E('l")rp(n N; )
™M m B Hm,vm)
Ay E) =2y o

M o MM

(Xn) indep, RE C = T Xo, %1, )

On applique le resuttat d'approx d. A

3A(An) Yn An €Ec(Xo,X, ) Xn(nﬂ et im P(BD A0 )=0
D’abord, | PCR) - P(An) | < (P(A DAN)

donc (P(A) —s P(A)

De plos, An€ o-(Ys, »Xcen)
REC = G(YKCO)'}I ) xk(n)+')_ ’ _)
clone [P(A NAm) — P (A)
Comme (Xn) indep, les 2tribus sont indep. Doac A et An Q0SS
PCRNAR) = P (p) P(Ar) —> P(A)?
| R(R)-P(ANAm) = P(A\ BN < P(AAAM) — 50 , ob P(A)%: P(A)

5) Inégalite’de  Kolmogorou :

Saient ¥, Centrees (de moyenne nulle) et de variances finies-
Posws VK EFI, Ny Sg=Xi + + XK
Rlors Yot >0, ﬁ"( may Skl «) < 3 Var(Sn)
I<K<n
Pour KEFI, ,0% ) on introduit I'événement Ak =7 | S| <e, JSkql<et L ISkl Had disjoints.

Var(Sn) = E(Si) =]S’.,le > [ SadlP

b K (.)nk

J ShdP care By 2a 2disjeints
)dm

Oe Pms,j shdlP = f (S +5n
P Ak

¢) Convergence - de seies de v.a. ind€pendantes:

Soit (Xndne une Suite de va. indep, centrees e devariancs finies g
Vo, E(0)=0  EX3) <+o0
Alors T ¥n-L5 =5 T %Ly

ne v n€Emn

Une consequence des résultads precedents est que Z_ Uit = Z: Xn —> (»
Notamment, la. gerie Z_ —n- converge p.8. De plus, l'lmphcnd-non tr’uproque



Cours? _
) Incqolite de Bienayme- Chebyshev

Soit X unev.a. positive.
Alors¥AD 0, PHYA) < _l)\_tE x)

Soit X ute v-a. qui odmet un moment dlordre 2, ¢.e., ECX2]<400
Alors YE20, P(IX- ELXT3 k) 5% Var(x)

lEL‘x]=} Xd® )[xmp D AP A)

X322y
J XaP = f LT LY j Toryag AP = AP(Y %)
XAy
PIx-ECr3) B €) = B (x-800))2> b‘)
tostioV

<5 EL(X- €60 ] Var X

2) Loifaible des gronds nombres

Soit m unte. mesuce. de. probas sue R qui est (atehrable, c.e. [l:cld,pbr.\( +00.
Alors m= fxd/v[x) R

Pour a%1, Seiteat X, ,¥n 0 va .4.d. de latof
Alors ¥E>0, im P(|Xt——%% _m| >€)=0
N—>¢m n

* Supposons que lo. loi M odmet on moment dlocdre 2
Posens o= Var(m) =[(x- m)’c}ntx) e appliquons BT d L% +
Comme lE(—‘-cm —Lewm) = E(X()+—+[E'(xn\\

it €50
P(|e—2¥-m|5¢) ¢ vu(w_ﬂn)

+ Xn\

inde@
Colaulons Var (M) +¥¢0 ‘-—(Vo.rCXO + +varC¥n)

dros PN ——"4 - ] YE) ¢S .o
n 2
3) Loi forte - des gronds nomibres nET A

Soit (Xn)py,, UNe suite dey.o. intcgrables ce. E{| %)<+
Alors Xit ——+¥n 03 N E(xl) «d

n

L) Catére de Kolmogorov

Soit(2n) une suite de v.a. independantes, centrees.

Si L.E(Zn) {+o alors Bt ten _ 8350
a>l i




Cours 8 - La convergence en loi

l} Definition

Wwient ¥, Xn,"EMN desv. a.r (quine Sunt pOs petessairement delinies Sur le @ expace de pmbobil'r*é)
Yn i) X ssi V‘FI’R__)R arhinue bameée E(‘O(\:?)T) E(‘Fﬂ\}
q

2) Foochion de repartition

Seit Y unev. 0. (2, F) P)_, R, 3(R).
Lofonction de ceparfition de, notee Fy , estlofncion de¢finie par: Yhe € R, Blx) = P(X<2¢)

Ona. Fy (x)= Py (I 20,%7)
Comnme les intervalles 3-0, 3, x€R, engendrent les borcliens et forment-une famille stable par N finie,
par unicit€ de l'extension |, \a. loi Py estdeterminee por Fx.

lo. €onction de repartition Fy déterminelaloi Py deY.

Lnefonction de repartition Ferfie:
i) T estersissante de (R dans CO, (7
ic) Gest continve. o drorte
i) lim_F(x) =0, lim F(x)- |

> -00 A +CO

<)
M) Soitoen € R. Regord ons lim F;g(x) = lim GX(] 0 ,5])

X —Xo
x)xo (< O

océQ
d‘q\_d\" Px( N1- ao,xﬂ P (-J ”Xojy R("o.)

3C€Q

Au) lim Fx(:!) = lim fl)x(]—co x])
xX—s- X—y ~®

=P 13-0023) = B($)=0

lim Fylx) = l(m Py (j—oo,x]) fo(U’J m,x]) B Cr)=!

X — tx K-
F(x)
3) Genples:
X~ 8 ) ~ N
P :;%:)I -p iU E— %Cxﬁ(ﬁ( e™§t x20 /
+(0)= I'P()(SO) =p o
— =1 -e'mt >

Plus géncralement, sila. loi de X aune densite’§ alors Fy(x) = [ xf‘( 8 de

-0



U'applicaion / € {‘{‘C(M — 1—7.,.64{3& e brackon

~> eésolttar permettant de construire. des mesores dy probas Qingoliées sof ( R,8C (R\\

5) Gonvergences des fonctions de repartition

Soit( Xn\new ) Xdes va. reefles et notons ( F"n\nem , Fy les fonctions de epartition.
Equivalence: &) Lo. suite (Xn) conwergeen loi vers X
i) 0 dout pointac de R ob Fx_est continve, o Suite ( Fn(x))new converge. Ry (x),

x.e.lim E(n(x) = Fx(27
N>




Cours 9 - Les fonctlions caractéristiques
Si £ est une fonction de R dans € et si uest Une mesore de prokabilite’sur( R, B(C R)) , on definit
[\‘d/u [ReF du + /;J:rm-Fd/M sous resérve que Refet Tmf sont integrobles.

() Fonctions caradenstique dione v.a. / d'one loi -

Soit Xune v.a.r. définie sor (a T, @)
Safondtion coractenstique est: VUER , P () = [E[ c"‘”‘]
:I e 4P (biende finie cor | ¥ |z
0 donc X (. inteqrable )
ity une mesure ge ilite’surCR, ACRY)

Sa.fonchion carackeénstique est: Vue€R , \'P/u[-u) = [ et
R

d/u(ﬂ (bien aqetinie car |e“¥* | = | o
donc Re e ™ - s ux esf/.A m-lesmble}

WX _ caslux) +asinCux)
Par loformole de tronsfect
[E [e&ux -J - S

.

2) Quelques lois dossiques

e'zuxd@= emxdrpx (x) ddonc‘Px =kpﬁ)x

s SiXvBey P(Xezp, POO)=lp
Sa. (A \Dx(u)=LFEc‘““‘] I-p+ pe.
Ber(p) - p+ pett e ${iX~P(0): YREN P(X =K) = e® 9“
PO exp(ue -0) -
Geo (P) petit Oy(n) = E[e] - L e*‘“"e_ e 0"
| -G-pdetM N
X
Bl | TR - e ()t
Wb < K»0 K1
J.“.Cb-O-) . g\, X'V EXD(D(} o(>o . =e Ve - ee(e "\
N(en6) | explitten- L 22 Ele®] o[ e®X qe ™ dax)= [ ol )% g (x)
fR* * +00
_ o Cl-a) ¢ _ o
- R ° AN~
3) Lo loi Gowssienne Caaleol de la fonckion caractedstique |
Sort m€R, o>o e+)(uneu a. de loi [y (m,c7)
Posons Z = = ssi X= m+62. albors Z~ N(GQ1) - Glculons Yo
L{)z(u)r [E'é»:u.z) =[ cw.acc.:x.zlz dx
R \ar )
on mef Soos Rorme_canonique: il -2 = <L (- wa) -ur
2 2 2
- j C—‘/:.(x-m)"‘e'_ullz dbe - e-&" Q—L" (x -2 cloc.
R a1 R N2



avaee’
[ +ordonnees polaires

—,1C0) = f 2> gy T
R

Golevlons I'Cw)

_ -2
T(w) =/F(x,u) dx owvec f{x, ) = Vl Cox -t

(one&pém: ‘.[’(u)zjﬁ (o, Mdxe )
o
L5 ilast obtenic une mayration de quine. depend pos de M.
£fx, 0) est C' de RxR > :
?)P (x,p)= £(x-cn)e'2 =

[ o6 vevt que \o.mg, _pro:hon SQ;\' onifome en 4

w
| o Cx ,u) | <(le+lul) Gt u?

Cette Ronction est N integrable ef fe depend pos deu . Alors T est denivable ef So. derivee voot -
a-F

= A (- s ~U2 (- wy?

1) :J‘a;—u (x, w) dx:[«'(x—m) gl (- °—,,‘°; ey e
R R
= -,:J 2F (x, m)dx = —Lff(x,u)]:: =0
m x

d'o0 T =cte =TIC0)=VaTr

On troule finalement P, (u) = e~ YA siZ7NO)
si Xwo N(I'YI,G"J )&Px (W) = e““m‘i‘%-l (x= oZ4m)
.xlb_ 2
Posons 90(90: ¢ ¢
\I 2T O

Je"'uxgo('x) dx = E 9'/0-(“')

W) Proprietes:

«Si X estune v.a. Sa fonction caractefistique Wy venfie:
L) e (0) =1
LYIVUE R, 19w L1
WO VUER, Wylw) = Pye(-u)
A7) Px est continve gor R

Xva o,BER
Rlors YUE B, Yoy (1) =€ A8 @, (olur)

o &) | E@EM) L E(le™])=1
w\ Soit 4y € (R et montrons que P, est cohinue en dg .
Qua) = ]e‘“"dn) \ ()

1l sagit diune )‘dc'pcodom d'un parometre.
Tci, VWER  'Yx €M le™| £ [majeration oniforme en 1 par vnefonction (P- integrale ]

Roc le TCD :lim Yilw) =% (4o)
A—> Uo

. ([F['ew(“x*m) =Fle ';“Be“‘d'(x) - eMB [ emut)



) Then dlinjectivite

Notons Mi(R) l'ensemble des mesores de probas sor C R, BCRY)
L'applicadion qui . une mesure  de probas Ve assoce S0 - C. LP/M est injechve
/MQN\CTR) —_— q’/v\

Ainsj si X estuney.a., lafonctionWy cofacterise lo-loide X. .
as particulier: g /v. admetune de.nsi+e'-F/,,\ , adors U)/n ()= fe““‘f(x) dN(x)



Cowrs 10 - Le théoréme limite centrale

() Le thm de. Paul Leuy

ot X, ¥n, NE N desvas reelles et sott Py, WPy, PEWN levr fonctions caracterstique
Nous avons equivalence errtre :
&

k.) X X 5 X
L)YuE R, lim P, (a) =G Ca)
N—y+oo

Sens focile 4)=y i)
Wo(a) = E (e = [E(cos(uxn\) i E(sin (uxn)
lesRNcions s cosude, sinux (i tant fixe') sont cafinues barnees etdonc por deRiniion delo. @NVergence en loi
[FleosuXn) —> F(eosux\  erdone P cu) — Pela)
0—to

N+ 00

E (sinuxe) 5 E(es ux)
N——>+00
Sens reciprogee : i) => i )
Nous Utilisons la méne stradegie que o provver llinectivite de o trensformation de Fourier des mesures de grotas
Noos supposons que X, Xn, n € I sont toutes defnies Suf un méme espace de probas (., F, TP) soc lequelestaussi definie
One v.a.. Yindépendane de X, Xn , NE N et de loi VCO, ()
Sott £:IR—5 R une fonction cnfive o support axmpact. Noos suppotons i Jumie etoous yoslons Yp _‘\’_{_; X
St 3D O etecnvons
E(FO) -E(x)) = T (k) - £ +sy)) + E (£ o~ (£ Gora 1) + E(§(eas) -F00)
Gmmefert continue o support compoet, elle est onifomement arvtinue.
¥Eyo 3820 vx,y €R lx-yl <8 = £ - £ <€
Soit £570 Axe. Sor-Sastocie o £ ammme ci- desses. Eeduons:
\E (€0t -£Cnrow)) | < (1400~ £0hrov)
Convest mayorer dhazwne des intsoles )
= [(m@ Wt AP +| LX) -FC Yo +6Y) |aP
oyl € \oYI<D

5 I ld@{lll{-‘llm[“\d@ =2||€||th(lct/l>,s\

1oy1%8 loy[> S
jedis que lim ®(lay(> §) = lim BCIVIDE ) =0 donc 30 2lIFIl, PeoeY! > 8)<KE
W—%OJI<£ T—0
L H;Ogn\-'FO(n +€‘~/\|dﬁ) <&
oY\

ona. donc |E(FQXn) - f0n +cp¥) )| <28 (urie pourtout 0 1)

Parle méme argument, on o E(F(X+auty) X)) | <25. Reste leterme dumiliev.
O0 o donc:

Yoe M, (EFOM) - ECA0) | €28 « | E(fnsay) -f00gY )) | +28

Neos uhilisans g Rrmole du cours precedent : E(ety. s'o‘/)) = I I*‘C3) e ! Q /O_Cu.) Py (- dnd3
w2z Jar o

E (£(x+ao1) Py



Posons F, (u ,3) F(g) M3

W, (w) Yy, ()

2w G AeNSNPS

g,/cfu.) dominafion par une Rnaction quine dependpas de nest quiest dans
0

£ e RE 5 Gepend pa.s deo

|Falu,3) (< 1G] -
£ (ancd,ang) ﬁ%
/' (R2, 282
~ deb la. convergence Souhaitee (en oppliquant le thm de convergence dominee )
Par TCD:

AN YN | B Kareol) ~E(r0xs00t))] <E
flors pour NN
| E€0xm - EFO| £ +E+26 88

2)Moments

Soit Xunev.a. reelle. Soit K31 et sopposons que [[-(|le)<+°°‘
Plors Py est K Ris dervasle ,C('dgp(m&(xk) 2K CK)(O)

Py(m) = [Rc“uxdﬂ))gx)

Faisons le @s of K=l: ECIX)<+o.
Tl sagitdiune |o poramétre, eton veut defiver [u.
On pase Flxg u) ~ = gt4x

or OF (x,n) =ixe™* ~ | (ac,u.)\<1x' Rnction majeonte qujest B -integrable etqui ne dépend pas ceu.
ol

Thm de défivation: Yy dérivoble et Py () = [gi(x,w des A [ xe W4 R Gx)
d'od PhC0) = £ [x=dB(x) = £IHX) "
G reotiot  permet de trouver focilement (o Suite des momerts.

3) Exemple
X~ U(c-1 ,a)
dx an -«i.u. .
We(u) = I e, rf’d =¢ "€ =3d
I
(sm- ~ =2 02
,o (9..\ 0l n>o Can+0
(2n+I 2n+(
E(Xan) -
" 2n+1
[n2e 7
A 2

gavssienoe X/‘W‘ (X)) Pyt
_u¥2 a
By = T () T GO

al nl on
‘“““" i) 2O n3e EOx=*) A crague distibotion

m rapport
ol LPx \(O) C—O 2“‘ ( ) m[E(Xm d'od [E( X*)= (2r0| : om;:;‘ripgrrco,n )
nl 20 les maments impal(s
. -5




1) Fonchions Caractenstiques ek independance

Soient X,y 2v.a. independantes. Mors VUER My Ca) =Py () Ryl

SiYy, —— Xoso0t .0 4.i.d. olors Yy, ) =( @)’

Pragla) = E(eH) < E (i)

. d: [E(e"‘”‘) CFCC"‘W) =P (u) Py ()
mndep

S) ThmLimthe centra)

Soit (Xn )| une Wrke  de u.0.4i.i.d. qui odmeHatun moment dlocdre?.
Posers m= E(X)) et o2 =Var(X). flors Xit - am 4 >\ (0,6%)
\n

Rttertion, ilfaut absolument cerrtrer (es v.a . en soostrayant nE()(() =nm.

Parcontre en peut nocmaliser par \aVacck), c.e. Xi* +Xn-am >(VCo1)
C+ voic demo ) \r'o




Cours 1 - Le processus de Poisson

l) Roppel des lois

X~P(A) sielle est g woleors dans (N ef si
YKEN P(X=K) =e~”‘T“‘(E(x\=wcx)=A W (k)= exp[x(e¢-\\])

La loi geoméetnque deparométre p Geo(p) estla probds m soc IN™ definie par

Vkeny, /uGKﬂ ()P (son esperence estVp et savanane (1-)/p?)
C'est la sevle loi m sur INY 1q;

Ve, mfeem; e Y) = ()"

Lo loi Exp(a) est lo.loi de qensite’ g (x)de™™ Sonesperance est!/o et 0. Vasiance Yol
Clest lo.sevle probas m sor R* 4q

vt cERY, /v\(-jl:,y n[) =exp(-oll:3

Gs 2lois posSedent One propricte’ remamuable , \'absence  de memoire .
<. ep(n), Vs, >0 PEHE+sID s} =W(T>t)

2) Approvimadion Binomiale - Poisson

Seit 031, A% 0. Soient (M,

Posons Na =¥

. X&'ﬂ desv.a. i.4.d ~Ber( Mn) sur §0,1%.
Cn)
+ + Xn

Lo loi de Np est la. loi Binomiale B(n,/n) , elle converge quand n—s covers PN, i.e:
VKewn rP(Nn:K} — AKX

n—>+00 Kl

Thn Paol-Levy : QuaCe) = (142 (ex®- \\\1—)_““:%9(?\(:“- )

i | () 08 YaPX)
3)Le procesgos  de Poisson:

On modelise des ednements qui arivent d des dotes precises moais imprbisibles.
Hs{&dhése& Les conditions de letpedence ne chongent oS o oM du temps

Le nombre drmpacts dans des intervalles de temps disjoints sont independants.
On oote = YE2 0, Np(t) := lenombre diimpacts dans To,t]

(‘N(l:\) £, o > Procesus stochastique (fomille de v.o. indexeley par un porametre co«\ino\
A choque octurence dlun événemen , oD Marqueon wmpacksur Voxe destemes

V4
4}

" e S temps
L3l AT L4

e o s e o B

© a2 3 Wna e
Seit A2l On swbdivise axe \/
en imtervalles de tonqueor Yn: TWn, ®¥/nT ;%0

C¥/n, R4/ [ est dit ocope’ o'il contient anmains un impoct, vide sinon,




on note Na(t):= le b dintervalles [ ¥/n, ¥*Ya T = Cot) (k' \<k5 =7 XM
et py l0. probas quion interualle T ¥/n, K+ soit occupe’. Okt

= Pn e deépend pas de lintecvalle ] NaCE) ~ B( Lntl,pn)

= les ékads vides ov oaupes sont independants

Supposons pp —»0 et pn—> A
N—>+c0 n—>p oo

w
Alors O, (b) — e,w‘(e -9 , donc Nn (k) L) p(M:) G-t fixe
n — e N—>te

Cerop d‘o.uom-}

1 0—[
e % =4 E.
n T
b 3 NnCt) est une. fonction aleatoire croissante de (RYdans N
Montrons qo relle conveme.

Les instants de sauts de Nn(l:) sont definis par:
YKE N ¥, T® i€ FEERY, nn(B)=R ]

(> Nalt)= — K '\\[-‘-‘? ‘-‘-\f(\'n‘: (b}\

n Ll QK
(-Tlanzn_T\n ) 5 TK -TK-\) i) EKP(M
LX)

On examine 0. cnvegenc des instonts de sauts .
Stk N0, soit X vne suite de v ;K204 XK= [0 s C®/n, ¥¥nl yide

) e ocxupe

PCT"Y “n) = P(To,YL, JTEL £ Cuice)

= (P(Xo:O, )‘(.;ﬂ:O) =C\-Pn\i C(\ﬁ“=0):\—pn, ”&f(pn\iu&id)-‘
des ¥ed0 PCTPOE) = (I-pn) L“““_)_+,, e M (TPycen®=0 ,No(t)= 2 x“)
[ <) K=

dov Vb, Fp(r) — \_e.xt, donc T}“i, Exp (A)

T-HAT, et WweTe.
Seit 7% P(TOAln, TP —T\"="/n) : P(X0=0, %20,
= (-pn) paCi-p o) Po
= BCTP- 4/0) P(P-T0=Vn)
Ainsi, T, -T° L, EpON@ Bp )
Par récorrenee: (T, TP-T° X ‘\;Lm E

,)Q.(':O,\(L:\ )Y(.|. ;:0)

» Xi4y=0, Yeaju= ‘3




Soient A% 0et(Yn) oy, | une soite dev.a. «.i-d. ~ Ep ().

Pomns%:O e"Vﬂ}\ Sn :V\+ -\-v“

Le processus de Poisson de paramétre Aest lo. fonction aleatoire definie par:
¥tERY, N(t)=mox In€IN; Sn <t}

Nn (F) —_
[ —> E
—f n—>+0o —
T — ,
e 1v) ™ ! Vi Wily
rl:\xmmasnnddu Ne) N=2
Vers ineloi €p (NJM de

10-masche)




