Cours1
Nations:
—defnihion dlone tribu
- définition dlune probabilite”
- définition  d'un espace de probabilite’
- definttion desdribus borcliennes, fonctions boreliennes
- définition d'une vanable aleofoine
- definthon d'une loi de variable oleatoire
- definition de lesperence et variance.

DEF: CTibo ] unetribu ov O- algébre de ). est yne  collection rF porties de 2 1q
- ¢€ (F-) S € (F’
- 'St RET, alors pC EF ( stable par complémentaire )
- si (An)pe u est une suite d'éléments de F; alors U g est awssi dans T (stable parunion denombroble )
neE N

€T [ Probas’} Soit T une +ribw sur 2. Une probabilite” su( Fest une application de F dans [0,i] qui venfie

fPen)=1  ef pour doute suite (Rn)ne (v d'eleéments o deur o deux disjoints
P(U Hn) = Z__ (An)
oemN nem * tritw engendiree par

OEF: Cespace de grobobilite J ASPCR), oCR)= N
Un espoce de probosestun +riplet (2, F, P) oot F ibu
- L est on ensemble hEF
- F est une +ibu surn.
- [P est une probobilite” deinie sur F

0€F: C4ribu + fonction borelienne
Lo by bocelienne sor R est lo. plus petite +ribu contenast les intervalles. Elle est natee B((R).
One ondion £: R — (R est borelienne. si elle est mesorable de (R,B8(R)) dans (R, B(MR))
i.e. YBE B(R), £-'(8)E BCR).

O€F: CVariable aléatoice ]
Une v.a.. SUr un espace de probabilite (2, F, (P) est une application X definie suc - g yaleurs dans R
quiest mesucable de (2, F, P) dans ([R,B(R)), <.e. VBEBIR), YX'(B)€F
# 00 aote X'(B)=Fw € 2;XWW)EBY :  XEBY

DEF: [ Loi dune varioble aleatoire
Soit X une yarsiable aleatoire sur vn espace de probabilite” (Y, -2, (P)
Lo. loi de X est yne _mesure  sor (R, BC(R)) donnee pas
VBEBCR), P((8)= P(X-(8))
Elle est notee (Px.

DEE: Cvariance et esperence
Unev.a. \: (=, P) _)((R ,BC(R)) admet une espérence (ouest integrable) si J\Xl dP <+
Son espérance [F(X) estalos E(X)=[XdP 0

0
Et so-variance Vorck) est Var(X) = E[(X- E(X]YJ = E(Y?) - ([F(Y\)z

Cours 4
Notions: - definittions de convergences de \l-a..( p-S ) L, fP\
- Independence pour une suite infinie
- Thm: regroupement infint par blocs

0f: [ev])
T Soit (Xn)ne qu ©Ne Suite de u.a. reelles denies Sur un espace de probabilite’ (0, F, (P)
Soit K une v. a. d€dinie Sor (T P)

X“Wx & {P(ZX\'\( wr?_ﬁwX(m) ‘S) = 4|
Soit 1

Xo Y5X & [E[er\—X\r]a o
n—> +©

V€0,
¥o _Pox o fPFwn-xD,aﬁ,o

PRIP: [independance pour une ite infinic’] K
Une gorte infinie d'euénements, de v.a, de Sous -4ribus estindepen dante ssi +oute
SoUs - famille finie extraite est indeben dante.

THM [ Regroupement infini par blocs)
" Soit (Xn)ne qu Lne Suite de v.o. independantes
Soient Ty ,KEMWN des partiesdeIN 2 &2 disjointes
Alors lesdribus Tg= G (%o, n€Ty) , KE IN S0t independantes.

Cours 5
NOTIONS: -definthion des masches recorrentes / +ransientes

-lemme de Borel- Cantelli (T d-'_ﬂ'.)
. 2 critéres de recucrence

DEF: Cmarche recurrente ]
Soit dY1 et (Xn)ys,1 UM Suite de v.a.définies sor (., T P) o valeurs dans Z
Lo. masche aléatoire (Snne qu definie por
S0 =0, V(\}/’ Sn = Xj+ +Xn
est dite réturente si elle repasse par O une infinite de fois avec probabilite’ | transierte Sinon.

# liminfAn = () ) Am

00 Mon

# lim sop An = r\r>\a U> Am , clest I'duénement § WE JSL: w appartient & tous les An sau€ un nombye &ai’
»0 myn ,

¥ LEMME [ Borel-Cantelli ]
Soit  (An)ne gy LNe Suite d'évenements de (F
1. Silo Qerie Z_an(Rn\ converge, afors P(An5)=0

IC: si lo Sedie A@(ﬂt\) diverge, et si les (Aa) nefv Sont independonts
alos (P(Aa <.5) =1 -

PROP [ criteres de recurren ce )

. ®(Snrepasse par0) = | & [P Snvisite O une inknite de fais) = |
« (Sn)n e ost récurrente dans 29 gsi ‘%_ P(Sn= o) = 400
030

Cours 2
Notions: _ mesure de Lebesguc
_ defnition d'une 1gi o deasite’
- définition de Vesperane +variance pour les lais o densite’
- Lois uniformes, exponettielles, G-aussiennes
- Fomole de transfect

0€F: [Mesure de lebesgue] X

C'est l'unique mesuce A sur BCfR) quiveifie Yo,b6€ R ol b, A\(Ca,b])=b-a
O€F: Lot a. densite’] K
T Soit £: RY_ Rtyne fonction borelienne telle que J fdr=|

Lo loi d. Qeosite’ ' est 1o meswe de grobabilite’ /R soc BCR) definie par:

V8 € 8(R), /(B\: fdA=[eAgdN P(B) = (R-\‘\B(x)p(@dr_

R ol
XF: [Esperance et variance Bd'one loi o deasite”} x

Lo- loi de densite £ admet une especance s J I (46 AX(x) L +00
xXER

dans ce cas, Son esperance est m= [ 2 € () d ()
x€ (R
ot so-variance , éuentuellement infinie, est G2: j (x- m)2€(x) dA(x)
XER

= [ x2£(x) dAlx) - m?
[ Lois vsvelles’] xER
Loi sniforme: Lo loi unifcme  sucCo, (7T est la. mesure de probabilite’ P sor (£, (3, (B(C0, U)
(socCo,\]) obtenve comme (@ resinchion de (@ mesure de lebesque A o [Q, (7]}

¥8€ 8(Co,17) PR = A(B)

Elle est de densite” dra, b7 (x) b' , notée UCo., )
¢
Loi exponerrtielle CExpCoO): X~ Explet) si lo loi Py est la loi dedensite’ ﬂm ae **
si X~vExp () alors CFO()r&— , Nar(X) :‘/dz

C 00 hormale) dansce aas, E(X)=m, \ar(X) =G? 202

2
Loi gawsienne J\{\(m)c‘l): X~ N(m,cﬁ) S Lo loi (Py est o Lol de densite. _ ((x_— )
2wo

THN : Cde tronsfect’)

Soient vne .o X. (2, F, P) —(R,AC [R\\ et £: R SR yae fonction baelienne.

Alors
E( #00)- J £O0 P - I $) AR (=)
- XER
(¥ version que mai je comprends:
sion doos demande de alwler (o loi W(X), Xua (ex.+o.r\c)<\)

ob X est de deasite’f, ;.e. B ()= j B\t‘(x.) dA(x) alos J‘ P(X)diP= J‘m\(’(\()l-‘(x)d)(x)
-n

se. ECYY)] = J Y( =) €(x)dx
R

Cours?

Nghions: . definitions:4ribu et ¢uenements asymptotiques
.Loi du O- | de KolmogoroV
-Inegolite’ de Kolmogorov
- Props.

06F: L tribu+evenement QS&/MP“'O‘HQ&]
Soit (X pe g une sute de u.a. déRnie sur (0,F, P)
Lo tribu asymptatique de (Xnne@ est latnby T = n 0_( ns o

ne v 3

Un euenement est dit asymptotique poue (Yn)nenu sl appartient ¢ la +iby asy mptotique de (Xn)

nen

THM: LloiduO-1 de Ko\mogorw_.\
Sott (Xn)peq) vne sote de v.o. independantes definies sur (., F, ®)
Soit A un eucnement asymptotique pour (Xnnepy Rlors P(A) vavt Oou |-
THM: [ inegalite” de Kolmogorov 7J
Soient nY et Y, ,¥n N v.a.indépendantes de moyennes nolles et de variances finies.
Potons VYKE {1, » 0y Sk= Xia + XK
Alors, Yoy O

\P( max Skl Da ) < 2 \Ior(Sn\
1I<R<n A2

PRoP.

CConvergence dans 127

Soient (Undne (v YN€ suite de reels ef (Enpequ wne suite de u.g. £.i.d. ~ Ber('/as tq
Yadl, P(En=0)= P&y =-1) =2

Lo. série 2 Enlln ov dans P &> Lla série 2 A3, overge
neE v nem

[Convergence de seties de v.a.indépen daates’
Soit (Xn)pg v Une Suite de v-a. independaates +q
Vodl, E(X)<+00 , E(Xn)=O
filors

J z p.s.
< r2\(,n —> ::g'%-“\(\\——v

Cours 3
Notions: _ Tribu engendree parune vasiable aleatoire
- definition: €ucnements, v. .., SOUS 4ribus indépendantes
. Detinttion: 1oi poduit
- Tam: regroupement pos blocs
- Esperonce et independance.

DEE: [+ribu dlone uasiable aleatoice X1 X
Si X: (2, F) —5(R,BRY) estunev.a, lo. +ribo quielle engendre est o(X) = PX'(B) ;BEBIRY

0O¢F: [ independance
Soit 0 2 Vip<1
X - les €udnements f, ,An de T sont independants si, pourtoute partie T de §),

;07

(P ﬂ .| = TRL
(;elﬂLL i€1
X -Llesn sovi-4ribus Fj, Ty de T sont dites independasntes si :
e, EF, JYANEFa  R(AN——NAR) = P(A)— P(An)
(L5 R

X - les 0 variables aleatoves Y,
pour tout bocéliens B, , Bn € BCR)

@( XEB, , , Xa€8n) = PCX€8) — P(Ya€ Bn)

# Les n variobles aleataices Y, NMnod: Yo (0, F) 5 (E:,8:) 1£44n
sont dites independantes si les+ribus quellesengendrent, o(X)), ,O(Xn) sont iodc{aendo.n'res

> X0 de - dans (R eont dites independantes s,

QE_E: [ Loi produi-ﬂ ,
Pour (£4<n soit m une mesure de (xobo.bilih suc (Ex, £¢). Il existe une unique mesure
de probas / s ‘llespace produit () x xEn, § ® ®Eq) +elle que:

Ya€E, , UBn EEn  m(Ax xAn) = miCA) —— mn(An)
Getre mesure est oppelée mesgre produit de ph, s fn et est notce M ®

@/Mn
PROP: LEsperance et independance )
Soient X,Y dewx Va. le (2,F) dans( R, B(R))
X et Y independantes & si £9: [R5 R sont des foactions borgliennes +telles que
E(1£ (0 < +00, E(1gC) )< +00 , alors E(1F0X) LN [)<+00 et
X E(f00gqu) = E(#0)E(qn)

Ve, ,£rn Boréliennes bocrees | # [E(R\)pfl
o (X) = EL(x-E00)(v-E()] ECA(X), —Aalv)) = TECExY) = PTAD
=ECXY] - ECYJELY) =

Si X,Y sont independantes et integrables , alors XY estawssi infegrable etaou(X,¥)=0

THM: [ Regroupement par Blocs )
Soient F, B nosous—tribos de (T inde’pendantes
Soient T,J deuX porties cisjointes de §), _——. aYy
Alors ley 4ribus:

I- 0‘( U fl—‘i,) ; _(Y:G(U ’Fj) sont independantes.
€T JEJ

Cours?
Nohons: _ Taegalite' de Markov
- Inéqalite de Bienayme- Chebyshev
- Loi faible des grands nombres
- Loiforte des grands nombres
- 2 Random Lemene (P (¥l n4.5)

PRoP. T 1ne'goli+e' de MarKov |
X Soit X gne v.o. positive. Alors VA0

P(x3N) < LEX)
X prewve: Y Xd@>§

n

X3P B AROOX) LAs 2 KM
TXAY eifgis':‘oécﬁof de.cas

PROP: E‘Lnégo.\i-\-e' de Rienoyme™- Chebychey )
Soit X une V.a. qui admet un moment d’ordre 2
Alors YEY0
(1%- €] 2 E) <A Vet

THM: [ Loi faible. desqronds nombres)

Sott m une mewre de probos Sur R qui admet un moment drordre 4.
Po sons m-_[ 'xd/k(-x)

p
Pour 0,1, soient ¥, ,Xn nva.i.id. de loi m- Alors:
VS)O ) (P(\X" ,Yﬂ_ - m\)/ E) —> (6]

THM C Loi forte des grandsnombres )
Soit (Y py,, Ute Svite deva £.i.d, integrables (s.e. E(1I) m\ olors:
Xt +¥n &5 5 E(X)
n

THM [ Critére de Kolmogorov)
Soit (Za)neqy une Suite de v.o.. independantes centrees 4q Z-':,— [E(Z;{‘) conuerge
Rlox 21+ —— +2n OS 0 nl

n
Lemme: Soit (Xn),e w ore Suite de va. .c.d.

e v & fP( [¥n|Z n L.&:\:I
~ @(—Y"—’*Yn w\O0 = [E(h(ll L+o0

n




