


Chapitre 1 - Le modèle probabiliste
Nous considérons un espace aléatoire. Nous notons e l'ensemble des résultats possibles : c'est un ensemble quelconque a priori .

1) Evenements :

Un événement associé à l'expérience aléatoire est un ensemble de résultats dont on peut calculer la probabilité
Notons la collection de tous les événements

.

Aini
,
FCP(r)

,
l'ensembledes parties de 1. Nous demandons en fait que Fsoit une tribu ou 5-algebre surm

,
i .e

,
Fest

une collection non vide de parties de 1 qui vérifie :

· VAEF
,
AEF (stabilitépar passage complémentaire)

· Si (An) nein est une suite d'éléments de F, alors VAn est encore dans F(stabilité par U dénombrable(
REIN

Rp : une tribu contient forcément et.

(Fromvide : Faef,Ef,Ef,E

Rappel , 2 evenements Aet B sont dits disjoints ou incompatibles s'ils ne peuvent arriver simultanément, i . e . si AlBest l'événement

impossible

2) Probabilite

Soit en un ensemble équipéd'unetribu F
.

&ef: Une probabilité sur (1,
F)est une application P : #->[0

,
13 et qui vérifie : i) P(r) = 1

ii) Si (An)nei est une suite d'éléments 2à2 disjoints,

alors PlUAn) = [PCA

Regardons dans le cas oùel est fini. Dans ce cas
,

on prend toujours F= P(n)
REIN

Soient A
, B 2 evenements disjoints. Appliquons ii) à lasuite Ao = A

,
Al = B, Al= =- An= =0

in') VA
,
B disjoints, P(AUB) = P(A) + P(B)

La théorie moderne des probabilités est construite avec l'axiome ii)
, plus fort que ii) ,

ne heurte pas l'intuition. Mais surtout, c'est une

condition fondamentale qui permet de montrer de nombreux theorèmes limites.

Conclusion : Un espace de probabilitéestun triplet (2,
F

, P) où : · est un ensemble

· Fest une tribu surl [Axiomatique de Kolmogorov 1930)

· Pest une probabilité sur (1
, F)

3) Tribu borelienne

Soit- un ensemble .
Si #

, G sont 2 tribus sur 12
,

on définit leur intersection FMG = SACR ; AEFetAEGY
C'est encore une tribu

.
(exo)

Plus généralement, sifiliez est une famille de tribus sur indexée par l'ensemble I quelconque, alors=Ac;ilA
est encore unetribu

.

Prop-def: Soit A une collection departies de 2. Il existe une uniquetribu(A) qui vérifie :

i) ACo(1)
ii)UFTribu

, ACFed(A)CF

Latribu &(A) s'appelle la tribu engendrée par A, c'est la plus petite tribu qui contientA.

preuve : Considérons la tribu suivante : I Festune tribu
,

elle contient A .
Elle est contenue dans toute tribu qui contient 1.

↑tribu, ACT

P(1) est une tribu qui contientf C'est donc la plus petitetribu qui contient A.

Rem : C'est le procédé utilisé pour définir le ss groupe engendré par une famille d'éléments.

(seu engendré...



Cas de R

La tribu borelienne sur R
, notée B(IR), est la tribu engendrée par une des familles Suivantes :

· les intervalles [a
,
b)

, a(DER

⑳ Ja
,

b2
,

· les semi intervalles J-o
,

X]
,

XER

② [X
, +d[

,
XER

4) Les variables aléatoires

Def: Les variables aléatoires sont les nymphes des espaces de probas.

Une v . a. est une fonction de l'expérience aléatoire, c'est donc à priori une application X :1 <
IM.

Nous voulons pouvoir calculer laprobabilité qu'une variable aléatoire tombe dans un intervalle arbitraire de R.

Une CNS pour cela est de demander que X soit mesurablee

def: Soit (2
,
F

,
P) un espace de probas. Une variable aléatoire X sur (R

,
F

,
P) estune application X:1-IR qui est mesurable de (2,F) dans (IR, BIRI),

i. e
.,

FBEB(IR)
, X(B) = que r; X(r)EBY ET

Ainsi
, si BEB(IR)

,
alorsX(B) est un événement

, on le note simplement [XEBL ou même XEB.

De manière générale, on s'efforce de simplifier les formules en enlevant la variable W chaque fois qu'elle n'est pas indispensable.

Convention : On note les v.a. par des lettres majuscules X, Y, Z
,
U, V

,
W

, et les valeurs correspondantes Dardes lettres Minuscules
, X

, 4,
2
, M. N

,
W

,

Plus généralement, on peut considérer des v. a . à valeurs &
,

dans IP", eten fait
,

dans n'importe quel ensemble équipé d'une tribu.

Une fonction f: IR
>

IR est dite borélienne Si elle est mesurable de(IR,
B(M))

, dans (IR, BLIRI)
,
i

.
e

.,
si VBEB(t)

,
f-(B) = EXEIR : f(x)EBGEB(I)

ex: SiX est une v . a
,

efffetn borelienne
,

alors f(x) est encore une v . a.

Opérations sur les v.a:

X v.a : &X v. a. Si (Xn) Suite de va, lim infXn
, lim sup Xn etlimXn sontvae

X , 4 v . a X+ Y v. a.

XY

En fait, on utilise le langage et les résultats de la théorie de la mesure.

Un espace Equipe d'unetribu Best appele espace mesurable

SilE, E) et (F,↑) sont 2 espaces mesurables
, une fath fie

< Fest mesurable siFET
, f-(Fle 3.

Une proba Pest une mesure (positive) de masse totale 1.

5) La loi d'une v
.a .

Soit(1
,
f

, P) un espace de probabilité etsoit X uneva. définie sur- à valeurs as IR.

Def: La loi de lav. G .
X

,
notée PX ,

est la mesure de probabilité sur(R, BCIRI) définie par :
-

VBEB(IR) Px(B)= P(X(B) (= P(X-(B)) = P([wEe;X(w)BY

Insistons sur le fait que la loi d'une va est une probabilité définie sur l'espace des valeurs de la v. a.; dans notre cas,
(IR

,
BCM).

On ditque 2v.a. Xet Y ont mée loi si PX = Py.

L'objet d'interêt primordial , quand on étudie une variablealéatoire, C'est saloi.

En effet, nous voulons évaluer les probabilités d'événements associés à la v. a.

"La loi, c'est fondamental !
"

6) Espérence (1
,
F

, P)

Une variable aléatoire S :1 -> IR est dite étagée si elle prend un nombre fini de valeurs. Elle s'écrit donc :

S=aiova, an

A
ilAnEF

Son espérence est son intégrale par rapport àp
,

donnée par E(S) =(SCP=PA



Si X :1 > [0
, +[ est une va. positive ou nulle , éventuellement elle prend la valeur +ro

,
on définit son espérence par :

E(X) = suppE(s) ; Sétagée,
0

_
)S- X4 . C'est aussi l'intégrale de X par rapport àP. On note E(X) = (XdP.

Attention
,
on peut avoir f(x) = + a

Six: 1 - > Rest de signe quelconque, on écrit X= X
*

- X où : Xt= max (X, 0) partie positive

X+
et X- sont 2 v. a . positives. X-= -min (X, 0) partie négative

Lorsque E(Xt)< +o et f(X-1) < o
, on pose : E(X) =(XdP= f(X+ ) - E(X)

Comme de plus, IXI = X+ + X, on a équivalence : E(Xt) < 0
,

E(X:)(0) F((X1) d

Dans cecas, son esperance est F(X) = (XP.
On note L'In

,
F

,
P) l'espace des v. a . intégrables.

7) Variance

Si X est unev.a intégrable, on definit sa variance :

Var(x)=[E(XY) -E(x)]
2

= f((X -E(X)(2]
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1) La mesure de Lebesque

Une mesure sur (IR
,

B(IRI) est une application de B(R) dans [0
,

+o telle queM(0) = O et qui est 0 additive :

V(BnInEINEBLIR)'N [Xn # in BrRBm = 0 =>M(YBn= [M(BN]

Theorème: Il existe une uniquemesureM sur (IR,
BCR)) qui verifie :

Va
, bElR

, albm((a ,b]) = b-a

Cette mesure est appelée la mesure de Lebesqueet est notée X

Il s'agit d'un résultat difficile ! BEB(IR) X(BI

Idée de la preuve : Nous définissons pour A une partie quelconque de R

**(A) = inf[[Pi-aii Cailit , (bilif familles de relstp : Vil ai bi ,Aai ,bi

** n'est pas une mesure
,

il est sous additif mais pas Dadditif

On montre que la restriction de X* à BCIR) est a additive et on prend X = X*

BIM)

Premières propriétés
· VxEIR

, X((x3) = O

· SiA C est denombrable
,

alors XA) = 0 = [x({x3) par a additivite
XEA

Il existe des boreliens C de M non dénombrables +q X(C) = 0

2) Loi uniforme Sur [0, 17. Nous souhaitons construire un modèle mathématique de l'experience qui consiste à tirer un b au hasard

dans [0, 17, uniformément.

Nousprenons1= [0, 17 muni de satribu borelienne B([0, 13)

B3) 50, 13) est, au choix , latribu &(lintervalle,
I CSO,1) engendrée parles sous-intervalles de 50, 17 ou bien latribu trace de

B(IR) surSo
,
13 : [BEB(M); BCSO, 13 4 = [BN[O,

1 : BEBCR)} et muni de la probabilité P= X

B((0,1])
Nous définissons alors une va. .

Xen posant,

X: 1=> [0
, 1

wi < X(w) = w

Je disqueX est unnb choisi au hasard unifds [0, 17

En faitla loi Px de X est X
<0, 17

: En effet
, YBEB([0, 13)

, Px(B)= P(X(B) = P(Gw : X(w)( BG) = X(B) donc PX = X .

3) Lois à densité : Une loi de probabilitéM Surt est dite a densité silexiste une fonction f borelienne positive +q :

VACB(R)
,M(A)= (fdX = (f(xdx

La fonction fest la densité, ou plutôt, une densité dem..
Une densitéest une fonction borélienne positive qui

vérifie (ifax =ff(xdx= Col



Inversement, étant donnée une fonction f borelienne), O qui vérifie (0)
,

on peut construire une loi de probabilité sur IR associée af

via la formule y.

Exemples fondamentaux: (parrapport àla mesure de Lebesquel

. loi uniforme sur un intervalle [a
,
bT

,
c'est la loi à densité, de densité y'a Msa

,bz(X
On la note Ulsa

,b])
· loi exponentielle de paramètre x)0

loi de densitéxe-[xMp+ (x) notée Exp(a)
· loi normale ou Gaussienne de paramètres in , 8

loi de densité exp)- (X-)) notreNi

4) Classification des lois surR

Un point x est un atome de la loiusim)5x3 o

On dit que la loi
n est diffuse si elle n'a pas d'atomes.

On distinguetypes "purs"de lois.

· loi discrètes : On dit queM est discrète s'il existe un ensemble D fini ou dénombrable +qM(D) = 1.

On a alors
m

= [PxSx

· lois à densité: On dit quem est a densité s'il existe fborelienne L
, Otq VAEBI)

, M(A) =S fa

· lois singulières: On dit que M est singulière si elle est diffuse et s'il existe un ensemble C +q M(d= Met X() = 0

Toute combinaison convexe de ces 3 types est une loi de proba sur IR
.
Enfait toute mesure de probas sur R se décomposecomme

M= xdMd+ XaMa + XsMs où Ld, Xa ,Xs(0
,

1] Xd + La +&s = 1 et cette écriture est unique.

↑ ↑
densitediscrète
[singulière

5) Sur le choix de l'intégrale

Supposons que nous disposions d'une théorie de l'intégration qui permet d'intégrer les fetes continues positives.

Étant donnée une fonction f7, 0 telle que (f(x) dx=1. Nous pouvons définirMCAl= (f(x) dx pour toutes les parties A autorisées para

la théorie.

Exemple : (Riemann , fonctions continues.

Dans ce cas
, la probabilitéest définie surtous les intervalles , les Vfinies d'intervalles.

Mais le choix de prédilection pour lathéorie des probas c'estlde Lebesque : fdX
- mesureSaoriennede Lebesgues

Résumé dela construction :
(BCR)

Unefonction borelienne s est dite étagée si elle prend un nombre fini de valeurs, elle est de la forme
M

S=aiova,anER et Bi BnEBCR)

Ensuite
,
sifestune fonction borelienne), o ,

on définit (fdx= sup[/sdX, sétagée ; 0_S - 4
Attention

, lesup peut être do

Soit maintenant f borélienne de signe quelconque. On dit que fest X intégrale si f I fl dxL+o

Dans ce cas, on définit (fdx = (ftax-(fdXavecft= max (f,
0) la partie),

et f= - min (f,
0)

eton note L'(I
,
X) l'ensemble des fonctions X intégrables.

6) Formule detransfert :

Lorsqu'ontravaille avec desv
.
a

,
oneffectue tout d'abord des manipulations dans l'espace (1,

F
,

P)
. Lorsqu'il s'agit de faire intervenir

les lois spécifiques à des v . a
,

on transfert lecalcul dans IR.

PROP: [formule detransfert (1 , F,
P)

.
]

Soit Xune v . a. IR et f:1
> R borelienne +qf(X) soit dans L'(1

,
F, P)

.

Alors

/f(xdP-fdPx ov encore (f(X(wdP(w =deWE ch



preuve : Commençons par f= MBoiBEB(R)

(m*B(x)aP =(B(X(w)dP(w) = P)3wiX(w)EB4)= P(XEB) = P(B) =dPx=A
Si s est étagée, s vérifie la formule de transfert.

lemme: Soit Lune collection de fens buréliennestq :

i) VBEB(R)
, MBEL

ii)Vf,gEY Va , BLO <f+BgEL
iii) L est stable par limite croissante : silfulest unesuitededX , frfu+ letfn-f , alors fEY

n->+d

Alors & contient Its les fonctions boreliennes 7, 0.

Application : (1 ,
F

,
P) espace probas, Xune v .a . intégrable de1M

Alors E(X) = (XdP= (X(w
Transfert dans Im = (Iddx =(XdPxxXER

Supposons que laloi de X estM i proba surR. On note celaXM
Alors PX =metona : E(X) = (xdm(x)

IR

Si de plusmaune densitéf
,

il vientE(X) = (x)dx
De même pour la variance :

Si X est intégrable, deloiM , qui a une densitéf.

var(X)= ((x-m) qu(x) = f(x-m)2f(xdX(x) où mE

R

7) Méthode de la feth muette

Supposons que l'on ait construit une v.
a. X par un certain procédé.

Nousvoulons calculer la loi de X . C'estune mesure de probas sur R.

En tant quetelle
,

elle est determinée parson action sur les fetns continues bornées.

prop: Soient
M ,M2 2 mesures de probas surMtq pour te fonction f : R -> I continuebornée (fam = (fam-

Alors
M =M2.

Pour trouver laloi de X, nous prenons une fath f: -> R continue bornée et nous évaluons E(f(x)) =ff(x)dP
Par la formule de transfert,

= ( f(x)dPx(X). On s'efforce de mettre le resultat sous cette forme, eton peut lire la loi de X

R

Exemple : XwU(50
, 17) , K], 1

, loi de XK ?

Soitfil-> Re continue bornée
.
Calculons E(f(X").

E(f(X()) =(f(Xk)cP(f(x)dPx(x) , Px densit,

= Jf(xdx (y= X
, xy-

-
I

dx=y"kdy)
=f f(y)+y" dy

[0
, 17

lit le résultat

conclusion : X"a lalidedensitéyMois(y



Chapitre 3- Indépendance :

1) Tribu engendrée par une variable aléatoire.

Soit (e2
,
F

, p) un espace de probabilité

Definition : Une sous-tribu & de Fest une tribu quiest incluse dans F, i .
e . &CF: VAEq ,

AEF

Def : Soit X unev. a . de (1,
F

,
P) dans (R

, BCIR)). La tribu engendrée parla v. a .
X , notée &(X)

,
est la tribu C(x) = T(X((B)

,
B(IR)

Comme X est unev. a, VBE BCIR) ,
X+(B)EF et donc &(X) estune sous-tribu deF

2)Définitions fondamentales

1) névénemts A,,, An de F sont indépendants si pourtoute partie finie I de l, n4 ,
on a

PCGAi=PA) (2conditione

Attention
, être indépendant être indépendants 2à 2

2) n v .a. X1,Xn : 22-> M sont dites indépendantes si

-B. EBCM)
, ,

VBnEB(IR), DCXEBi1, XnEBn) = p(XiEBi) X x P(XnEBn

3) n sous-tribus sont indépendantes si Fil -En def

VAEFi
,

FAnEFn PCAn MAn) = PCA) X X P(An)

En fait, on peut réécrire la 1 définition à l'aide de la Inde
.

En effet
,

les événements A,., An sont indépendants Et lesva. Ma
, , Man sont indep

et la zeme à laide de lazeime

Les v . a . Xi1 ,
Xn sont incepssi les tribus associées &(X1)

, 10(Xn) sont independantes

C'est donc la définition avec les tribus qui est la plus générale.

Elle permet de traiter des Situations plus complexes, par exemple le cas de v. a . à valeurs dans des espaces quelconques.

3) Variables aléatoires générales

Soit un espace quelconque équipé d'une tribu E
. Une v. a. à valeurs dans est une application X qui est mesurable de (1

,
F) dans (E, E)

,
i . e,

VBEY
, X-(BJEF.

Laloi de X est la mesure de probas sur (E
,

E) définie par

-BEE,
Px(B) = P(X(B) = P(X-(B)

On peut ainsi contruire des vecteurs aléatoires et même des fonctions aléatoires

Exemple : X ,
Y 2 v .a .

à valeurs dans R. On pose Z = (X, 4). Alors Zest un vecteur aléatoire de IR2. On dit que lali de Z admet une densité

siil existe f , R2- 50
,

+ < +a BE B(R3)
, P2(B) = ()+(X,4) d xby

4) Lois Produits

Soient (E , E ,Mil ,--
(En

,
En

, Mal nespaces de probabilité .

Q : existe-t-il un espace de probas (12 ,
F

,
P) sur lequel sont définies nu. G . X

,,
Un telles que

· XI
, ,

Xn sont indep . Vi ESI , , n2 Xi est à valeurs dans fi et a pour loini

Considérons le produit cartésien E = EX XEn. Nous le munissons de la tribu produit destribus E , Enquiest la tribu engendrée par les rectangles

mesurables B, X x Bn BiEE, BnEE

Cettre tribu estnotée E I QEzQ ⑪En

Thm : Il existe une unique mesure de probabilité sur(Ex XE, 3, Q @En) quiverifie : VBEB ,
ABnEEn , M(Bix XBn) =M, (Bil

Mn(Bn)
Cette proban est appelée la mesure produit dem, Mn et est notée=M. Q ①Mn
Prenons alors e = Eix XEn ,

F=Q En,
et P = MiQ ①un

et définissons Xi pour (inpar Xi : m-> Ei

projection sur la i-ème composante w = (w
,, Wn)

Jedisque Xi1 , Xn sont indepetque Xi a pour loi
Mi pour (i <1

-> Xi (w) = Wi



preuve : Soitif[I , iny et regardons la loi de Vi

VBiCZi
, Pxi(Bi) = P(XiEBi) =M(Gw= (wi, waEriWiEBiG) =MIGX XixBixitX xEn)

Vérifions que Xii , Xnsont indep. soient Bie , , Breen=MCE) Mini) MilBi)m+ (it) Mn((n) = Mi (Bi) et don Pxi =Mi

On a P(XEBis ,
XnEBn) =M(Sw = (w,, , wh) : wiEBi, ·wnEBn4) =M(Bix XBi)

Application au cas ou (Ei, Ei) =(R , BCM)) ( in
.

Soient
Mi, , un in lois de probas surta

Alors il existe (1
,
F,

P) sur lequel sont définies n v. a . indépendantes XI, , Xn à valeurs dans iR , de lois oiM =
=

Mn
=

M .
Etant donnée une loiu sur

R
, il existe (22,

F
,
P) sur lequel Mi, Mn sont définies nu . a . Xi,n indépendantes identiquement distribuées (i . 1 den abrégé) de loin.

5) Regroupement par Blocs

Theorème : Soient Fil ,
Fontribus indépendantes. Soient I

,
5 deux parties desl, , n4 disjoints .

Alors lestribus J = a) Fil itI) etJ= G(Fj,j (5)

sont indépendantes.

pu : il s'agit de montrer que VDEJ , FEEJ , P(DNE) = P(D)P(E)

Soit D un élément de laforme D= 1 D
, où Di EFi pouriEI. Si P(D)=0 , rien à montrer

iEI

Supposons P(D) (0 et définissons
, pour fEJ P,(E) = P(EID)

, P2(E) = P(E)

Sitest de la forme E = NEjojEFj
jEJ

Alors P(DE) =P(MPiRj(DiPEiCI iEI

= PCMPi)P(Ej = PDPC

Lemme : (unicité de l'extension)

Soient P, P2 2 probas sur-e . Supposons qu'il existe une collection C d'évenements ta :

i)r(C) = F

ii) VA ,BEC , AMBEC.

iii)fCEC p
,(c) = Pz(C)

Alors P= P2

preuvedu Lemme : on introduit la collection= SAEF; P,(A) = RCA)3 . CCG , 9 stable pardifference

union décroissante, on ma G est tribu. D'oiFCG.

On a donc Pi(E) = P2(E) pour de la forme E=Ej.
On prend pour Clacollection de ces ensembles

On a +(C) = 5 , (stable par 1. Par le lemme
,

on a P, (E) = P(E) VEEJ

Donc on a P(DNE) = P(D) P(E) pour +t Ef Jet tout D de laforme D = 17 Di
iEI

Pour cela, on fixe Edans J et on itère l'argument précédent sur D.

Pproposition : E- Fun tribus indépendantes ·IlInparties de [1 , _, n22à2 disjointes. Alors les tribus &(Fi
,
iE Ik) ,

1 Kir sont independantes

preuve : récurrence surn

Corrolaire : XI s , Xn nua indépendans. Ilin n parties disjointes de Sl , in4

Les vecteurs (Xi
,
it [k) , 1KE sont independants

6) Espérance et independance

Proposition : Soient X, Y : 1-> IR deux variables aléatoires. On aéquivalence entres i) X
, 4 sont independantes

ii) Sifigsont 2 fonctions boréliennes,
->R +qEllf(x)o et Ellgly() al

orsE)1f(x)g(y)) < de+ E(f(x)g()))) = E(f(x)E(g(y))
I

pu : in i) Soient A
,
BEB(IR)

Appliquons in) af= 11 g = 1 B . E(f(x)g(y)) = z(MA(x)1 B3(y)) = P(X(A
, Y(B)E(f(x)((g(y)) = P(X(A)P(YEB)

iii) Sif= Ma etg = Mp ,
c'est vrai par defde l'indep. C'est encore vrai pour les fonctions étagées .

Fixons g = Mi et considérons & = S les fetns quivérifient 13.

· L contient MA,
A EBLIR) · Lest stable por limite X

Lstable par CLacoef), 0. Donc L contient thes les fonctions bor)
,0



Chapitre 4

on fixeensuite fet on reitère l'argument surg.. On décompose ensuite f =f +
+ f

, g = gt- g-
7, 030

Cori Soient X
,
Y2v... indépendantes +q f(IX1) < o et f(141) < co

·
Alors E ( (XY1) <0 et f(XY) = E(X)E(Y)

.
-

7) Covariance

*Y 2 va . (1
,
F

,
#) integrables XY integrable

Def : la covariance de X , Y est cov (X , Y) = E)(X- E(X))(y-E(Y)
Ainsi si X ,Y sont inclep alors cou(X,)=l= E(XY) - E(X)[(4)

Mais la réciproque est fausse.

Soit(1,
F, F) un espace de probabilité

1) Modes de convergence
Soit(Xn) neIN une suite de v.a définies sur (1,

F, P)

Soit également X une v. a . supplémentaire définie sur(1 ,
F, P

Définition: Lasuite (Xn)neIN converge presquesûrement vers X ,
ce que l'on note Xn PS

> X ssi

P([wE-imYn(w) = X(w(3) = 1

Soit r)
,

1
. La Suite (Xn) nEIN converge vers X dans &" (2

,
P), ce que l'on note Xn

L
,X

ssilimE((Xn-XI)=

La suite (Xn) neI converge vers X en probabilité, ce que l'on note Xn
P

< X , ssi

VE70 lim P(IXn-XkE) = 0
n->+

2) Liens entre convergences
La convergence la plus difficile est la convergence p. s

Prop: SiXn P. S

< X
,

alors Xn PyX

preuve : Supposons Xn P.
S

.

< X
.

Alors P/[WEz : lim Xn(w) =X(w(y) = 1
n-> +0

EP(limXn= X)= EP(ETOINEN ENNIX-XIE]
EEQ

= PC HIXn-X(3) = Q denombrabla

GEQ

EVE)0 PCUMEXnX(33)=une intersection dénombrable dévenements a proba l si ils ont tous proba 12
EEQ (exo)

E30, P)(nin((xn- X 1 <(3)) = 0 [P(A) = /EP(A))= 0

E VE0PCE
e d'elements

carsiAn ↓

E #370imPUEn-XK, E3) = 0 [P(MAn = im A,
M n-> +N

= VE)0 lim PCIXn-XK 3) = 0 i . e . Xi
PEX-X133

N->+N

Ensuite : Prop: Soit r), 1
. SiXn L X alors Xn

P
> X

preuve: Soit ELO
.

Ecrivons

E)(Xn-X1 % = (In-X(dP), /IXP), EPIx i



3, (1(Xn- X(XEErdP = ErE(MIXn-XyE)
d'où P((Xn -X(3) ->E((Xn-X(t)n

Pop: [Compatibilité avec l'addition : I
* *

SiXn *,X , Yn < Y
, alors Xn + Yn > X + Y

où A = p.
S,

L'ou P (avec le même choix partout)

indic: P((Xn+ Yn -(x+y() E)[P((Xn -X(z) +P((yn-y(79(2)

Nous pouvons également traduire dans le langage desv.a . les théorèmes classiques de théorie de la mesure .

# Thm convergence dominée :

Soit (Xn) une suite de v. a . +qi

1) June va X telle que Xn
P.SX

ii) June v. a .
Y, O integrable +pIXnI Y p.

S
.

Alors Xn L X ,
et en particulier : lim E(Xn) = E(X)

n ->

3) Exemples:

On se place sur (1,
F

, P) = ([0, 17 , B(20, 13) , X
so,

17) ,
X mesure de Lebesque

1X 1 -

X2n X2n+ 1
~ ne converge en aucun sens (ex)

12 I 12 I
Xn P.

S

., 0
P

1X 1X 1X

XI X
2

Xn XLr

12 I "32
"n+

1km

- Xnx-0
P

ilz 112 i ils is2s ! i Xn < 0

E(Xm) -
Y(n)

y(n)-
M

adapte 4(n) pourqueE/X) ,
0

in
Xnp. S

., 0 Xn 0
> p

4) Indépendance pour une suite infinie

Def: Une suite infinie de tribus (Fn)neIN estdite indépendante Cresp. d'événements, de v
.a) ssi toute famille extraite de la suite est

indépendante.

Rem: analogie avec la liberté en algèbre linéaire.

Théorème : regroupement par blocs infinis.

Soit (Xn)nEIN une suite de v . a . in dépendantes.

Soit(IK
, KEIN) des parties de IN deux à deux disjointes. Alors lestribus Jk=&(Xn , nElk) ,

KE IN sont independantes.

5) Le modèle analytique pour le jeu de pile ou face

Nous voudrions construire unespace de probas (1,
F

, P) sur lequel est définie une suite de va. (Xn)new deloi Ber(1/2) et

qui sonttoutes in dépendantes.

Nous prenons (1,
E, P) = (50, 13

, B((0, 13), X) ,
X mesure de Lebesque

A un membre réel wde [0
,
1[ , nous associons son developpement dyadique ou binaire :

w = [ Wown90, 13
n), 121



L'écriture est uniquesi on exclut les developpements égaux à l à partir d'un certain rang.

Nous définissons alors
, pour >,

l : VwE(0,12 Xn(W) = 2Wn-1EF-1 , 13 . Je dis que la suite (Xn) répond à la question.

X ,
1 - ·S X2- - /De manière générale , Xn (513) est l'union de 2- intervalles dyadiques de

2 1,3 longuers
2n

- 1- [ -1 - [[
wE [0, 1[ 0. 01 d'oiP(Xn = + 1) = x((wiXn(w) = + 14)=w = 0 . 0100

I ob
10

Ma les (Xn)n)
, 1 sont indépendantes. Soient E

,En dans [-1, 13 et regardons

P(X1 = El , , Xn = En)

= X(wes0,
15 : wi = +E,, Wh=H 4) = X(w:E )

2n

=

In = P(X, = El) X XP(Xn = En) . Nous possédons une suiteo de pièces independantes

6) Marche aléatoire sur les entiersdemarre de 0

· lance une pièce
face pile

! o pile face : I pas à droite/gauche
o il reitère l'opération à partir de la nouvelle position.

Notons Sn la position du marcheur après n pas.

Formellement , So = 0 Sn = Xi + +Xn , où Xi1 , Xnsuite ind Ber (1/2) surf-1, 13

>" Quelle est la probabilité pour que l'allumeur repasse par le reverbère original ?

sallumeur Oreverbère I
Regardons, c'est PlInEIN* Sn =0) =P)n =02)

= P({Sz =030(954=031552 =038(

= P((San =03)( =03) =P , San-2#0 , San =03

disjoints
Par & additivité : = [P(S2O , San-2 #0, San =0)
calculons d'abord1 p(S2n =0)

comptent de chemins (8) -(2n) (BPas.
X = n nb de chemins

B = n = nb dechoix pourmontes (2)
(24) !

2 10doiP(Szn =0) = (2)22n = 2a(n) n-> +0 πi

Sterling
Lemme: Pisto i SarfoSartoSand

I (2n)!
P(InEIN * Sn = 0) = 2n+1 (n !222
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Prop: Si la marche revient en O avec probabilité 1
,

alors elles repasse par O une infinitéde fois avec proba 1

preuve : Soit A l'instant de la dernière visite de O
,
i . e .

R = sup[n), 0; Sn =03
Supposons que (7n) 1

, Sn =0) = 1 et regardons , pour,

P(R = k) = 1P(Sk = 0 , (n >k
, Sn - Sk + 0) = ⑪(XI+ + Xk = 0 , (n)kXk+1

+ + Xn =0

or(Xn> kXk+ 1 + + +n +03Ef(Xi ,
i), k+ 1)

Par le thm de regroupement par blocs ,
cet événement est indépendant de [X1 + + Xk3 = 0

d'où P(R = k) =1P(Sk= 0) P((n)kSn - Sk = 0)
de plus (Xk+ 1 , Xk +2 ('i(X1, X2, (
donc(Fn> K Sn-Sk + 0) = PP(Xn), 1

, SnfO) d'où : (sachant (Sk = 0) _ (1)
P(R= k) < (P(Xn), 1Sn +0) <1 -P(zn), /Sn =0) = 0

or , PC la marche visite O un b fini de fois) = PCR (+ a) = IP(USR = k3) < [IP(R = k) = 0
KEIN

corollaire : Equivalence entre

1 IP(In), /Sn = 0) = 1 2 /P(Sn visite Oune noté de fois)=

Souvent, il est plus facile de mq un evenement arrive une infinité de fois avec proba plutôt que de mq' il

arrive une fois avec proba1

2) Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (22,
F

, P) un espace de probabilité , soit (An)ne in
une suite d'événements deF.

Nous définissons :

liminfAn =Un Am = Swe : wappartient àtous les An sauf un nombre finiau

lim supAn =UAm =Swe : w appartient à une infinité d'Anau

Par ailleurs, lim sup An se note également :

17

limsupAn = [An arrive infiniment souvent = &An infiniment souvent = &An i .soen abrége

ex : (Xn) suite de v .a . réelles BEBCIR)

lim sup[XnEB3 = EXnEB i
. so3

ex de la marche : limsup[Sn = 03 = [Sn = 0 i .
so?

Lemme de Borel-Cantelli : Soit(Annein une suite d'événements.

· partie I : si la Série [P(An) converge ,
alors(An i . so) =0

H

· partie # : si la série &(An) diverge et si les (An) sont independants , alors IP(Aniso)=

1: 1) Supposons que lasérie IP(An) cv . Alors

IPCAn arrive infiniment souvent = IP(MU Am) . La séquenceAm est décroissantee

nm>n

Par le thm de convergence monotone :

IP(NUAm) =LimPCA
[H), MparlaitPAmASen) = 0 , donc (P(Aniso) =

n-> 0m> n



II . Supposons que [IP(An) = +o.

IP(An i . so) = IP(MUAm) . Regardons le complémentairea

IP({An i .So}) = IPCAnf. so) = IP)UMAns

Soit n fixe'
, regardons

IPCRAm) =lim(AS

Ensuite
, IP(A)=(Am) par indépendance(Am)H(MXN

d'or; IniP(nmAm? = [In(1-1P(Am) (rappel . in (1 +x) < x)
n[mn

dou iP)Anf . sol=Amin =-

3) Le singeet Shakespeare
Mettons un singe à taperà la machine à écrire. Quelle est la proba qu'il tape les œuvres complètes de Shakespeare
Soit (Xn)n)

, 1 une suite i
.
1. d . Bernouilli(p) , OP

(n >, 1 IP(Xn = 1) = p P(Xn =0) = 1 - P

Soit KX1 et El , El une suite de 0 et de 1 fixée

Regardons l'événement
. An = EXn = E

,
Xn+ 1

= Ez, Xn+ k- 1
= Ek]

IP(An)= pEi(1-p)
-E

ne dépend de n ! donc. [P(An) = +

i = 0

Cependant, les (An) ne sont pas indépendant on ne peut pasappliquer BCII

considérons les événements Bn= Ank ,
n), 1. Par le theorème de regroupement parblocs. Bisont indépendants

et [IP(Bn) = +r. Par BCI
, p(Bniso)= 1

4) Un critère de récurrence

Revenons à notre marche aléatoire S = 0, , Sn = XI + + X

Soit T l'instant du premier retour en 0 : . e
. T=min(n), 1 : Sn =03 ,

convention info
Posons

, pour n)1 Un = IP(Sn =0) ,
fn = IP(T= n)

n

Un=(Sn =0) = P((Sn =03NET = k3)=P(S= 0 , T= k)

= IS,O,SK =0
, S=

d'oùUn=P(SO,SSk=) IP(Sn-Sk =0) par indeo

=P(T= k)IP(Sn- k =0

Un=Un

Au suites (Mn) et(fu) nous associons leurs séries génératrices définie par :

U(s) = GUkS" F(s) =
[fnS"

= E(ST)
n)0

P(f= n)

Ce sont des séries entières dont le rayon de convergence est
M

Ona U(s)- 1 = [Uns"= [[UKfn-ks" [on peut rajouter le terme n = 0. Voto =0 fn =0)
n3, 1 n30k=0

M

= Uksk)(fin-)= [produit Cauchy de 2séries

= U(s)F(s)
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d'oiU(s) - 1 = U(s) F(s) = U(s)(1- F(s)) = 1

#([Uns")(1-= O

S >

(n)(1-

(P(Sn =0))(l-C(T=) = mais (T=n=(T=P(,
IS=

(P(Sn =0)((1 - 1P(zn), 1Sn=0)) =
1

: (P(Jn), 1 Sn =0) = 1)[P(Sn =0=

Th Equivalence :

Q P(7n), ISn=0) = 1

②IP(Sn=0 i
. so) = 1

③ [IP(Sn=0) = +ao

n>, 0

5) Application à la marche dans:

O(p(l (Xn) i . r .
d. Ber(p)

,
IP(Xn = -1) = 1 - p, IP(Xn= 1) = p , Sn= X1 + + Xi

IP(S2n= 0) = (24px(1-p)" ~(4p(+-p))" (faire calcul en utilisantStirling
#1

p= 12 - IP(S2n = 0)-- diverge = récurentet

pf/2 converge = transiente

6) Cas de 22

(Xn) i
. n. d. P(Xn = (d))=4 ,

1P(Xn= (P)) = 14, P(Xx= (f)) = 44,(Xx =( )) = 4

calcul(P(S2n=0) =[ (2n) !
I = (IP(S2n =0) marcheds 2) ~ /IM

u +d+ 1+ 2 =2n u ! d !e !2 !

dans 23 : IP(S2n =0) ~C = converge transiente

Chapitre G : le problème des signes aléatoires

1) Le problème :

Soit(Mn) ne in une suite (deterministe) de nombres reels.

Soit) En) ne in une suite infinie i. i . d . de Bernouilli (1/2) +q :

Une IN , IP(En = -1) = P(En = 1) = 1/2

~ La série [En converge-t-elle ?n3
,0

.
siMn>0, la série ne convergepas.

. Si la serie [Unest absolument convergente,
alors. [EnUn est p.

s . absolument convergente.

Regardons lasérie harmonique
5.-=
2) Convergence dans

Proposition :

La série de v.a. [unen converge dansssi la série. [M converge.

H

PREUVE : Posons Sn= [EkMk
k =0

Alors
, la série [EnUn converge dans Lessi laSuite (Sn) nei converge dans?



L'espace 22)1,
F, IP) est complet pour 11 . 112.

Ainsi, la Suite (Sn)neix converge ssi elle vérifie lecritère de Cauchy.

Soit mn , regardons:

11Sn-SmIl = (ISn-Sm
=#((Sn-Sm))
=ES/
=Eleme=une (EE

en

k+le+ #(EkE2) = (((k)(((2) = 0

Donc

= = en - em où en=Mi

Ainsi : laSuite (Sn)est de Cauchy dans2 ssi la Suite (n) est de Cauchy dans R.

3) La loi du 0-1 de Kolmogorov

#ef: Soit(Xn) nei
une suite de v . a . définies sur l'espace (re,

F, IP) .

Latribu de queue, ou tribu asymptotique, associée à lasuite (Xn) est latribu :

2= M & (Xn, Xn+ 1 c C
13, 0

Un événement A de Fest dit asymptotique pour la suite (Xn) s'il est dans latribu asymptotique.

EXEMPLE : ElimsupYn, 1003 , EliminfXnEso,12] , Ew limXn(w) existe , Ew :En (u)un converge
[ est asymptotique pour lasuite (EN)neI

Théorème : Soit (Xn) ne in une suite de v .a . indépendantes.

Soit A un événement asymptotique pour la Suite (Xn). Alors(A) vaut 0001 .

Application au pb des signes :

SoitEnUn converge p.
s
,

soit elle ne converge pasp.
S.

4) Un résultat d'approximation :

La différence symétrique de 2 ensembles Aet Best : ADB = (AUB) /(AMB)
· ADO = DDA = A

. ADA = 0
·VA , B

,
C

, AX(BDC) = (ADB)DC
· (P(2), D) groupe abelien

PROP: Soit (Xn)
ne in

une suite deva . et soit A un événement dans latribu d(Xo, XI . il

Alors il existe une suite d'événements (An) neIN +q :

·UnEIN
,
Jk(n) , AnEr(Xo Xk(n)

· lim IP(An DA) = 0
n-> +d

RQ : VA, B P(A) - P(B)[P(ADB)
,

donc on aura aussi lim P(An) = P(A).

PREUVE: Considérons Glacollection des événements pour lesquels le resultat est vrai



je dis que :

Em &(Xo, , Xm)CGsiAEO(Xo , , Xm) , il suffit de prendre An = A

On montre ensuite queesttribu
, donc contient GUr(Xo- Xl

Ainsi , 5(Xo, X1 .-> CG

En effet
, 01 2Eg

Si AEG et (An) suite approximée A
,

alors la Suite (An) approxime AC

· IP(An>DA)) = P(AnDA)-> 6

si (Am)>1 estune suite deG
, alorsUAm EG

PosonsA=UAm

Comme AmEG, il existe (Am , napproximante pour Ami

En
, Ym>, 1

, 7 k(m, n) ; Amine(Xo --, X(mal
lim IP(Am DAm

, n) = 0
M

· Comme lim P(A))&Am = O
,

VM), lFY(M)+PIPCAAm
n-> +d

Ensuite : FmEEl ,, 1(M) 3;

-WCM, m) +q Vn), N(M, m)
,

ID(Am DAm
,n)mim

Prenons alors NCM) = max & N(M, m),
1 m Y(M) Z et Am=MAm, NCnm

Alors
, IPCADAm) IPCALMAm) + PCYMAMDAM)
3PCAMDAm

,
n(m)

-Imm = /mi

(Xn) indep,
AEC = 5(Xo,Xi

On applique le résultat d'approx à A:

7) (An) Un An Et(Xo, Xi , , Xk(n) et lim IP(AD An) = o

D'abord
, 1 P(A) - P(An)1 > IP(ADAn)

donc IP(A)-> P(A)

De plus,
AnE +(Xo,, Xica)

ACC CO(Xk(n)+11 Xk(n)+2
&

cloncIP(AMAm)-> P(A)
Comme (Xn) indep, les 2 tribus sont indep . Donc A et An aussi

IPCAMAn) = IP(A)I(An-> IP(A)
1IP(A)-PCAMAm) = P(A)An) < IP(ADAm)--O

,
doi P(A)2= P(A)

5) Inégalitéde Kolmogorov :

Soient XI, Xn n V . a . indep, centrées et de variances finies .

Posons VKEEI, , n3; Sk = X1 + + XK

Alors Fa) 0
,
IP(max 1SkK,a) Var(Sn)

1kkXn
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preuve :

Pour KEEI, n3 , on introduit l'événement Ak =[ISI,1SkyK , 1Skl >2} disjoints.

var(Sn) = #(Si) = (ShdIP),)Si

A
-

=SdP car Ai2a2disjoints

De plus,(SindP = ((Sk +Sn-Sil

- ...

6) Convergence de séries de v.a . indépendantes :

#m: Soit (Xn)nei une suite de v .a . indep,
centrées et devariances finies · Un

,
E(Xn) = 0 #(Xi)+ o

1) Inégalitéde Bienayiné-Chebyshev

Supposons que X est positive.
Alors #X

, 0 IP(XX, X)*ESX]

rq: Comme XX
,
0,[X] est toujours défini, éventuellement c'est tro

PREUVE: #[X] =/XdIP),(XdIP, XP(X

(x, x}

l = /Max)MxxzX = XX

Soit X une v. a. qui admet un moment d'ordre 2
, i . e.,[X2]+o

Alors Ft) 0, IP(IX-[(X]), E) -> Var(x)

PREUVE : 1P(IX-E(13k, t) = 1P/(X-E(x))
2 )

, (2)
Markov

<E2[(X - f(x))2) =EvarX
L'intérêtdecette inégalité réside dans sasimplicité et lefait qu'elle esttrès bien adaptée aux sommes de v.a . i.

2) Laloi faible des grands nombres

THM: SoitM une mesure de probas sur l qui est intégrable, i . e . (duo

Alors m =Seul
Pour n)

,
1
,

Soient XII , Xn M va i
. i . d. de la loiM .

Alors FE)0
,lim((x

+ -m(E)=

Rem : Si (Xn) reste i. 1.bloin, cela s'écrit : XI + +Xniym
M

En fait, par la formule de transfert appliquée auvecteur (X11 ,
Xn) , on a :

1P((X1 +- X
-m()() = P(xx

,
xm)(2(4, ( c) E; / + +(

-m), (3)
17

MQM D

Ainsi, la loi faible est en fait un résultat asymptotique sur la suite de lois (MQn ,
n

,
1)

.
La loine nécessite pas d'avoir une

Suite do ind



PREUVE: Supposons que la loi Madmet un moment d'ordre 2

Posons 82= var(m) =((x -m)2qu(x) et appliquons BTa+(x + + Xx)

Comme(i (X+ + (n)) = π((Xi)++(xx)) = m

Soit Elo

IP((X1+ + x
- m(

,3) var(Xt + x)

Calcuions var (XI++ )=Var(X+ +X)(var(x) + +var(Xn)

10 in Var(n)=
-Odoi1P) /XI+

+n
-m),E))n+o

3) Loi forte des grands nombres

Thm : Soit (Xn)n), , une suite de v. a . intégrables i. e . EllXI 1) ) + do

Alors XI+ + Xn p.
S
., ((X)

H

preuve : Tere étape centrage
Posons m = #(X,) quitte à remplacer Xn par Xn-m , pour n), l

, nous pouvons supposer la suite centrée, ou, de manière

équivalente , que #[X] = 0

22 étape : troncature : Posons Un>I , Yn = Xn SilXnI n , i . e
, Yn = XnMSXn kn]S O sinon

et écrivons XIt + Xn
= (X1- 41) + + (Xn - Yn) + Y1 + Y17

M

↑
je disque

M M

le termetend vers Op.
S .

Lemme: Soit (Xn) n, l une suite de va ind

On a équivalence entre : i) ((IX,1)+ do

ii) IP(1Xnk, n dont souvent) = 0

PREUVE : Comme les événements [IXn 1), 13 sont indépendants, par BC on a équivalence :

IP(IXnK, n notsouvent) = 0 E&(IXn), n) <to car Xiet Xn ont même loi

G

E) [IP(IXi K,n) < +o

n),1

E E((X, 1) < +de

E((Xi 1) =f(X1dIP =())+ (t((x113at) dIP

Fobinit(tx21} dIP) dt=IKE
Ensuite).(IXI K, t) dt= (1XKt) at

IP((X, k, n+ 1)
->),+ ((X,kt)dz ->IP((X, k, n)

[IP((X, K, n+ 1)
-
> #((X, 1) [(IXI, n)1)

,
0

Yn = XnM(X, 1 -

Yn = Xn) (Xn1) 1

Par le lemme IP(XnYn i
. s) = 1P((Xnkn i . S

.) =0 (carE((X, 1) <+a)
Ainsi IP(XnYn i .S) = 1 et donc

X1 - 41 + + Xn -yn p.
S. -O

n n-> +d
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4) Critère de Kolmogorov

PROP: Soit (2n) une suite de v. a. indépendantes, centrées.

Si [E(Z) <to alors4 +2n p.
S
., 0

n31 17

PREUVE : (... )

7/11/2025
La convergence en loii

Definition : Il existe des suites de v . a . qui ne convergent nip.
s

,
ni en probas,

ni dans L' , mais dont la loi converge ,
voir même

constante
. - -

I

(m ,
F

, m) = (50, 13 , B(50,
13 , x) I X2n

Pourtout n ,
la loi de Xn est la loi Bernouilli (1/2) X2n+ 1

Un P(Xn=0)= (Xn = 1) = 12 et doncxn= Ber(1/2) ne dépend pas den !

"2 I

3

il i
Definition : une suite de va . (Xn) ne In Converge en loi vers une via . X

, ceque l'on note Xn L
, X si pour toute fonction f

continue bornée R
<

1R
,

lim #(f(xn))= #[f(X)]
n+> +a

Remarquons que [f(Xn)] ne dépend que de laloi de Xn , i. e
.

[Sf(Xn)) = (f(Xn) dIP =

~~loi den
transfert

(imf(x)dIPyn(

Ainsi, la convergence en loi s'applique même dans des situations où les n. a .
Xn ne sont pas définies sur le même espace

de probas(-2 ,
F, P) , i . e

., si Xn : (1n , Enc Pn)(IR, B(IRI) où (an
, Fn , Pil nont aucun lien a priori .

Ceci distingue fondamentalement la convergence en loi des autres modes de convergence.

2) Lafonction de repartition

Soit X unev . a . (m,
F, P) >

R
, B(IR) .

Def: Lafonction de repartition deX
,

notéeFx
,

est lafonction définie par: Voc ER
, Ex(x) = IP(X(x)

Ona Fx(x) = 1x(]- 2
,
x])

Comme les intervalles 7-0
,

(c],cER
, engendrent les boréliens et formentune famille stablepar finie,

par unicité de l'extension, la loix est déterminée par Ex.

Conclusion : la fonction de repartition Fx déterminelaloi Px deX.

Unefonction de repartitionFverifie :

i) Fest croissante de IR dans [0
,

17

ii) Fest continue à droite

iii) lim F(x) = 0
,

limF(x)=
x- - d x++ x

preuve : il
ii) Soitsco EM

. Regardons lim Fx(x) = lim (Px(]- ,x])
x->Co x->0

x7 (Lx0
xE Q

continuité
monotonex( ,-0,x) = Px(3-co) = Exc

CEQ

iii)limFx(x) = limx(2-2
-d

=Mx(- x) =P=

lmx(x)imx(2-x) =Px(c)=R



F(x)
- ⑧

3) Exemples : 1-p [
X~ Ber(p)
P(X =0) = 1 - p [ ' 7 Fx(0) = 1P(X-(0) = 1-p

Fx - Exp(a) Fx(x) = (Ce- x0 = 1 - e
-
at

-

> Plus généralement, si la loi de X a une densitéf, alors

Fx(x) = (f(t)dt
X-U(51

,, n3)
X-U((0, 13)

Fic FX 1-0

9 i'
1 > !
M

4) La bijection :

sin est une mesurede probabilité sur (R, B(I)) ,
safonction de repartition Fn est l'application de Rdans [0,

1] :

FxEIR
, Fu(x) =m(z - 0, x]) .

Cohérence : siX est une v.a , Fy(x) = Px(3 -0
, x]) = Fpy()

NotonsM ,
(M) l'ensemble des mesures de probabilité sur (R

,
B(M)

Rl'ensemble desfonctions de repartition sur He (les fonctions qui vérifie il ii) iii)

THM: L'application MEM ,

CR) 1 < Fuetest une bijection

Construction d'une loi singulière
i . e

. loin sans atomes : Vecu([x4) = Oct +p7cm() = x(d= 0

, froB ,
F)

LEE
(FR

o ' in 23 in 21
(Fn) > Fo sur [0

,
1] uniformement

5) Traduction sur lesfonctions de repartition
Comme la convergenceen loi ne porte que sur les lois des V. a, elle doit pouvoir s'exprimer via lesfonctions de repartition.

Thin : Soit(Xn)nEIN ,
X des v.a . réelles et notons (Fxn)nei1Fx les fonctions de repartition.

Equivalence : i) La Suite (Xn) convergeen loi vers X

ii) en tout point de IR où Fx est continue
,

la Suite (Fn(c)neIN Converge Fy(x) , i . e . lim Exp(x) = Fx(x)
n->+a

preuve : i =vi) je prends f(x) = My -0, x] · alors [f(Xn)] = 1P(Xn(x) = Fxn(x)
~ ↓

(pb : fpas continue enc [f(x) = Fx(x)

vraie preuve : Soit so un point où Fx est continue. Il s'agit de ma lim FXnFx(xd
Soit 270 et considérons lesfonctions fig suivantes :

Alors Vx EIR (x)J f(x) +j -p,
x(x) <g(x) (x)42

-0
, x0-57 J-axo+E]

I ⑧

et f
, g Sont continues ,

donc[f(Xn)) > [[f(x)]
f

des [[g(Xn)] - ([g(x)]
# [f(xn)] < Fxn() [[[g(Xn)] Un
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n
- +0t

Ex(xo-E)[Ef(x) < lim inf Fun( &lim supFxkco) (g(x)] [Fx(xo+2) vo

↓ car so

n -+a ↓roite-O

p+ de
Fx(xo) continuité Fx(x0)

ii)= i) Fx(x)-Fx(x) en tout point où Fx est continue

Soit f: R -> IR continue bornée
.
Il faut mp[[f(Xn1] < Eff(x)]

Soit 570 . Comme limFx = 0 , limx = 1
,

il existe abtqFy(a) (5
,
Ex(b)) -E

,
Ex continue en at a

Ensuite on écrit[f(Xn) =(f(x) dP = ( +(Xn)dIP+/a f(Xn)d(P+(-f(xn)d4
Xna [Xn < b Xn)(s

1diP IlfllP(Xna) = IlfloxA l

1/alllfl(Xnb) = llflloCl-ExCl

Soitso = a(x, < x= b
,

une subdivision de Ca, b) +p Fx est continue en eco-K.
K

Définissons fut par : fi(x) = [1] pe](x) supf = [supf I dIP
C = 1 Je ,xe] C = 17xe

. 1 , xe](e. 1 < Xn -e
K

Alorsf[fis sur [a
,

b] et ( I dIPf(xn(dIP[/dIP =EAxes(e
., (xnSxea(Xn - 7b

(... il a efface (

Les fonctions caractéristiques
Si f est une fonction de IR dans Cet sim est une mesure de probabilitésur(M ,

B(IR))
,
on definit

(fqu = /Ref qu + if Imfqu sous reserve que Refet Inf sont integrables.

1) Définition

sin est une mesure de probabilitésur (IR
, B(IR)) , sa fonction caractéristique, notée Yu ,

est la fonction R->K

définie par : VuER , Yp(M) = fera u (bien définie car leine l et donc Reen = cos noc estu intégrable

-> Si X est une via . r .
définie sur un espace de probas (22

,
F

, IP)
,

safonction caractéristique, notée Yu ,
est la

fonction de R dans K définie par VUEIR Yx (m) = #Seiux]

=Jeux= (eiux(wdP(w) (bien définie car leiy
donc eiux/P-intégrable

Lien entre les 2 def : Par laformule de transfert

#Seiux] =LeiuxdPx(x) et doncYx =Y

La fonction caract d'une v. a. X est, à un signe près,
la transformée de Fourier de sa loi

X.

2) Exemples :

· Si X ~Ber(p)P(X= 1) = p ,
P(X= 0) = 1 - p

Yx(u) = ([eiuxj = 1 - p + pein

· SiX ~P(0):KEIN IP(X =K) =
e-00k

K !

4x(u) = #Seiux]cilkeoe(eiok =e-0eiMon
K !



X- Exp(x)
,
a)0

+

#Seiux) = / ,
euxdedX(x)=Leil-adX)= elicaen

=

L

2t IR+ O il - 2

3) Propriétés :

Si X est une v. a. Sa fonction caractéristique Yx vérifie :

i) Yx(0) = 1

ii) FuEIR
, 14x(M)) El

iii) VMEIR
, 4 x(x) = Yx(-u)

iv) 4x est continue surte

preuve : ii) (((eiux)(((((eux)) = 1

iv) Soit MoCIR et montrons que yX est continue en do

Yx(u) =Jeuxdx(x)
Il s'agit d'une /dépendant d'un paramètre.

Ici
, FUEIR VecER leiMec/ <l [majoration uniforme en M par unefonction -intégrable]

Parle TCD : lim 4'x(u) = Yx (Mo)
u-> 18

Effet d'une transformation affine :

Xv. a &
, BER

Alors FMCIR, Yax+ B (m) =eiMBYx((u)

(Seiu((xx+B)) = ((e+Bind(x) = eiuB((eicux)

4) La loi gaussienne
Soit mEIR

, 030 et Xunev
. a . de loi N (m, 52)

*) Posons 2 =

X-m ssiX= m + 02
·

alors [wN(0, 1) · Calculons 42
5

42(u) = #(iuz) =feiux
2π

#) on met sous forme canonique : ilx-=-in
2

=Le-irqu ceteil
en

Et t

* Calcul de [(m) = (ex-ildaucarre
↓+ coordonnées polaires

· ICO) =(e
Calculons l'(m)

I(m) = (f(x,
u)dxavecf(x

,
u) =e

(x - iu)

Conespère : I'(M) =(E( ,de
f(x, u) est C'de IRXIR+C

Of(x
,u) = i(x-in)e -2(x- in)

au

of (eu)Ilocamjaospit
uniformeenle



La fonction MEIR IMe-122est bornée surta
,

et donc

-MYOMEIR VecE/( ,u)((kd + M)e

Cette fonction est X intégrable et ne dépend pas de m. Alors I est dérivable et sa dérivée vaut :

Of
= i(x- in)e

-2(x - in)2

I'(M) =( (x
,
u) dx =(ix-iu)-il x = - (x- iu) e

-12(x -iu)2

=

-i)( ,u =-(fu

d'où I(m) = ce = I(d) =V

On trouve finalement 42(u) = e-12/2 sizuN(0, 1)

siXwN(i , 02) , Yx(e) = eium-ur(X = 02+m)

et/202
Posons go(x)=

2it a

(eiMxg(x)dx = gy(u)

5) Thm d'injectivite

Notons M,(R) l'ensemble des mesures de probas sur (IR
, B(M)

L'application qui a une mesure de probasmassocie sa f . c. Yu est injective

MEMICR) < Ym .
Ainsi si X est une v . a

.,
lafonction Yy caractérise laloi de X.

cas particulier : sin admet une densitéfu c
alors Un (M) = feraf(x)dx(x)

preuve : Soit (1
,
#IP) un espace de probas sur lequel sont définies 2 v . a. indépendantes X etY

telles que Xun et Y~ NCO
,

1) et soit oO

Idée: Nous allons convoler avec une gaussienne pour la régulariseret nous allons ma cette loi convolée

est determinée par Yn.

Pour cela, nous étudions X+ rY
Soit f: M

->R continue à support compact .

[Sf(X +oY)) = (f(x+-Y)di =
transfert (c),*(+2)dIP(X

,y1*(y) ((X,)
=x@y

On sait que Px =ety = N(0,
1)

& (f(x+ ry)] = ((+(x+ oy)qu(x)g , (y)(y = ((+(x+y(du(x)gg(y))dy)

On a vu que (eire(e)dagi (u
go(y1)= Jeg x ->t

u-y
2-Ya

E(f(X+rY()
=))) f(xy et(t) dt dyqu zx

gardet,

= (f +(2)eizgf(t) dtduce
xzt

THM Fubini :(f(z)ei(z-x + g((f(t))(((f11091/y(t)
-supportcompact L'(RXIRXIR MQXQX



Cours 10

#[f(X+Y)] =)/f(zegt(e) et en

=((f( etgift)Yutd e

Ainsi la loi de X + 0 Y est déterminée par Un .

Faisons e famille deva
.

XtrY,0 dont les lois sont déterminées pas

Prouvons finalementXX =XnEX

1) Soit le théorème dePaul Levy

Soit X, Xn ,
ne IN des via .s réelles et soit YX. Yxn nEIN leur fonctions caractéristique

Nous avons équivalence entre :

i)Xn2 > X

ii) FUEIR
,

lim Yxn(u) = Px(u)
n-> + d

Dem :

Sens facile il ii)

4x(u) = [(eiuxn)= (cos(uXn)) + i[(sin(uXx)
les fonctions sicosua

,
sinux (métant fixe) sont continues bornées etdonc par définition de la Convergence en loi :

#(cosuXn) > E(cosMX) et donc Yxn(e) < Yx(u)
n -> + 0 1 -> + de

#(sinuxn) < #(cos MX)
n ->+ a

sens reciproque : ii)= i)
Nous utilisons la même stratégie que pour prouver l'injectivité de la transformation de Fourier des mesures de probas.

Nous supposons que X
, Xn , nE IN sont toutes définies sur un même espace de probas (1 ,

F
,
1) sur lequel est aussi définie

une v.a. Y indépendante de X
, Xn , nEIN et de loi No, il

Soit f : R-> Re une fonction continue à support compact. Nous supposons ii)vraieetnous voulonsXnX
Soit &> 0 etécrivons

#(f(Xn)) -#(f(x)) = ((f(Xn) - f(xn +wy)) + ((f(Xn+ +Y) -((f(x+-y)) + E(f(X+(4) - f(x)
Commefest continue à support compact, elle est uniformément continue.

VE>O 7870 fx, y EM(c- y) < 8 = (f(x) - f(x)) <E

Soit &70 fixé. Soit Sassocié à E comme ci-dessus. Ecrivons:

It(f(Xn) - f(Xn+0y))) <()(f(Xn) - f(xn+ay()
Convent majorer chacune des intégrales

=f (f(xn) -f(Xn+aY))dIP + (f(Xn) -f(Xn +24)(di

10413
,

S
Sisy

1 S



1 lP21flla)TdP =2flolYk
104K

,
S

jedis que lim IP(10YK) S) = limIP) (41)&) = 0 donc 700 211flld P(80YK, S)/E
&->0 5->0↓ E

(a -f(xn +rY)(d

Ona donc I(f(Xn) - f(Xn +84)) /2E (vraie pourtout n !)
Parle même argument, on a E(f(X+roY) -f(x) <25. Reste leterme dumilieu.

On a donc:

FnEIN
,
Ik(f(Xn) - E(f(X1)(22 + (((f(Xn+84) -f(x+8Y))) +2E

Nous utilisons laformule du cours précédent : #(f(Xn + roY) = ((f(zlen gyu Yu A
e

#(f(X+ roY) 4x

14xn( -u))posonsunlefonction
quine depend pas de nest qui estase

2'(dX(u),Dx(z)
/2 (2

, X02)
-> d'où la convergence souhaitée (en appliquant le thm de convergence dominee

Par TCD :

INFn, N (Eff(Xn+roY) -((f(X+50Y))) <E

Alors pour n>N

(Ef(Xn) - (f(x)) -
(22 + 2 + 22/5E

3) Moments

PROP: Soit Xune v. a . réelle. Soit K]
,

1 et supposons que #CIXI") +oo.

Alors&x est K fois derivable
,

et de plus ((Xk) = iky**(0)

PREUVE : Yx(M) =Ceux
Faisons le cas où K= 1 : #(IX1)+ro.

Il s'agitd'une (à paramètre,eton veut dériver /m.

On pose F(x
,

M) = einx

OrF(x
,
u) = ixeux ,

u)() fonction majorante qui est x-intégrable etqui ne dépend pas deM.
J M

Thin de derivation : Ux dérivable et Y'x(M)=F(x,
u) dx = i(edIPX(

d'oùYx(0) = i(xby(x) = iF(X)

Ce résultat permet de trouver facilement la suite des moments.

4) Exemple :

X - U(c- 1
, 1])

= sinM

2il) Mmercieetin a
n

,
0 (2n + 1)!

d'oùyy(n)(0)= (- 1)" (2n) ! =

C- 1) *

(2n+ 1) ! 2n + 1



E(X2)=

l
gaussienne XvNCO,

i)
-

47/2
Yx(u) =ecrollesimpairn to h(Gu

((X2 + 1) = 0 À chaque distribution

symmétrique porrapport

doiUx
**) (0) =

(1) "2n !
=(i)2[(X2) dovE(X*)=Cal à o(comme NCO,1 )

! 21 les moments impairs

= O

5)Convolution

Lemme : Soient X
, Y 2v.a . indépendantes.

Alors VuElR Yx+y (m) = 4 x (m) (y(M)
Preuve : Y

x+y(M) = ((eiu(X+y)) = E(eiuXeinY)
= ((eiux)((e=my) = 4x(x)Yy(u)

indep

Corrolaire : SiXi, Xnsont nva . i . i . d .
alors Yx+ +xn(u) = (Yx,(a))

Supposons que X a une loi de densité f
, Y a une loi de densitég etX, Y indépendantes.

AlorsYx+y(m)
=(feiu(

+4)f(x)g(y)dxdy
transfert

y

Posex=, 3 = x+ y gardee, remplacey

Yx+y(m) = (feiu3+(x)g(z-x)dxdz . (Fubini)
xZ

=Leilzf( g(z))dz = feih(z)dzoh(z) = (f(g(z-xdx =fg(3) produitde convolution

defetY
.

Paridentification des 2formules on conclut que X+Y auneloi dedensité f* G

(f + g)(z) =ff(x)g(z -x)dx =

(+(z-x) g(x)dx
-> gaussienne

Dès quefetg sont dans'
, le produit de convolution fag est bien défini etaussi dans L'(x)

6) Le thin limite central

Soit (Xn)n), , une suite de v. a .
i

. i .
d. qui admettatun moment d'ordre2.

Posons m=(XI) et 22 =Var(X1) . Alors XI+ +Xx - Min L
>N(0,02)

M

Attention, ilfaut absolument centrer les v .a .
en soustrayant nE(X,) = nm.

Parcontre on peut normaliser par nVarCX,), i. e
.

XIt +Xn - nm
>N(0, 1)

Il s'agit d'un resultat universel. n'o

Dès que lesu. a . (Xn) ont un moment d'ordre 2
,

les fluctuations de XI + + autour de sa moyenne sont

décrites par la loi gaussienne. Le TLC ou TCL est un raffinement de la loi des grands nombres sous l'hypothèse
d'existence d'un moment d'ordre 2. Xit

17

+ yn = (X) + R - Rnva. +pRn2 <N(0,82)

7) PreuveTCL

Posons n= XI + + Xn-um et aussi Xk= Xk-m , I Kn
,

et étudions la convergence en loi

i

de l'aidedesfonostiquesen s #(eiux/)
= (4x, ())

4X,
(m) est 2 fois dérivable cart(X,(2) +o , donc elle adiet un developpement limitéà l'ordre 2
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4x
,
(m) = 4y

,
(0) +uYy, (0)+

42 yy(0) +5(uz)

= 1 + iF(X(x - u2((Ym) + o(uz)

= 1 +0- + r(m) ,
w= #(X,)

doi4() =1-Et

Yyn(u) = (1-u +0(t)"
= exprIn)1 - ou +ol

= exp -

02m2
+(1) <e = 4 no,,(u)

2

on conclut par le Thin de Levy
(Ici, on utilise le In complexe) (In (1+) = 3-++ (* 2 rayon 1)

Le processus de Poisson

Nous voulons modéliser des événements qui arrivent à des dates précises mais imprévisibles.

Exemples : séismes
, désintégration d'atomes

, pluie ,
début ou fin d'appels téléphoniques .

& chaque occurence d'un evenement,nous marquons un impact sur l'axe des temps: XX X >* "

temps

Hypothèses: il Les conditions de l'expérience ne changent pas au cours dutemps

ii) les ibs d'impacts dans des intervalles de temps disjoints sont independants
Pour 17

, 0 , nous notons N(L) le nombre d'impacts dans [0
,
t]

Nous avons alors une famille de v . a. (NCE) L
, o

indexée par un paramètre continu : c'est un processus stochastique

1) Construction d'un modèle discret

Soit nl un entier. Nous subdivisons l'axe réel en intervalles de longueur n : [ ,K;

X XXI 1 XXY↓ 1 23/ 4/n t

Un intervalle [k, est dit occupé sil contient au moins un impact,et vide sinon,e

Notons pr laprobabilité qu'un intervalle [1 , K soit occupé. Par l'hypothèse i) , pine dépenda

pas de l'intervalle
.

Pour t)0, nous notons Nn(t) le nombre d'intervalles [ ,
K+ [quisont inclus dans [0

,
t) (k+1 (t)

M

et qui sont occupés. Par l'hypothèse ii) ,
les états vides ou occupés de ces intervalles sont indépendants et

Nn(t) suit la li binomiale B(Lnt) , pi)
Etudions la limite en loi de Nn(t), parexemple à l'aide des fonctions caractéristiques.

YN(t)(u) = E(eiuNn(t)) = ()) - pn) + Pneu)
LNE)

. Hypothèse : Pn > 0 ,
sinon le modele explose

(nt)(n)()+ Pa(eiu- 1)
= 2

=
ent)(pn(e=n

-1) +o(pn)

=
ent)Pn(eim- 1) + o(npn)



> X LntJent LRESpn-XtSupposons RPMn
< to

n -> +a

Alors lim Yn(t) (a) = e*CeiM-1) et doncNnCt) YsP(x
17 > ta 12

Rappel : XVP(X) si X est à valeurs dans IN et VKEIN
, P(X= K) =e-XX

((X) = x
,

var(X) = X , Yy(m) = exp(X(eim-1))

2) Instants de saut

Nous avons montré que ,
at fixe; Nn(t) < P(x)

Mais en fait , la fonction t , > Nn(t) est une fonction aléatoire nulle en 0
,

croissante
, d'acroissements Oou 1

Ni(t)
6

⑧ [

I · [
O # X X > t

Ti Tz Ty

La loi de la fonction aléatoire converge-t-elle quand n >?

Nous définissons les instants de sauts de Nn(t): VK)
,

1
, T = infEt, 0; Nn(t)=k]

La fonction Nn(t) est complètement déterminée par ses instants de saut . En effet
,
Nn(t)=ok ↑ST

,Tigt)Examinons la convergence des instants de saut Tk" et commençons par Ti

Soit il
, O

, regardonsPCTIL/n)=/50 ,
1/n5, [ Evide

Xo XI X2
Nous introduisons une suite de v . a . XK ;

>
, 0 tq :

↓ in /n'/n
X=O si l'intervalle[1, Evide

-
I occupé

P(T,) ) = IP(Xo=0; · Xi-1 = 0) = (1-Pn) :

d'oùVE)0. PCTi> E) = (1-pi)
<17t)

> 0
11

ent/in(1-pn) 17 >to

doiFt . Fri(t) <
l-e-x

d'oiT.
" 2

> Exp(x)

Rappel : Une v . a . X suit la loi Exp(X) sisaloiestde densité ↑R+ (x) e-
**

da

et alors (f(x)=/ X , var(X) = Y/X , Fx(t)= 1 - e
-xt

⑧

- O [
o [ > t

+ T2

je disque Tz-Thest independant de TPetila mêmeloi.

Vérifions : soit i
,j I et regardons

P(Ti = yn , +z"-Ti= Yn) = (P(X0 =0
, Xi=0 , Xi - =0(Xi = 1 , Xi+ 1 =0

, Xi +j = 0
, Xi+j+i)

= (1- pa)= Pn(1- pn)ipp
) = 1P(T,

"
= i/n) (P(Tz"- Ty = (x)

d'où le résultat



ainsi, PCTI", T2 -Ti) 2 , Exp(x) @Exp(x) zoisexponentiellesindependantes.
Par récurrence

,
on ma : (TP, Tz"- Th 1 <Th-Ti , 1 t+o)(Exp(x)

*1

4) Le processus de Poisson

Les calculs précédents nousperine tent d'imaginer le candidat pour la limite en loi de Nn(t)
Nn(t)n -

· I

· [ o [
>

n-> + d
O [

" Y Y + 42
>

llongueurdeet les N= N = 2
vers une loi Exp (num de

lamarche
Soit (41) n,

une suite i . i . d
. Exp(x)

Posons(n)1 Si = 41 + Y2 + + Yn
Définissons FEL,0, N(t)= max &n,0 ; Snkt3
Alors (N() (7)

,
p

est le processus de Poisson d'intensité x

Pour chaquet, N(t) estune v. a .

~ P(Xt)
Nous nous avons construit une continuin de v . a . (NCE) , 72

, 0) sur lemeine espace de probabilité.

5
n++ P .

S. et N(t) est lunique indice +PSNCt) EtSNCH+

5) La loi exponentielle

La loi qui régit l'intervalleentre 2 impacts successifs est laloi exp(x). Elle surgit comme limite de lois

géométriques renormalisées .

Six-geo(N(n) + X 2
> Exp(x)

Ces 2 lois possédent une propriété remarquable ,
l'absence de mémoire.

i . e . Tw exp(x) ,
Es , t)0 IP(T) (+ s (T> s) = 1P(T)t)

La loi du temps résiduel à attendre sachant qu'on a déja attendu s est la même que la loi dutemps

d'attente total. Elles sont utilisées pour modéliser des phénomènes qui ne présentent pas de

viellissement (ex : temps devie d'ull atome - durée d'un appel téléphonique incohérent) (f(t+ s)= +(t)f(s) et]

6) Applications
Autobus : les arrivées de bus àun arrêt sontmodelisées par un processus de Poisson (2). Le temps moyen entre 2 bus

est /L. Jarriveà l'instant t . Quel sera inonten ps d'attente ?

I * * X
l raisonnement : Vu l'absence de mémoire delaloiexp(a) , montemps d'attente suit une loi expla)

[ donen moyenne
2e raisonnement : j'arrive au hasard entre 2 bus, parsymétrie, montemps moyen d'attente est lamoitié de

la longueur typiquedes intervalles/22
*

Y15
Sn= Y1 + + Yn , N(t). Si instants d'arrivées des bus.

I I

Soit K +q Sk-1 <t (Sk +Y
Sa ***Mon temps d'attente est S4-t .

SK

tmps moyen . ((Sk-t)
Y11& Exp(a)



Cours 12
Percolation

1) Le problème

Immergeons une pierre spongieuse dans l'eau. Elle contient des petits canaux.

Emolécule d'eau diamètre canal /Pierre
Le centre de la pièrre sera-t-il mouille ? En 1957

,
Broadbent et Hammerly inventèrent le modele math

de la percolation,pour étudier les milieux poreux aléatoires.

2) Le réseau carre V = [1 , 2
,33 1x

X2

Définition : un graphe est un couple (V,
E) où : E = 592 .333 *

3
Vest un ensemble de points : les Sommets (vertices

- E est un ensemble de paires de points de V : lesaretes (edges)

Nous munissons &2 d'une structure de graphe.

L'ensemble 2
des arrètes est constitué des paires [s,y3 où

, yEZ2 sont plus proches voisins,

i . e
. (x- y(z= 1

DEF: Le réseau carréest le graphe (22, (2) XX

XXX

XX

DEF: Un chemin est une suite de sommets co,, n, 22 distincts +q :

pour tout il
,
0

, Soi Kiti] est une arète

Si le chemin s'arrête au sommet an , nous disons qu'il relie sco accn etqu'il est fini de longueur 1

S'il est infini, nous disons qu'il reliesco à l'o. x2

x4
40x3

DEF: Un circuit est un chemin con , ->
ta en et so sont voisins xUn tel circuit a pour longueur n+1

3) L'espace de probabilite

Les arrêtes du graphe jouent le role descanaux.

Nous allons les ouvrirou les fermer au hasard indépendamment , avec probas pe]o,
1

↓
l'eau peut passer

*
bloques

#2
associé unNous prenons comme espace de configurations : 1= 50, 13 etat à

chaque arrête

Un élément w de -2 est une fonction de250, 13

L'arêtee#2 est ouverte (respferiee) dans la configuration w siw(e) = 1 Cresp . O)

Nous munissons-de la tribu fcylindrique, engendrépar les événements de la forme

Gwes ; w(e = En , wen = En3 ; 1) 1
, eent

,
E , En 150, 14

A-t-ons F= P(m) ? Non

Nous munissons finalement l'espace mesurable (1
, F) de la probas Pp = ((l -p)Swce)= 0

+ PSw(e) =
1)

eCE2
(produit tensoriel des Bernouillis p)

4) Les custurs ouverts

Noustirons au hasard l'état des arêtes. Nous enlevons les arrêtes fermées.
Nous obtenons ainsi un graphe aléatoire. Précisément

,
soit une configuration.

Nous considérons le graphe de sommets les points de 22, et d'arrêtes les arrètes ou vertes dans w uniquement



*
Le but de la percolation est de comprendre la géométrie de ce graphe aléatoire.

E

Si EZ2, la composante connexe dec dans ce graphe est appelé le cluster ouvert dec dans wet est note((x,wh

* sicc
, yEZ,

onnote , yl l'événement : il existe dans Wun chemin qui reliee ày et donttoutes les arêtes sont ouvertes

Ainsi
, C(x) = C(x, w) est un ensemble aléatoire

1 C(xw)/ Cardinal diam (Ca ...

5) La probabilité de percolation
[C(x,

w) ECO
, w)]

La quantité fondamentale pour analyser le modèle est:

8(p) =Pp((((0)) = m) = Pp(0+ a)
0 : 50,

17+> [0,
17

&(0) = 0 (toutes lescuretes sontfermes(

O croissante. Pour cela,on utilise un couplage , i . e .
on construit un espace

(r ,
X12

,

F
,Q,) +q sous Pi laloide la 18 marginale w , est pe

2nd wa est P2 PIP2
et +p toutes les arêtes ouvertes dans wi le sont aussi dans W2 XikX2
Si on a pu faire cela, alors 0(pi) = Pp,

(0#d)=(04 dans Wil) IP(0 o dans wa

= Ppz(0+ a) = 0(pz)
On prend ~Unif(50, 17) et Xp = Au <D3
[P(Xp= 1) = P

OSPXI et XPIYXP2 ↑ A

6) La transition de phases =!P
Le modèle de percolation est fascinant car c'est le modèle le plus simple qui présente une transition de phase.

THM : Il existe une valeur Unique po strictement entre 0 et 1 +q 0(p) = 0 Sip(pc et O(p))0 p> PC

preuve :

Mppc> O &
+

Pc = sup[pE(0, 17 ; 0(p) = 03 .
Soit n > 1

.

O(p) = Pp(0=d) -)Pp)7 chemin de longueur n issu de 0 dont les arêtes sont ouvertes
= Pp)) & les arètes desco,on sont ouvertes3)

do= 0,
- , an chemin

On

E(p) < [plesarètes deco
, son sont ouvertes)

xo=0
,
-Ch

= /S Chemisco, ,n issus de 03
= p" / Schemis longueur n issus de 031 p

*
4

.

3 x3 = 4x3+

4puzn
>

pc (1 . dualité : Le réseau dual de22 + (j,t) = 22*
1-> +

0
donc O(p)= 0

À une arête du réseau 22,
,

nous associons l'arête et de

&+peet et se coupent orthogonalement en leur milieu
& O ① X

et
o so X X

Si f est ouverte dans w
,

nous déclarons &*ouverte Is WA x Y
X

O(p))O pour pproche de1

1 -0(p) = 1 - pp((((0)) = a) = Pp((((a))(+a)
Faittopologique : si CCO) estfini, alors ilexiste un circuit dual d'arêtesfermées quientourent O

Y

I

X
- -X - -X

"&..
-



1-0(p) <Pp (Z circuit du al fermé entourantO
& les arêtes de O sont fermées3) = Pp/V ( 12 Pliesartesdee=PP(J circuit 1)

, 476 dual ferme (
dualentourant o longueur 1

1-0(p) 5(1-p)" = [(1-p) ; { circuits fermés de longueur n entourant O 3
n)

,
4

((l -p)" n .
4 .
3 x(l- p)4

choix d'un

pt de l'axe

Ainsis lim O(p) = 1 et doncc

↑

·p-> /

Allure de Kesten pc=2
,

d3 3
-

-

7.cluster a

aucun
chemin

01 !pPC

A-+ -onsO(pc ,
23) =0?


