


Chopitre 4 - le modéle prabobilisie
Nous considerons un espace aleadoire . Novs notons . I'enternble cles resuttods possibles : clext vn entemblc queieanque o pron.

() Evene memts ;
Un évenement assodé @ l'expericnce aleadoire est vnensemble de resultals clont on peut leuler o probabilite’.
Notons Flo. collection de tous les événements,
Fni, T Pla), rensembledes porfies de -, Noas demandons en fuit que F soit Lne Hiby 00 T- olgébe surn., ie, Fest
une collection nonuide de pactes de . qui véifie:

« VAEF, RA°E T ( stubile parpassage complémentaire)
« Si (Aaacq est vne suite dielements de T, alos U Aqestencore  dans F(stabilite’ por () déhombrable )
Rq: vne. ity contient Rrement I e new
(Fronvide : 0P, 4°€ T, AVA'EF,_nSCF)
N
fRi@. 2 evetements Aet B sent clits  disjoints ov incompodibles 87ils ne peuveat arriver simuttanément, i.e.si ANB est ('évenement
impossible @ .

2) Grobabilde
Soit 12 un ensemble equipe’ dwnetribu .
def: Une probobilite’ sur (1, F) est one agplication P: N—> Lo, et qui uérfie - ;:) P =1
i) Si(An)neq est une suite d'eléments 242 disjoints,
aors P(U Ba) = 7 _PCAn)
neM

nemn

S S

Rec]ordons dans le cas 06 S est fini. Dans cecas, on grend togjours F- (P(.n.\
Qoient 8,8 2 evenements dispints. fAgpliquons i) o lasvde Ag=8, K=8A,:
') \IN,B digpints, PCAVB) = PCA) +P(B)

Lo- théorie moderne dles pobabiliter €3t construite avec laxiome i), plas fort que i), ne hevrle pas Vivtution. Mais Suctoat, Clest ve
condition fondamentale qui permet de manrer de nombreux theorémes Limites.

Concusion: Unespace de probabilie’est oniriplet (2, F, P)os: o . est on engemble
o Fest one 4eibo soe_n [Qxiomdique de Kolmegorov 1Q30)
o P et une probabilite’ surla, F)
3) Tk borelienne
Seit . ua ensemble. 3 G, soat 2-4ibus Sur 2., on deRnit leur irters ection N9 - FRC.(Z ;AEF e BE QT
Clest enaore vne +riby. (ew)
Pls généralement, si(’F‘E )icx estone Quille detribos Sur 12 indexee par l'ensemble T ouelcmque, mmig B-laca; wer ae®ly
est encore unetrity,

Prop - def': Soit f une colledion  de parties de. . T existe  tne vhique Hiby cr(ﬁ) qui vérifie:
i) llc °'(‘l)
i) Vi, ACF00q) . F
Lo-ribo 0'(H) sioppelle latribu engendrée par ), Clest la. plus pekite Hibw qi centient f].

prevve: Considerons lo 4ribu 2wivante: n g"eﬁ-une Fibu, elle contient f] . Elle est cntenve dans eute 4ribo qui amtient 4.

Saribo, A

P(.2) est vne +rib, qui contient . Cest donc la. plus pekite-riby qui aatieat .

Rem: Clest le procede’ uhlise pou’ defioir le. s groupe mgendrepm' vne famille d'elements.
(3ev engendre’...)



(0s de R
Lo 4ribu borelienne sur (R, notes BCR), est ta. ibo engendree par une des familles Sviventes:

o les intervalles [a,bd, o¢b ER

o — Ja,bC,

o les Semi infervalles 3 -0, X], AER
[>,40LC, 2¢R

1) Les vasiables aleadoites
Oeft Les variables aleadoires Sent leS nymphes desespaces de. probas,
Une v.a. estune finction de expeience aledoire, cest donc d. priori une applicion X: Ly R,
Nous vouloas pouveir Coleler lo.probabikite” quiune variable aleatoire 4ombe dans un irlervalle asbitrice de R,

Une CNIS paur cela est de. demander que X soH mesurable.

def. Seit (2, ®, P) un espace de probos. Une verioble aléadoice X sur (2, F, P) estune agpliction X: 1 _5(R quiest mesurable de (2,5) dlans (R, BIR)),

ie, YBEB(R), x'(8). Jue a; Xta)EBY EF.
funsi, i B EBIRY, alorsX-'(B) est un euenement, 0n le neote Simplemen EXGBQ suméme XEB.
Ce maniére ganerale, O efforce de simpiifier les formules enenlevant lo- Vasioble W chaque fois Qu'elle atest pas indispensable.

Convention: Onnete les v.a. par des letres majuscules X,Y, Z, )V, W, etlesvalewrs correspondantes Dor des ledres minuscoles, x,y, 2, . r,u,.
Plos geénéralement, an peut Considerer desv.a. al valeurs ¢, dons fRK,— then faH, dans ntimparte quel ensemble equipe’ d'une tribu.
Une fenction £ R _, R estdite borelienne Si elle. est meswable de(’ R, BCR)), dons (R, B(R)), i.e, si YBEBIR), £-(8)- fx€R:f0)eB]ELM

er. SiXestone v.a, e @ fcho bareliense, ators £(x) estencore LNE v.a.

MM&X‘ lesv.a.:

Si (X) Soite dev.o, km infXa , lim supl et limXn 300t v.a.

Xva: oX v.a.
Lyve ¥YX+Y wva.
Xy

€n foit) on utilise 1e langage e les résutiads de lo theore de o mesure.

On espace Eequipe’  dlunedribu g est qppele” espace mesuable

Si(E, ) o (F, 7°) sont 2 espaces mesurables, ute &b £:€ s Fest mesrable 3i VFEF, £(F)e b4
Une proba. Pest une mesure ( positive) de masse Jotole .

S) L. loi dune v.a.
Soit (-, F, P) ynespace de probabilie’ et soit ¥ vnev-a. definie sura o valeurs ds IR.

Det: Lo loi de la.u.a. ¥, notee &, est la. mere de grobabilie” sur ( R, BCR)) deinie par-:
VB EBCR) R(8)- P(¥€B) (< PIX{(E): Pl fuoe0;X(w)EBY

Tnsistons sur te fit que la loi dlune v.a est une probabilite’ définie Suc Vlespace des valeurs de la.v.a-; dans natre cas, (R, BCRY)
On ditque 2v.a. Xet Y ont méme loi si R=R,
L'olyet dtinterét primordial,quand o etudie une vasiable aleadoire, C'est so.loi.
En effet, nous usolons evaluer les probabilitey d'évenemends astodes d.la. v.a..
” La loi, Crest fondamendal | "

6) Esperence (n,F; P)

Une vasiable aleadoire S:n 3 R estdife ‘e’hge'e‘ si elle prend un nombre faj de valeurs. Elle sierit donc :
S< %‘Q‘z‘ﬂp‘- o(;ol, ,an€R

= by— e ]

Sen espefence est sen integrale par fogpart-d.£, dennée par E(S) =f$‘dP = (;‘.O.‘_ PCA;)




Six . [0, +al est uneva. positive ov nulle, vemvuellement elle prend (o valeur +00, on dé@nit Son esperence Par:

E() = sup? E(S); § efagee, OF 3§ XY, Clestowssi Pintegrale deX pas rapport o P. On note E()():[XdP. fAttention, on peut awoic EX) = +a
$iX: .0 _5 Rest de  signe quelconque,onéerit X=X -X" 08 Xtz max (¥, 0) parfie posHive

X*etX™ st 2 v a. positives, Y "= -min(¥, 0) partie. Négasive

Lorsque EQOC)< 400 et EQ¢) € , on pose: E) =fXdP= EOC)-E(r)

Comme de plus, 1X|= X*4X~, ona. efpivalence : EQH)< 00, EQX")<a &> E(IXI)< 00

Dans cecas, Snesperance est EQY) - J‘xde. Onncle }'(n, T, P) tespace desv.a. integrables.

) Vadiance
Si X est une.v-o. infégroble, on definit sa.vanance :
Var(0)LEQY-£60]

= €l ~(0))*]

fimphi 2 - 0/6a/28

1) La. mesure. de Lebesque

Une mesore sor (R, B(IR)) est one. application de B(R) dansL o, +ooC 4elle que/u(¢) =0 etQui est G additive:
Y(Bnen € BCﬁ\)\\f CYo#m BnNBm=0) -_—:7/»4(9(3“),_ nZ_/u(en] 1

Theoreme: T existe vae UNique Mmesuce asoe (R, B(RY) qui verifie:
VYe,bER, a<b /M(l'o,b'.l) = b-a
Gette mesure est Gppelde 10 mesure de Lebesque et est notee A
Tl sugit dun résubet difficlle! B €BCR) NB)
Tdde delaprevve: Noos défnissons poor A LNe partie quelconque de R
N(A) =inf f ‘.GLI b-a;; (@)1, (b:);e1 famillesde réelstq: ViET q, {bi, [-’§C‘:é‘).l 3o, &L ﬁ

N nest pas une mesure, il est sous addiif mais pas G addiif

On monire que. k. festiicion  de A¥ & B(R) est o additive. et on prend A= AF \B(IR\
Premiees propriéhes

. YxeR, Nfry)=0

« SiAC Rest denombable, alars AA)= O - %—7\(1’!'!) par o o.ddrivie
T existe des bereliens C  de R non dénombrables Yq A(C)=0

2) Lei uniforme Su¢ L0, 13- N ous scohaHoas constuice un modéle  mathémotique dle. Vexperience qui consiste o Firer LN Nb aw hasard
dans [O,(], unifrmement.
Nousgrenons .= L0, muni de sa.ribu eorelienne 3(L0,13)
B(Lo/17) est au ciwix , latribu G intervalle, T <C0,0) engendrre pos les Sous-intervalles de [0, ou bien latibo +roce de
B(R) surfo,i7: P BEB(R); BeLoad 4= {BNIQr : BEBMY etmun de lo. probobilite” P= A
Nous definigsons  olors une ua. Xen posant «
X:n._5ro,0
Wy ¥w=w
3 disqueX estun db choisi au hasard 0if'ds Lo 17
En fait laloi & de X et A| 0 Eneffei, WBEB([qT), F(B)- AC(XEB) = P(Jw: Xw)e89) = NB) denc Br=A.

| 8(Co,12)

3) Lois & densife”: Une loi de probabilide” M suRest dife a. densHe” oAl existe uie Raction € borelienne positive 1g:
VAEBR), m(A)- chx = j ) dy (+)
Lo foncion Pest ‘P lo dentite, ou Plutsl; une densite’ dem. Une densti€’est une foadion barelienne positive qui
udife | fan= f fax=A (o)



Toversement, Siant dlende une foaction ¥ borelienne > 0 qui verifie (), on peut anstruice. UNe i de probabilite’ sor R osseciels 6.4

vie- o fymule r.
Etunp(es fondamen taux: (porrapport-a lo- wesure de Lebesgue)
olai Oniforme sue on intervalle Ce,b], clestlaloiat densite , de dmsd'e 'ﬁtnb‘][")

Onta. fote . Ura,63)
« loi exponentielle de paraméire of>Q
loi de denste’te” ** A @a (x) notee  ExpCal)

« loi normale ou Gouss'-e.nne de pasometres m, G °
loide dcns\-k. e ( (x- ';")z) notee V( m, o?)

Y4) Classificedion des lois sucfR
Un poiftt X est un atome de la loi ﬁ/ﬁ(?ﬁ))O
On dit que la loi/u est diffuse sielle va pas d'otomes.

On distinque 34ypes “purs "de \ols:
o loi discrétes: Ondit que m est disréte sPilxisteun ensemble O Rai ew derombrable q /«(0) =4

Ona o.\ors/v\: Z Pka

>0 +q VAEAR), /AU-\\- fdA

o lois & densite’: Onait que - est o densite il exigle £ borelienne
/u(c\-'{d ACO:-0

o lols sinquliéres: ®n dit que M est sinquliere sielle est diffuse et il existe unensemble C tq

Toute combinaison conuele deces 3ypesestune i de proba. sur (R. Enfatt tewste mesure de probas sor (R se décompore comme
A old md+ “a/ﬁo.“‘*!/“s o0 old, %o, ,ots €L0,1T oty + o +0s =1  ehcette ecriture est unique.

1
dl:c':ele deasite’ L Shguliéce

5) Sur le choix de I%inteqeale
Suppesons que Nous disposions done. +theorie de Nintegration qui permet dlintegrec les fetay continues positives.

Front doanee une daction €0 -telle que J ) dx=1. Nous pouumsdeﬁn((/m(n)- JFCx) dx Pour +outes tes parties R autorisées par

la Hhéorie.
Exemple : Smemam + fonctions cantiowes.
Oons cecos, la. probabilite’est defnie wctous les irecyalles | tes | Raies dlindervalles.

Mais le choi X de predilection  Pour lo.theorie des grobas c'est e'fde lebesque : [ £d 7\1
T mesuce

ft S e Lebesquas
LaeR)

Resume dela. ®nstruction:
UnePog:h‘on bordienne § et dite ctogee sielle prendun nombre finj de. valeurs, elleest de \a forme

s:%qﬂ&oﬁa‘, —  an€R et B, »Bn EBCR)

Easuite, Sifestwne fonction borelienne 0, o0 deinit Sw\: sop } fsah, sérogee;088¢ € G

frtention, lesup peut &re o0

Seit maintenant £ bordienne de signe quelconque. Onditque € est\ intégrale si

Oans cecus, a0 défalt s&n\: SF*dA- fan ovec f*=max (£,0) o partie> 0
et £=-min (£,0)

eronnare (IR, >) rensemble des fonctions N integrobles.

1£ldA< +00.

€) Formole detransfect :
Lorsquionrayaille avecdesy.a,oneffectue +out dlabord des  manipolations dans vespae (N, P, Lorsquil slagit de faice intecvenir

les lois specifiques ades - @, on-tran sfect lecalcul dans (R,

PROP. [ formule detransfert (2, F,P).7]
Soil Xune voa. 2 —> Retf: R_5 R berelienne. +qX) a0t dans ¥ (a2, F P). Alors

j Flx1aP= [ PPy oo enenre (F(K(w)dRW) = [ F0)dX)
DT xefR loi de X



M:Commqal\s for £= 1(80666 BCTR\
L{tem o = [ Ag(X(ud)dlP(w) = A § 1 X(w) €BY)~ pxeB) =R (B) = J dPy= [ LY
B /R

wé-n
Si s est étogee, s vérifie lo. formule de tronsfect .

kmme: Soit Yune collection de fctns boteliennesiq -

JVBERR) , 4p€E X

K)Whged Nu, B0 o(hf&geéi

iit) & est stolle pos limtte croissate: si ({n)est uresuite ded 7 fn gcmldﬁ,\_:rc \ olots $€ QP
—+

flors & contient Hs tes {oactions boaceliennes > O .

Applicaion: (. ,F, P) espace probas, Xonev.a. ittegrable den >R
Alors ECX) :fXdP= JX(m)dP(w)
la

wen
Transfect dans R = S IdR dPy= J xdP,(x)
CY Y€R

Supposans que latoi de X est m) proba. sue R on note cela. )(N/« .
Alors er/n etona: E(X) :J xd/m(x)
R

Si qe p(us/u o.one_ deasife £, iluient E(C) = S x€(¢) dN\(x)
De méme pour lo- vasiance: i

Si X estintegrable, deloi M, qui o.unedensite f.

Vas(x)= S (X'm\d/u(x\ =J (x-m)2£6) dX(x) o0 m ETX)

R R

3) Méthode dela fctn muette
Supposons que I'on ait aeastruit une v.a. X paryn ertaio procede’
Nousvuoolons alwler la \eideX. Clestune meswre de.probos suc IR,

Enfont cue telle, elleest determinée par senaction sor les feins continues bornees.

J#d/AF fw/«z

Alors /ﬂ|=/ﬂz_
Poor +rowver lo.lor  de ¥; nous prenons e fckn £: R R cmtinve.  bornée & noos évoluons  E( (X)) =[4(x)dP
Par \o formule de tronsferd, =J £00dPy (x). On Seffere de metre. le cesuttat 2003 cette forme, etan tice o loi de X

R
&cm‘,e » Xa U([O,I—h 1 K%\, 0 de XK.?

Soit £1R_5 R continue bemee. (alou lons E({*(x“)).
E(£(x%)= J £(X¥)aP = jF(x“)dchx) » Px densité Mo,
N

prop: Soie.n-k/m., , 2mewres de probas sur R g pour He foncion £: R —5 R cantinue bornee

4ronsfect Y

= | £6Mdx  (y=x*, x=y"¥
[0,!3 dx=2 l/ﬁJ

1 g “K"d <Y dV)

l Vgd Y

Lo, I+ le cotrat

. . * l —l
Conclosion - X% a to loi de. deasite —‘?‘1' A 1(l?o,rj )



Chagpitre 3- Indépendance :
() Tribo engendirde parune vosiable oleadaice.
Soit G2, B P)unespace  de probabilite

Oefinition: Une sous~tibo §  de Fest une tibuquiest induse  aans F, ¢.e. gcfF:vREY , AEr
Oef: Soit X onev.a. del.n,®,P)dans (R,BCR)). Lo Hbu engendrre parlav.o. X, fotee 6(X), extlo. Hibo T(x) = T(XYA), 8CR))
CGomme Xest onev.a, YBE BCR) , X(B)ETF erdonc GTX) estune sous—hibode

2)Ofinitions fondamentales
Un duénemts Ay, .An de T sont independants ss; peoctoote pastie fiaie T de §1, Ay, ona
) = N 0 e
¢ {Q\Iw = Teca;) €3 aenditions)
ftention, ire independant = &tre indépendantts 24,2
’3'\‘44”)(,, Ao 5 (R osoor dites independantes ssi
Ve e AR, __ encBIR, pxEB, , {0 €Bn) = PCNER) x x PO € Bn)
3) 0 soustibos sont indépendantes ssi 5, ,FadeF
YAEF,— vaneF, P(AN 0An) = PCAYY— xFCAn)

€n fait, on peut decrice 10 1% defnition a laide dela 2"9S Ea effed, les éudrements A, Aq sntindépendants < lesva. fa,,
et la 290 & (ude de a3

s 1An Soot indep

les va. ¥, , Xn sont indep sti les4dbus assedees GUG), ,G0ln) sont independantes
Clest donc la.definthon quec les+ribus qui est la glos generole.,

Qle permet de fraiterdes Situcdions plus mplexes, par exemplelte cas dev.a. o valeors dans des espaces qQuel dques.

3) Variables deafoires géndales

Soit€ un espace quelcnque. equipe’ done 4180 €. Une v.a. o valeurs dans€ estone applicndion X qoi est mesurable de (., ) dans (E, &), i,
vge &, x-ca) e

Loioi de X est 1o mesue de probas sor(€, £) deRaie par

8¢ &, AxC@) - erxes) = P(x-'¢8))

On peut aiasi corvvuire  des vectews aldatoices et méme des  fonciens aléadaices

Exemple: X,Y 2 v.a.d valeuws dansR. on pose Z= (64). Alors Z est on veckene alcatoice de R On ditque lalei deZ  admer vae densite’
siilexiste 8:R? 5, Co, + 0oC 4q ¥8€ BCRY), B CR) = D‘;cv,v)dxay

W Lois fredoits

Seient (6, &,/ /), s (Ea,2n, pan) o espases de protabilite’.

Q- existe -+-il vnespace de obas (., %, P) sur leqoel sent deéfines nV. .Y,
o, , Yoo ndep Y< €3y

,Wh Hellesque

,0% Y est o uvalews dans € t.i-a.@oorlol'/v\;

(onsidérons le padot @rtesien E = Eiv ¥ En. Noos le munistons  de o, +bo prodoit desdribos &, , &a quiest lo-+ibo engendrde por les rectangles

aescables B x___y Bo €Y, 8.€8,

Cemre dribvestaotee EIQEL® _____R¢€n

Tho: T\ existe une Vnique mesure de probabilite” m sue (€ ¥ xE, %, ® —— o&) uiveifie: YBEF, , 9B € o) /V\(an ¥Bn) = (8

malB

(ette proba.  ext agpelec 100 MENT prodoM depm 2 M0 e eskootée m=m @ _Q/W\
Penens qion 2. = Eix — 46, T2 RO ® ‘go,aoz/««.@_@u,. et définissons X pour (SiSnpar X' 2 —E:
praeckion sucla.i-éme mposasnte Wz (W, —,wn)
Jedisque ¥, , Xn sent indep e-que l&o.wh‘./v‘g poor LS c&n X D=



x Eo)

prevve: Soiti€ I, 20Y e regordens lo.loi de ¥

V8:C 8, Py (8,) =P €Q) = [ Faoe Cumy, €L 5w € BY i€ x
\ésfoas que ¥, s Yo sonk indep soient B,CE,, ——80€ 2 = mCE) —— (B gL B oy (En) ———— pa(E0) = (B e donc O zp

On o PEB), s0n€8n ) = m(By %8n)

X ‘_'XQ"‘ 16‘:“ X

5 W\}t(ﬁneen

’ XnCBn):/me:(m,,

Applicadion aw s 00 (C;,‘&)g(!k,&(@)\ \5;$0.S°‘C‘\+/ﬂ,—l,‘n 0 lois de probas sor®®
/\(nti\ﬂl&fsdnns(& de tois oﬁ,t.:

An \ndépendasies identiquement cistribuges (L.<-denatwige ) deloi -

*/a.\-/u.éhntme‘e \)Mloi/u\ sue

Blors il existe (2,5 P) sor lequel Sontdéfaies nu.a. indépeadantes y,,
> Mo Sont definics B V. & X,

R, itexisre (€2, 7,0) sor lequel o
S) Regroupement parBlocs

Theordme.: Soient F, L0y disyaints. Alors lestribus J= a-(‘r,:, i€1) e+3= 0‘(1{,,366)

Sont indepen dasttes.

, o nivbos independantes. Soient T, J deox parkies de {1,

v il stagit de montrer que YDEJ, YEET , PLONE) = PLD) ACE)
Soit D ondlement de aforme D=0 0,08 O; €F: pourk€I. Si P0)=0 ,rien tmontrer

Q€L
Sopposans PCD) Y0 et déRnissons, pour EET  PI(E) = PLE(0), p,c€) =XE)
St Eest de lo. Rorme ez‘ge,osg er
3
Al = ) - . Y
ofs P(DNE) P(ig 801 ’re\aej) iTgl;oco.,) ,:‘;u; PCE)
=PCoo; €) = ACO)PCE )
C&GI o\.) Pgre\ﬁ J) 0¢0)

Lemme: (onicite’ de llextension)
Soient P, 0, 2pobas sor2. Supposons quril existe uie mllection C diebenement s q :

) o(C) =7

ii) vA,8E€C, ANB €C.
#i)¥ceC Bee) =6, CC)
fiors A= £

Preuue dolemme: on introdoit ta adlecion §= PRER 0CA)=RCMY . CC g , 9 Stable pardifference.

union décroissante, onmq @ est +ibo. DR F (.
On adonc (€)= P,(E) pour€ de la-forme € =, g\jE;,. On prend poue C lo.colleckion de ces ensembles.
)

Ono 6(Q =g, Cstabie par . Par le lemme, on a. B(€) = Pr(E) YEET
Ponc ono. PLONE) = AO) P(E) poorH EE Fer teut Dde lafome = N
et

Pourcela, onfixe Edans T eronitere largument preedert sur O,

4

Peroposition: A, B n +ibus indépendantes - T, —— , Tn Nparties de {1, a7 2422 disjoiotes. Mors lestibus OCFy | ke 1q), 1¢KS s independanter
prove: reurene urn

An npartiey disjointes de pl, ——,n¥

Goralaice: Xy, 2 ¥n nvo. independans. T,
Les veckeues (X, <€ Ik) ,) SKS sont indépendouris

€) Esperance et indepen dance
Proposition: SoientX, Y: 2 — R deux vartables aleatoires. On aequivalence et £) ¥, sovt independantes
%) Sihgtent 2 fonctions berdiennes, R —s R4q €(1600| < e Ef glyll) o

ocs E(1 F00g)| < & etE(Rx)g)) = E(Hx) E(4))

pus 4 =) Soient A8 EBR)
Rppliquens ix) &€= g = 4g. E(FXgey) = E(1a004gW)) = P(XEAYER) E(f(x)EQLY)) = P(XER) PlYE B)

A 4x) sif: g etgz g , west ureipordefdelindep. Clesten aore umi pour les fenctiens e'tages,

Foxens g= 43 et @asiderons 8 =F les fetnr quincifient 41,
oL ontient 1@, A €O(R) - Lest stable por limite 2

Lsable par CLo>c0e?),0. Donc ¢ cantient 4es les fancticns bar 2,0



On fixcensute Fef on reitere lagument 0rG On delcompoie ensoite £ =4‘*4—>4" .9=9r-g-
20 20

Gxt Solent¥,Y2v.0. (ndéendantes +q E(K() < o et E(Y)< . Alos E(IWY)) < et ECKY) = B EY)

1) Gvasiane
X\ 2vo.. (0 ,q:‘p) indegrables XY (ntegroble.
Def: lacovaiance de. 1Y est v (xyy) = E((X-ECX))(y-€Cy)
Rinsi s X9 sook indep aters cou Cx,)<0\ = E(x4) - Ex) ECY)

Mais la_ relciproque est favsse.

Chapitre 4
Soit (., F, F)on espace de probubilil—e'
1) Hodes de convergence
SoiH(Xn) nEny we svite  de v.o. definies sur (., T, P)
Seit également X une v.a.. supplementaire definie sur(n, F, P)
Definition: La.svite (Xmnenv @erge. presquesbrement vers X, ceque fon note ¥n—F_ X ssi
P(Ew(-:.n_ |lm Yn(lu\ X(w\")) =I

Soit r21. La suite (¥n) nE IV converge versXdans¥ (2, P), ceque Pon note Xn —3 X

SSIn-‘::‘-uoE(,X“ XI )_O

Lo svite XpYne v converge vers Xen fyobo.bili+e', ce que Fon nate ¥y L,X) ssi
Y€>o im PAIN-XI1YE)=0

A—>4®

9_) Liens entre convergences
Lo- convergence lo- plus difficile est lo. convergence p. s

Rrop: SiXn %, X, alors Xp—"—5 X

prevve: Supposons ¥n—25 5 X. Alors P(fmén. lmn Xn(m) X(w)'j)

& P( l.m Xn—X) ) & P(vE>0 3N€|N Vn>,~ I%-XI1<E ) =1
g€e

&N U E\Xn XI<E 5)-' (@: denombroble)

£> nemnv n>,

Py )
& YEvYo P( U ﬂ fon-x<€ 3) | Cune indersection denombrable dieivenements o probo. | ssi ils ot tovs probo. 1]
EEQ@ (exo)

& VYo, P( (Nte)m QN ¢ DX <s§)c>=0 LPR)=| & P(RS)=0

P X =
& V€O C«Qm'gnjl X1 %€%) =0
Suite detraissante d'elements
arsiftn V

& re70 lim P(U 5Ky~ -x|% €%)=0 [P(nAn)-n.m (A,
Ny iy N ﬁn- U Elxn-xl>€"1

> V€0 I|m P(an-X’7£) O .« X(\—>x
Ensuite: Prog Soit 1. Si Xn L5 X olors XYn—0>Fs X
prevwe: Seit £>0. Eceivons

E(lxn-)(l r) = I an-X|rdP>, [IXn-XlrdP > E'P(I.(n-)()>£)
e ¢ 1Xn-XI>E



% [ A1n-XI >E £7dP = E E(Hiynx>e)
doo P(IXn-X1>E) £ L_E(IXa-XI") —0
I n—y+o
Prop: [Gmpadibilite” auec Paddition: ]
Si )(n*_>X, Yn—=* 5V ,alors Xn+ Yo S x+Y
ob #z=p.5; Lou P (avec + le méme choix pa,(+ou+) .

indic: PCIXn+Yn ~(k+Y)7 €) € P(1¥a-XIDE) 4P (19n-Y1764)

Nous pouvons e'go.lemenf troduire  dans le langage desv.o. les +hebremes dassiques de théorie de la.mesure.
ex: Thm convergence dominee:
Soit (¥n) une svite dev.a.. 1q:
1) 3une va. X delle que Xn RS x
i) Fune va. >0 integrabie 4q 1¥nl <Yp.s.
Alors Xn_£_, x, eten particulier: lim E(¥n) =E(X)

n-yo0
3) Exemples:
On se place sve (2, F,P) =( Lo, B(CO,I__I) ) >\|E°‘,-,> )N mesure de lebesque
X 14
Xan Xans1 "7 ne @nverge en aucun sens (ex)
2 \ 2 Y :.s. 0
) X | 3 | X
Xy X Xo xL"
2 ll g :'/2 Y pa :?n
| o0 |0, 57
/2 | g ! I3 ! I i3 2f3 I Y3 2f3 [ I;.;_, h n
r
Y- ¥(n)
o E(¥m) - 21 )
adapte W(n) pour que E(Xm) —s0
: Xn B, 0o Xn—25p
/n

4) Independance pourune Suite infinie
Def: Une suite infinie detribus  (Fn)nepyestdite independarde Cresp. deuenements, de v.a) ssitoute famille extite de lo. svife est
ind¢ pendante.
Rem: analegie avec 0. liberte” en algébre lineaire.

Theoréme : regroupement pay blocs infinis
Soit (¥n)n€ v une suite de y.a.. independantes.
Soit(Tk , KE) des parties de IV deuk & deuX digjoirtes. Alors lestribos  Jx= T(Xa,n€Tk ), KE NV sont independiantes.

5) Le modcle analytique pour le ey de pile ouface
Nous \joudrions construice ynespace de pobas (L2, *,P) sur lequel est-definie yne suite dev.a. (Xfﬂnem delof Ber( Ih) et
qui sonttoutes inde’pendantes
Nous preaons (., (7 P )= (C0,13, B(L0,10),2) , D mesyre de Lebesgue

A on membrereel wde[0,!L ) nous associons sen deve loppement dyadique ou binaire:

W= i b W )
%ﬂzn oL nefo,?)



L' ecntore estoniqoesi on exclut les developpe ments egavx al 6. partir d'un ceriain rong.
Nous défnissons alors, pour 0%l : YwELOJIL ¥a(W) = 2Wn-l€F-113. Je dis que lo. soite (¥n) epond G la question.

't — LV oL De manicre generale Xn"(flﬁ) est tunion de 277 intervalles dya.diques de
Ll 2 | . *M longueor _t_
Va Ih an
st -t — 20!
we Lo 0.0l d'es P(Xn=+) =A(fw: XnCw)=+1Y) = =
W =0.0100 I 2" 2
t °g

Mq les (¥n)yy,| Sont independantss. Seient &, ,€n dans §-1, 1Y et regordons

P(Xi= £y s Xo= &) . g
. - + < |+ &n
=A(fweloll 'w'-“z_e" ,wn=l+%§)=%(fw:%f—+% ¢l z ! 2" +2—l'")

=-l;‘9(x| |)x

x P(Xn=En) - Nous poss:'dms Une suite co de picces independantes

6) Harche aleodoire sur les entiers o demame de O

o lance vne piéce
opile face: 1 pas ot droite /gauche

oil reitére l'opetation o partir de la. novvelle posiion.
Notons Sn lo. postion du marcheur aprés n pos.

foc” ie
A

-}

Romellement, So=0  Sn= X\t ¥ 1 00 %y, Xn soie isd Ber (1h) sr§17
asls Quelle es+ la. probobili+€ pour que Pallumeur repasse par (e reverbere original ©
I/'\I/\/\ Regardons, clest A(In€ (N¥ Sh=0) = P(U é%fFo@)
L 4
Collumeur Creverbére ) new

= P({5,-050( §54=09\ §5,2030 _)

= P(nte-)w(fszﬂ‘—‘og \ (}I)«Esﬁﬁ :03)) :P( U ES}:/-'O ) 7] S:.n—?_io I 32,,:03
dlSJom'l'S
Par & additivite: = Z_p(s#o ) ————San-3 #0, S3n=0)

alew loas dabord ™7 P (S0 =0)

Compte nbde chemins (g) —7(2’) o+ - nb pas =2n
°'~"9.—.pos {finale= O
o=n nbde Chemins o
B=n =nb dechoiX pour manices (n )

" AT 4L\ U (2n)! 1 ___ 50
o R(3z0=0) '(")2‘" S22 n)? é‘}\/mf ™ M
Lemme: P (S, =0, s San-2 F 0 S2p=0) 'TP(SJH =0) 'S Y
n-| L]
[

n>J 201 (n1)* 2™



Cours 6

Prop: Sila marche revieaten O auec probobilite” 4, alors elles repasse par O vae infintte de fois awec proba. 4

prevve: Soit A I'instant de lo. derniére visite de O, s.e.R=sopFn30; Sa =0}
Suppasons que (3021, 8,=0) = et egardons , pour K31

‘P(R:K)=(P(SK:0, Va>K,Sn-Sk #£0)= P X+ +Xg=0, 9K Xy, + +Xn +0)
of FYADK Xga + +Xo £ 0} € 060G, i2K+l)
Por le thm de regroupement par blocs , cet evénementt est independant de T ¥+ +Xk§=- 0O

doé (P(R=K) = (P(S\g:()) rP(Vn>K Sn-SKk ¢O)

de PloS (Xg41 s XKe2 s )‘gi(xn %2, )

donc P(¥YDK §o-Sk£ @)= P(¥nd!, Sng0) a'od:( sochant P(Sk=0)<1)
P(R=K) £ P(ya>1 Sa=£0)< 1-P(3In2 1540 )=0

of, P( lo. marche visie O un b fini defois) = fP(R<+ ) = P(UER=k?) € ZK' P(Rr=K)-0
KEN

cocollaice: Equivalence etre
® P(In>184=0) =1 @ P(gn visite O une oote'de fois)= |

Seuvveat, il est plusfacile de mq un evenement arrive vne infinite” de fois avec roba. Pld que de mq' il
asmive une Gis ovec probat

2) Le lemme de Borel - Cantelli

Seit (12, 7, P) on espace de probabilite’. Soit (Br)ne quVMe Soite diévenements de T
Nouys definissons:

lim iof An = UNAm-= fuoél.a.tw appartient ¢.+ous \es Ap sauf un nombee fini Y
0> ome

‘l":\ supfln =“9°L‘¥>‘§m:fu€.a :w appartient ¢ vae infinite’ d-an’ﬁ

Par ailleus, im Sup An senote egalement :
lim supAn = E ﬂn arrive infiniment syvent§ = F An iofiniment souventy < 5 fin 4- .20Y en abrge’
n

ex: (Xn) suite de v.a.. reelles BE BCR)
lim sup £ xn€63= anGB i.s0}
ex de la marche: imsup £ Sn=03 = £Snz0 ,;.s‘o%

Lemme de Borel- Gantelli : Seit( Andne v Lne Suite dieyénements.
po.rth si \a Sere ZI'P(Hn) convege, alors P(ﬂn A. So) =0
» partic I: silo. sedie Zﬁ)(ﬂn) divecge et sv' les (An) sont indepen dants, alors (P(Rna.s0) =1

pu: T) Supposons que la seric Z (PCAn) ov. Plors

IPC R arrive infiniment souvent J=P(NU ﬁm) Lo Sequence U Am est deroissante
Par le thm de convergence monctone: © ™" 0

(P(nU ﬁm\ = llm (?CU F\m)
Par lo. O-addttivite’. rP(L>) ﬁm) Z_ (ﬂm)
Orla ScneZ (P(An) axnverge, dor\c ltm Z ﬂ’(ﬂa) =0, denc (P(An < s0) =0



IL. Supposans que ZIP(Aa) = +oo.
(P(Ap «.58) = ﬁ)(n U A m). Regordons le ampl\ementaire

®($8a «.503¢) = e (P(An £:50) = (P( ’L\J'l:\\»?m)

Soitn e, regardons
cn Am) = Jim (n A:ﬁ)

+00 Ngm £V

Ensuite, (B N ac) = T ﬁ’(ﬂm) par indépendance =n—£\‘£‘l- PCAm))
Sm

ndmgN n{mgN

dody m@P( N omS) = 2 InCl- PCAm))  ( rappel: In(1+¥) € )

n <M\ nSmsN

< %_J?(ﬂm) —) -0
doo P(An £.50)=0 "5°°

3) Le singeet Sha.kespeare

Mettons un Singe ctaperd la machine o etrice. Quelleest la proba. quiil 4epe les ouures completes de ShaKespeore
Soit (¥n) g3, une suite <.<.d. Bernouvilli(p) , 0<p<|

Yoyl ®P(Xa=l) = e P(xn=0) =\-p

Soit K2\ et &, ,Elx uhe suite de O et de 1 fixee

Reso_rdom l'evénement. Aa=7Xn= =§, Xn-u-Ez, , Xoaga = Ek'j

(An) = Tl‘pe‘(l p)"* nedepend G den! donc rP(ﬂn) =400

Cependant, les (An)ne sont posindependant on Ne peut peoppiiquer BCIT
Qonsidecons \es euénements Bnz= Ank , 0> | . Car le theoeme de regroupement par Hocs, Bn Sont indépendants

d‘%l?(en):fm Par BCT, P(Bﬂ (so):l

1) U crifere de retuccence

Revenons a netre marche aleatfoice S=0, ,Sn= X1+ + Xr

Seit T linskntt dupremier retour en O a.e. T mind o> (:$a20] , avention inf @
Posens, pour N31 Un= M(Sp=0), €n= ®(T=za) ,

Un= P(30=0) = P(§$n=03nY §7=3) = ZP(Sh=0, 7<)

[4}
=2 (P(Si#0, —/5¢.#0.5¢ =0, Sh-«=0)
ded Un:KZ”l (P(Sn‘¢0, , Sk #0, Sk =0) P(Sn-Sk 0) par indep
0
= KZ_I’P(T=|-<) (P (So-k =0)

n
=Z .
Ua K=°ﬁ<Un K Ul
Ao suites Cln) e+(fn) 000S 0SSOCIONS lewrs seties generodrices definie pas:
=2 Ugs" - Z &S g(sT)
U(s)_é_o K Fm'n)o': ECs
PF=n)
(e sont desseiies entides dontle myon de convergence est )
Ono. U(SLI:I\Z;_‘UnSn: %.Z Uktncs" Con peut cajouter lefeme n=Q Ypfo <O Pn:O)

n%0 K=o

o
= %BZK-.-&(UK Sk)(-Fn. KSO.KJG— L preduit Cb.u(hy de 2Se’n'es7

= UG\RGs)



dlod U(s)-1 = UGs) B(s) & U(s)CI-6Gs)) =\
&> [ Zuas™)(1 - Z- #as®)=l oLs<i
n30 n>0

s—1

(Zgal(1- Z o)z |
(Z_ Psn=0))(l -2 (P(T=0)) =1 maisZ_ ®(T=p) = P(T<+0) = P(3In>! Sn=0)
n>,0 n%0 n>0
(Z Plsnz) Y(1- (3031 3020) <1
al: (P(an)l Sn=0)= (é:bnz;—orp(sn=0):+oa
Th Equivolence:
® (3 Sn=0)= |
@ l?(gn=0 &.SD):I
@ ’%orp(gn=03=+o°

s) Application a.lo. mahe dans 2:

O<P<| (Xn) .ad. Be(('p) ) rP(th_n zl-p fP(Yn:l)-‘P ' Sn= Yir ¢ Yn
P(s20=0) = (2“) o"(1-p)™ o, Cue(H-p)" (faire caleul en vtilisapt Strling)
" Vo
e: > ‘?(&n :O) ~v_ | d('Vche == reenrcenmie
To
p# ' onuege = tonsiente
6) Gs de 22
O ccd. POn=(ol) =%, RO=(R)) =k, RO=(3) = e, Btn=() )= %
colool P(S20=0)=2_ @nt . =((P(S2q=0) marcheds Z) ~ Y1rn

a tdt42=2n  aldiel2l

dans Z”: P(Sy,=0) °/ = cnverge, +ransiertc
2

nd
Cours 6
Chapitre 6+ le probléme  des signes aléatoires
1) Le probléme::

Solt(UnYne py une soite (deterministe) de nombres reéls.
Soit( En)nepune suite infinie L.4.d. ge Bemailli (12) +q:
Y€ N, rp(fn:-() = rP(En =l) =l
~ Lo gerie &&\ converge -t-elle ?
. St la—£ 50, 'o serie ne converge pas.
. Si la gerie 2 Unest obscloment @nvergente, alors %,Enunal- p:s- absocloment convergende.

Regardons lo.sefie. harmanique: 2 Yn = +o0

T lpp e — L )

Yyl n

2) Convergence dans 2
Propositian:
Lo. s€rie de v.a. %Unin nerge dans ’ssi la. Serie %.MR converge-

n
PREVE: Posans S = ‘KZ-OE“A“
Alors, lo.serie Zni“ Un converge dans I ssi \o-suite (Sn) ne (v Converge dans [



L' espace Y a7 @ est complet pour [1.1l,-
Rinsi, lo. suite (Sa)ngp, Converge i elle venfie lecritére de udhy.
Seit m<n, regardons:
ISn-Smil;z = ] |Sn~Sm[*dP
ol

= E&(Sn;&n\’)
= E[( L&y ]

=mel

= E["%m§uieu“ue] =é"2<__k- Ugde E(EKEO
&n

K0 e+ E(5,e0) < E(eQ) E(SR) =0
Bonc N
= Lu@g 83-0m) OO A= K;._.U«’

m<Kga

Ainsi: la suite (Sn)est de Gowchy dans C ssi la soite (5n) est de Quchy dans R

3) La. loi do 0~/ de KolmogoroV

Def: Soit(¥n) oy, UNe Suite de. v.o.définies sur V'espace (0, F; (P).
Latibu dle queve, cutibu asymptotique , assecice 6. lo. suite (¥n) estla-tribo:
- nG‘(\(an-ru )
a0

Un evenement R de Fest dit asympiotique poor lo- suite (Xn) wilest dans la4ribu asymgtotique.

Eﬁﬁ:{h’n’? wpXp 3 100Y , Fiim inf Xn€ECO,I 7y, {w l'l'\m Xn(w) C!is‘lt?], Eu.)-. %8,\ (WUa conwgc3

T est asymptotique pour lo.suite ( &) oen
Théortme : Soit (Xn) ne py LNE Suite dev.a. indépendantes.

SoH R un euénemerrt asymptotique pour la suite (¥n). Plors P(A) vaut Oou-

fpdication au eb des signes:
Y nze“u" ®nverge p.s, Softellene cxweme pasp.s.

Y)Un résuttat dlapproximation:

Lo différence symétrique de 2 ensembles Aet B est: AAB = (AuBY\.(ANB)
D = pDA=A

+ANA= ¢

\YR,B,C, AA(BNOC) = (ADB)AC

«(Pta), B)  groupe abelien

PROP: Sait (Xn) ¢ o, Une svitedeuo. et Soit A un evehement dans lotribo 50, X,

)y
flors il existe une svite d'éuenemerds (An) nepy 1q:

¥n€ N, IKCn) , An €Ea (Yo, s Xkamy)
Jdim FP(Hn AH) =0
n—> too.

RQ: ¥A,8  P(R)-P(B) < P(ANS),
doncon awxe awssi lim P(An) = P (A).

PRELVE: Considerons G la collection des cuénements pour lesqeels le resutiat est urai



:)c dis que:
¥m o(Xo, , Xm) < G si RE (Yo,

Onmonire ensuife quebesttibo, donc contfient o '&) o (Yo,
Rinsi, (X, X))——) <€

En effet, ¢) J).(—:g

Si REG- et (An) suite appraximee A, olors losuite (AF) approkime AC
. [P(ASN H’c) = fP(AnDH) —s0

si (Pm)my,) estune suitedeG, alors U Am EG

PosansA= '&Jﬂm-

> 1 M\B

Comme AMESE, il existe (Am.n)approximanie peor Am:
Vn, ym) ), 3k(m,n) ; Am,n€e a(¥,
|n|'m P(Bm D Am,n)=0

7 YK(m,n))

« Comme lim P(A)\ On,,, =0, VM 39(mM) g IPAN\ "Q,nm\ <Ym

n—y tn m=

Ensuite: ¥mE3S , , My,

':INCM,m]+q VY\)JN(MJM), m(ﬁm bp‘mm) \< ]
Pmym

QM)
Frenans ales NCM) = mar § v, m), IS ML P(M)Y et F\M=m(_)’ Am, N (n,)

w(m) Y (M)
Mors, P(ADAM) e\ 0 Aml+ R(U AmDAM)
mes m<(
‘ ¢(m)
S5+ Z (B B Ao o)

Y(m)

< L _=2/y o
M +1%-Q(M)M /M

)

(Xn) indep, AE C = T Xo, Yy,
On applique le resuttot d'approx o A+

3(An) Yn An Ea(Xo,X, , Xutm ) et tim P(AD 8n)=0
DYabord, | P(R) - P(An) | < P (A DAN)

donc (P(A) —s IP(R)

De plos, Rn€ o-(Yo, ,ka\
REC = 0(chn),, ) xK(nh-:. ’ —)
clonc [P (A NAm) — P(A)
Comme CXn) indep, les 2tribus sont indep. Doac A et An aossi
PCANAL) = P (8) P(An) —s (P(A)?
| B(R)-P(ANAM) = P(A\ BN < P(AAAM) — 50 , o P(A)%: P(A)

5) Indgalite’de Kolmogarou :

Saient X), , Xn nv.a.indep, Centrees et de variances fnies-
Posawns VK EFI, —:hB;SK=Y| + + XK

flors Yot >0, rP( may (Skl «) €2 Vor(Sn)
<K€ o

,Xm) , il Soffit de prendre o =0



prewe:
Poor KEPL, ,0§ ) onintrodoit I'évenement Ak =E\ Sl <«,
Var(sn) = E(Si) = j ShdlP X[ SkdIP

- Ak

JSgal<et , ISkl Bl disjolnts-

n
=L I hdP car Bk 2 2disjpints
K=1)Bk

Oc plos, I s3,dP -.-.f CSK +Sp _SHTdfP
P Ak

6) Convcnsenoa de gedes de v.a. ind€pendantes:

Thm: Soit (Xndneqy une Sudle dle ua. indep, centrées e devarancs finies + Wn, E()=Q  &Xg) <+oo

Cours?
) Tnégalit€ de. Blenayme -Chebyshev
Supposons que Xest positive. Alors ¥A 0 X ) <L7\ ECxJ

rq; Gmme X230, FCYT est +oujours defai , evertuellement clest +oo

PREUVE: ELY] =j Xda® 2[Xd:p 2 AR
L xy2Y

I Yaf = [ LTI S [ Tgryag AP = AP(Y2 %)
$XAY

Soit X une 0. quiodmet un moment dlordre 2, c.e., ECX2]<+00
Rlors YE2 0, P(IX- ELXIE) ~<ﬁ Var(x)

ereoue: P(IX-ECxT) B E) = B (x-60)2> Ea)
Ll

< ELCx-600) =5 var
Linterétdecette indgalthe reside  dans sa simplicite” e+ leRit quielle estires blen adapiee awx sommes dev.a. <.

2) La_loi f0ible des grands nombres

THM: Soit  unle mesore de. probas sur R quiest (ntegratie, c.c. f le|dmo) < +oo.
Alors m = x ) R
Ja

Pour o1, Seieat X, »¥n 0 va x.4.d. de lo.lo(/u.
Rlors ¥E>0, lim P(|Xt—%%h _m|}€) =0
N—>4%m n

Rem: Si(¥n) reste «-«d loim, el steerit: )(”'n—”(" _r'),m
En foit, par lo. formole de transfert appliques aw vecteur (X,
(p“\(w ——t¥ g |>e) = Tp(x

4] 1) —
MOn
Rins(, la loi foible estenfait un retuttat asymptotique sue lasuite de lois /u@n, 0>, 1). Lo-locne. nefessite pas dlavoic une
Suite oo icd

y Ya) ;00 q:
oy (100 x) ERY; [He

X0 |2 83)

[



PREVVE: Sypposonsque la. loi m admet un moment dlordre 2

Posons o= Vac(m) = (x-m)’qn(x) o appliquons BT a (¥ + + Xo)

Comme [E("I,TCYH —_+ Yn)) = ‘—n(lE()(l) “_"'[F(Xn“ =m

Seit £ >0

+ Vi
P([lit—tt-m|3) < L5 Vor(te——1i")
indep

Golewlons Var (w> = A var(Xit +¥n) =L (vorc) « +varC¥n)
a\gl —n-Var(/.«) = G.—:

dob P |Mr——"%_m) 3 €) ¢S o

n nE* n—+o0

3) Loifocte des qrands nombres

Tom: goﬁ()(n)n),, une suite dey.a. integrables (. e. E(IYI |)<+¢’°

Alors Xt ——+¥n 03 J [E(y)
(4]

prevve : “l%"e(npe cenirage

Posons m= E(Y,) quitte & remplacer ¥n par Xn-m , poor n> 1, hous pouvons supposer la. Suite cent(ede, on de Mani€re
quivalente, que EDN]=0

2% etape ironadure : Posons Y] , Yn =Z ¥n sildnl €n, 4., "“”‘“"ﬁxnkn‘g

O sinon

ok éertvons it +¥n = (N-4%) + +(n -Yn) . Vit
n n n

Yn

tjc dis que
le termetend vess Ops.
Lemme; Soit (Xndny,| UNe Svite de va. &id

On a équivalence enire - L) E(lx, 1)<+
£) (1% >0 00 souvent) -0

PREVUE: Comme. les euénements F1¥n I nY sont indépendants, por BC ono. equivalence. :
Py o odtsoovent) = 0 &z P(l¥ald n) <t® cur YietYn ot méme lol

J
& Z PUx1>n )< +oo
0

& E(1X )< +00
ECIX1) =L|:|Id(P=j_a( S:Nﬂftqm&dt)dlp

R{nij:w(jx;ﬂfbdle'ﬁ drP) dt = [+k|rp(’¥’>‘:l)dl:
[0}

) oo avl
EnSUH-ej PS>0 dc=.7_} P(Inl>t) dt
(o]

h=o /n

P, 0e1) 4}"*'@ (x>t de < P(1x%1>0)
n
Z_ P11 oe0) S E(1 NEZ_ P13 % 0)
n>0 n> 0

Yo =¥n 4)y1¢n
UnZ XD hldDn

Parle lemme PO #Yn <.s) =P(1¥alda «.5)=0 (@r E(1%1)<+)
Ains P(Xn £ Yn c.8)=| erdonc %Y+ th-th o3 . Q

n N—> +00




Y) Critére de Kolmo gocou*
PROP: Soit(2n) une suite de v.a. independantes,cen-trees.

Si LE(ZA) { +o0 alors at *2n _ 030 0o
N> n i

PREVVE: ()

Couwrs 8 7/ 12025
Lo. convergence en loi:
Definition: T existe des suiles de v.a.qui ne convergent nip s, nien probas, ni dans L', mais dont lo- \oi Converge , voir méme
constare. ~ |
(n,FP)= (Eo,u] ,B(Co, 7, N ! Xan
Pouctout n, la. loi de Yp est la lot Bemeuilii (12) X204\
Yo TP(X(\:O) = TP()(nz N= '/2 et donc rPxn= Ber('/p_) ne depend pasden |

S
7

) 4

Yo ) ' h
2 2
Definition: une suite de va. (Xn)ne pyCorwerge enloivers unev.o. X, ceque 'onnote Yn_xﬂ( ssi pour toute fanction £
continve bonee R _, R, lim E(HYn\\: ETE(yY])
Ny +@

Remarquons que E LFXn)T ne dépend que de laulor deXn, 4.e.
BCEOWT = [ fOnVaP= [ P

n transfect ~——o( de Yo

Ainsi, lo. Convergence enloi s/applique méme dans des sitvotions od les ar.q. Xn ne sont pasdéfinies sur le méme espace
de probas( 12, P), i e, si ¥n: (an, Fn, Pn)— (R, BUR]) o (J?-n,’l'-'n, ) nont aucun (jen o priori.
Cect i sti ngue fondamentalement la. convergence en loi des avfres modes de convergence.

2) Lofonction de reparfition
Seit X unev. 0. (2, 7 P) R, 8(R).
Oef: Lo.fonction dle reparfition deY, notee Fy , estlofoncion ai¢finie par: Yo € R, G (x) = P(X <)
Ona Fy (x)= P, (3 00,])
Comme les intervalles -0, XJ, x€R, engendrent les borcliens e forment-une famille  stable pas N finie,
par unicite de l'extension |, \a. loi (P estdetermine por Fx.

(ondusion: lo. fonction de repartition Fy déterminelaloi Py deY.
Lnefonction de repartition fFverfie -
i) T est croissante de R dans CO, 7
v¢) Fest continve o droite
i) lim Hx) =0, lim Fx)=1

> -0 x—>+00
prewve: <)

M) Soitaco € R. Regard ons lim Fx(x) = tim B (-2 ,57)
A -—->Xo
'x)xo WO
s=€®

q\.mf— px( n;{_ o x]) = fPX('J-oo,xoﬂ)= Fx(x )
XEQ

Au\ lim Fy(x) = lim (Px('.l—oo xj)
-0 X—p ~-®

xE2
:fpx( n-]—oo, x]) = fo(¢)=O

lim Ey(x) = lim Py ('.l-oo,x]) TPX(U".I m,x'.l) foC(R)—l

xX— 1t A~ 40



3) Exemples: I-p
X~ Ber(p) |
PH=0)=l-p — s ™(0)= P(X<0)=I-p
|
X
Fx~Exp(ot) Rl = [ ae St x20 = —e ¢
o o
5 Plus gendalement, sila loi de X a.une deasite’f; alors
| Fe(x) = r\ece) dt
-0
X~ U(3, ,ny)
| Fx (V_
| ' + ) ¢ i t f
(EY 3 a x 1
y)la bi"cch‘on-

s mestune mesurede probabi (e soc (R, B(rRﬂ » safonchion de repartition rF/u est topplication de Rdans [0J:

VX €R, Fulx) = (3-,x7).
Cohewmnce: siXestune v.a, R (x)= (Px(:lm, x]) = Fﬁ;xCx)

Notons /‘1(( R) I'ensemble des mesores de propadilite’ sur (R, B( I'R“
(R Vensemple  des-fonctions de repartition sor R ( lesfonctions qui vérifie 4)4i) M))

THM: L'application / € (‘{ lCR) — T—}nE(Resk wie bijection

Construction dlune loj singuli€ce
£.e. |oipa sans adomes: Vx/u({x?,) =Oct1q Qc/m(c) =l Ad=0

' (,Z=E0JU[,"\) R
_ AIL{ ﬂs (%.

o | '6 2,3

% 2%  (Fn)—> Fp Sur Co,173 vniformemeat

5) Tradudion Sur_les®actions de reparfition

Gmme. lo corwergenceen i ne porte que S les lojs des \.a, elle doit powoic S'exprimer vio. lesfonctions de reportitioo.

Then: Soi( Xn\new ) X des u.o. reelles ot notoas ( F"n\nem ; Fy les fonctions  de repartition.
Equivalence: &) La suite (Xn) converge.en loi vers X
L) €0 dout point i de R ob R est contine, lo urte ( Fn(x))new awerge Ry (x) ,&.e;\l_igio(xh &@

prevve: i = ax) je preads Fx) = g3 alors ELEOMII= PR ¢3¢) = Fy, (x)
\)

(pb: ¥ pas continue en 5)
prevve: Soit o un point o6 Fy est continve. T agi- de mq lim  Fy, (xa), 5.Fx (%0)

\raie

v
F40x) = Rx)

Soit £70 et ansiderons lesfnctions ¥, Livantes :

Rlors Ve €R GO 60) € g () €30 Sy, (X
et £, Sent aonhinees , donc EH*# ()] —s ECF00)]

— = E [q(xa)1—s Elg00)]
Xyf Xo Xot € ¢ (£0m] < Fy,(x0) < ELqn] Yn



)
A +oo
Fxfxo-i.) < Eax) L lim inf Ryl < llm. sup Fy (o) <E-[3(x)] <F‘x(x°+i) ¥o
N —+00
cor Xo 1% o.dmlfc €—0O

+ d .
e (o) conavite’ Fe(xo)

W)= <) Fxnfx\ — F(x) enout poiatx oG Fy est continue
Soit £: R —» R cortiave becnee. Tifaut mq I [£0a)] —s [F[0))

Soit £70.Comme lim By =0, imFx=1, il existe a<btq FxI<E RO D 1- &, Fy contiveencet b
- 00 +oo ) /
Ensyite 00 et € £00@) =[f(¥n) d@® =[ F(Kn\d(l)i-[ £(\%) drpi-L'('(Xn\d@
<o adYn<b >0

\ f o 4P € | €llp PYo £a) = €Il g Fyn Ca)

¥n<a
” {'Tz’(n\dfP\ AUl P> b) = Il (1= FraCB))

n>

Soitxgzaca; < —— < xy=b, vne subdivision de La,b] 4q Ty est antinve e Xo, Xy, —— XK.
Definissons fig+ par: e =2 4l]x xe] (x) supf i dfP

=i ¢ Jxp, oce]  P= l_leu'xc'] Ze 1<)k < xe
flors £ <& eur Ca, bl et J gl S & (@ dP = Zsup £ [ dfP

ad ¥ <b a<¥n g €= e %) xp. ¢ < x0

(... Naeffoce” )

Cours 9

Les fonchons cara.cheristiques

Si £ est une fonction de R dans € et si mest une mesure de probobil'rre'sur( ®,BCR)) , on definit
[\‘d/m [Re{-‘ duw + A.JI(V\'Fd/A sous resérve que Refet Tmf sont integrobles.

l\ DeAnttion
eshune mesure e probabilite’ we(R, ACR)Y) , so fonction mmctenstique, notee ¥, est lo. fnction m—;d:
de.ﬁmepqr VuER \P/,(u) [ e“uxd//«(x7 (bien définie car [ | = | etdonc Re e™™* - cosuox esf/./« integroble
R

= Si Xest one v.a.r. définie U on espoe de probas (2, F, B), fnclion amracreristique , notee ‘g,,, estlo
fonction de R dons € definie par TUER Wx(u) = E[e<*]
:J e Xyp:= I e (@) dP(w) (bien definje car e**¥) -1
n we N donc e**X P-integrable
Lien entre les 2 def: Par lo.formole de tronsfect
[E[cw'x]:f e’w‘xdlpx (x) « donc q’x = Lpfpx

Lo. fonction cacact d'une v.a. X est, o unsigne pres, lo. transformee. de Fourier de So. loi ﬂ)x

g)Exemples :

«Si X~PBer() P(X=)=p, P(X=0)=I1-p
Ox(u)= Fle* = 1-ps pe

. SiXoPO): YKEN P(X =K) =e® 0%

Px(u) = E[e™] = Le““" 00" _ ) e (o)™ :e'eeec"u-_- B(e™ -1
=0 Kt KO ]




X~ o >0
Exp(o() o can-arx | 1 o

Ele¥X] - e®X ge** dN‘x\:j Rl L)X 5 ) = e =
rR+ - A o AN -
3) Proprictes
Si X estone v.a. Sa fonction casactefistique Py venhe:
A.) \PXCO) =

LIVUE Ry || €1
W) YUER, Py () = Py (-u)
A7) Py est continve sor R

prevve: i) | E(e*M)] ¢ F(le*|)=!
w\ Soit 1o € (R et montrons que Y, est canfinue enug.

Pelu) = ] e X gy ()

T gt diiune YGepemm dlun parometre.
Tci, WER  "Wx€R le™™| <1 [majeration oniforme en wpar vnefdnction (P- integrable]

Rarle TCO :lim Pytw) = (Uo)
A—> Up
Effet divne tfransformation affine:

Xv.a. o,BEMR
Rlors VMC(P Wareg (1) =€ Py Cotar)

(€l em(dx*a)) =Fle ‘“Be“‘d’(x) = eUB [ femuX))

’-l) Lo loi qaussienne
Sot mEMR, 0D0 etXunev.a. de loi [y (m,c2)

*’) Posons Z = X;m ssi X= m+62. alors Z~ N 1) - Glcolons Yo

&PZ(M) - E’élzuz) =I‘ cwxc_xalz dx.

Yz

7\‘) oh mei Sowos forme  canonique: Ly - xl —1(:1:- aqz _u2
2 2
- J e-lb.(z-tu) e_a.a/,_ doc - e.ﬁz e-é (x - o

" \E R T

*) Galcol de T(u) = ] ot Coe- )y
rR A Ogmonna’gs polaires
—> 1C0) =f 2 g = am
R
colons IT'Cuw)

o -1k (o - )

I(w) = [ £(x, ) dx avec flx,u) =€

(oncspert T = [2£ (o, Md2e )
£(x, u) est C! de xm—)d: i
31'-' ('x,/u)- i (x-i)e M Cx-

[ onvevt que \oumoyra:hon s%'\- oniforme en W)

Cac , ) | <(|'xl+lul) (o u®




Lo. fonction uER lule” Yh est vornee sur (R, & donc
AMSO YUER VY € fR] of (x u}\( (1xl+M)e ™

(ette foaction est "\ infegrable e+ ne depend pas de u - Mlors T est derivable et So. derivee vaut

B-F = & (oci)e” _uy (- )
X o
Tw =J 3;‘1 - (x, u)de«'(:x-«u) e-l"“ (x "m::bc 2, (e O
R R
- -LJ 2; (x, a)dx = —LEf(x,uﬂ:: =
R

d’o0 T =cte =TCO)=NaTr

On troute finalement B, (1) =~ 472 §izvN(0 1)
st X N(m,crﬂ ;“Px () :e"“"“%f‘—z (X= oZ4m)

2
e‘x Ao

\I 2T o
Je""uxgoCx) dx = Egl w)

Posons go(x) =

5) Thm drinjectivite’

Notons Mi(R) 'ensemble des mesures deprobas Sor (R, BIRY)

L'applicedion qui a. une Mmesore.  de probas Hossocie S0 f.c. P, est injechve
/mQHleR) —_ k{’/m. Ainsj si X estuney.a.., \afonctionYy cafactenise lo-toide X

aas particulier: g /v- admet yne densi+e'1f/,,\ , adors \P/A ()= I’e"‘”‘{(x) dNx)

prewve: Soit (., 5 P) unespoce deprobas  sur lequel sont defnfes 2 v.q. independantes X ety
telles que )('v/m et Y~ N(o,) et soit 650

Tdee: Nous allons  convoler /¥ auec une. gawssienne pour lo- réqolariser et nous allons Mg cedte loicenuolee
est determinee par Y, Poorcela | novs Studigns X+ ¢ Y-

it £: R 5 R cmhner.&.\ppo(‘f compad.

FLEX+a] = [ €(xtoy)dP= g J € (v o) d Py ) Pryy =P oy,
ransfrt  xly ’

On sait que FPX: ety = N(O,D
Fl{(x+aqy)] /- ”{(.m ay) d/m(x)g,(q) dy= Iff(x-w‘)cynﬁc)g o dy!
On a vu que Ic"'“aéo_(‘x) dx= LIOT_I‘ 91/ (W)

q (yW =L+ et g, dte x—t
d aT o fo (¢) A—

q\
o—>'o
ELf(XsoY)]= IU flacsy)) c“l'e (e) dt dy’ d/u(x) 2=x4y
x yt 2T o

gordet,x*

=[[[ fL e T2 guo(t) dtdz d/m(fl:)
[

THM Eubini: |£2)e @2 € gyl Ol f 1l g ()
fsupportcampoct L (R xRx R, PO )



(FLF(x+a 1= [ L.F(Z}ETTLF g0 /xe:"'t’t Iml) ) dt dz
F4

=[ [ f2) 21— e™g, (1) P Ce)at o2
[sz oo e

Ainsi lo.loi de X+ 0\ est déferminee par \P/.A
4

faisonsG—> 0. Jedis que Xsoy X5 X
et donc (. loi de X est determinée’ “por lafamille deva. X4 @Y, 050 doot (es lois sart determiness PP,

Prowvons finalement ¥ @5 X o X4 X

Cours 10
1) Soit le théprime de Poul Lévy

okt ¥, Xn, NEMNdesvas reclis ebsot Py, Py o€V  leur fonctions caracterstique

Nows auons equivaience entre :

3 X 25X
u) VYu € R, lim ‘-P,(n(u'\ =R ()
N—s+o

Din'.

Sens focile )= i)

Wnlw) = F (e“‘x"\ = E(Cos(an\) i E(sin (uxe)

lesRactions x1—s sue, sinux (1 &tant fixe') sont cortinues boraees etdo por deRinition de lo. @NVergence enlal
[Fcosuxn) — 5 [F(eosux\  erdone Py Cw) — Pela)

nN—y+ta0 N+ G0

€ (sinuXo) — E(cs ux)
n—>+00

ens moigonoe : i) => i)
Nous utilisons la méne stradegie que o provver llinpctivite’ de lo transfocmadion de Fourier des mesures de pobas
Noos supposons que X, Xn, n € Ny sort toutes deRnies Sof on méme espace de probas (., 7, TP sor lequelestaussi deéfinie

one v.a.. Yindépendarnde de X, Xn , n€ N et de loi VCO, ()
Sott £: IR R une fonction cntine & support compact. Naos supposons ik Jumie &t oous yoolons Yo _:{_; X

Swit 3D O etecnvons
E(FO) -E(€00) = [ (fotn) - #0n+sy) + E (£0ne o~ ( Oto 1Y) + E(fOsa ) -F00)

Gmme €egt continue o support compoet, elle est unfomement axvtinue.
¥EY0 380 vx,y €M lx-yl <& = 1£x) - £ <E
Solt £50 Axe. St Sassocie o £ ammme ci- desseR. Ecduons:

\E(£0tn) - €0meow)) | < (140 £0n+ov)
(onvest mayofer chosune des inkeales)

=[ [FOE) ¥+ | AP +| XN -FC¥n +6Y) 0P
loyl> 8 \oYl< D



[ | 1dP<21fllg [ 1d® =261, P(lovI3€)

1oY1% 8 oy $

jedis que llm ®Csyl> 8) = lim \\II>__) Q donc 30, 2|11l PloeY! > S)<E,
L ZE S—0

[ H'an\ £t +s¥) ldP <&

loy1< §

Ona donc |E(FQn) -0 +554)) | <28 (uraie poor-tout 0 1)

Parle méme agument, ona E(€CX+a0Y) -FCX)\ | €2£. Reste leterme dumiliev.

On a donc:

YoEMN, |EFM) - EEO) | €2€ + | E(R(ray) ~RXqY V) \ 428

Neus utilisons 1 Rrmole du coucs preeedent : [E(F()(n ¢ G‘o‘/]) f IFCg) e : A—. /O_CAL) ‘P)G\C-u.) dnd3
aro
E (£(x+o01) Px
Posons F,,(u,3) 4-'(3) e ™3 g () Yy, (-0
2T T [Py - | g1

£ unaﬁ:r qpn depend PG-S deo

|Falu,3) (< TG .

£'(anu0,ax(z) ﬁ%
/2" (R, 282

» d'ov lo convergence SovhaHee (en oppliquant le +hm de convergence dominee)

Par TCD:

AN YN | B Karco ) ~E(F(Y+004))] <E
Alors pour NN
| E£(xm - EFG| £ +E+28 L5E

g,/(u) dominatien par une Raction quine dependpas de n est quiest dans

3) Momeats
PROP: Soit Xune v.a. reele. Sort K1 et sopposons que E(IXIK)< +a0,
Plors By est K Rois dedvable , etde plus E’(XK) _ K LPXCK)(O)

PRAVVE: Yy(u) —[ eHxgPLx)

faisons le @s ob K=l: ECIX)< +0o.

T\ svagitdiune (o paameétre, eton veut defiver [u.

On pose Flx, 4) = g4

or _2%(”&) =ixeX ,:_"i(x,m \Slx! Qnction majoronte quiest B -imegoble et ne dépend pas et
Th de dérivation: Yy derivable et Py () = [ﬁ(x,w de= A [ xe (R, Cx)

dlod PRC0) =« I xdB(x) =£IHX) on

G ebtiat  permet de trouver focilement (a0 Suite des momentR.
"\\ &e,mple:

X U(c-1,3)
W (u) = [mem“c-‘,‘{”%= e - -sen

an
( S:m- -l) Z o 2
20+ n>0 Can+0l

_ -N\"
ded \pf"“’(o'): L(2n}‘ = -0
Can+ 204+(




ECx*).

2n+|

[0 e 5
A 2

qaussienne X/"dlf ) ,
_ 2 ~ uz\ n —( N, 20
Gy = = Z (). > LA

NI nl on
Caouc;i mpaire) " % n30 ECx**)=0 @ chaque diistribution
20 n Symmé-trique parcappart
d’lob WXC (O) = (;0—2r\| :( A.) an[E (in d'od [E(Xm) = (2(0" ci’gm( @mme \CO,1) &7
ni2” n|. 20 les moments impas

‘5) Gonvolution

Lemme: Soient X,Y 2v.a. independantes. Mlos VUER Py, (1) =) ) Py(u)
Preuve: q’x”/(u) = E(CUAL\(*-V)) < [E(C%“U'y)

- (e“"“) E (e“‘“") = \Px(ll.) 'pq(lk)
indep
Gorrolaire: SiY, »Xpsont nu.a. £.i.d. alors Wy, RVACN) =(tf @)’
Sopposans que X q une loi de densite’ € , Y a.one loide deosite'q etY, Y indépendantes.
Blors Yy y (1) = ‘ Je Wt o) gyt dy
Yy

+ransfer!

€
Pese X=X,3=x+ Y gardex, remplacey

Wyay () = { [e*3ear) gGx) axay . ( Fubint)
a2
= f e“?f#‘(x} 9(3 ~x) dx) d3 = [c&'& h(3) d3 o0 h(S) = I#‘(x) %(3 -3)dx =f 3(3) ?rodoi*l'dc convolution
3 x

defetY. Paridentification des 2.formules onconclut que Xty cuneloi dedensite g
(e« q9) (3) = f £x) 9G3 -2) dx = f £3-x) g dx

‘tgmss'ie.l\ne

Dés que fetg sont dansé!) le pocwit de nwlution F#_g est bien defin etausst doas Z1(X)

6) Letam limite ceniral
Soi+ (Xn x| une Quite de v.q.4i.i.d. qui admeHeton moment dllocdre?.
Posers m=E(X) et 02=Uar(X). Blos Xi* +h - am o >\ (0,0%)
\n
Rttention, ilfaot absoloment cerrtrer es voa . en soostroyant (X)) =0m.
Parcontre on peut nocmaliser par \l aVorCx), «.e. Xur +Xn-nm >N(0J|)
Tl agit d'un  resuttat oniversel. e
Pesqueletva. (Xn) onton moment cvordre 2, les fluctuations de ¥+ +¥n aurtoor de e moyenne qont
detrites por lo.lof gavstienne. le TLC oo TCL est on raffinemert de la.loi des gronds nombres sous hypothese
> Ravea. iq ‘RnLNZ0,0")

dlexistence d'un moment dlardre 2. —Y"" ~ ¥ - E (Y\\“‘ ‘i’l
)Y
‘:|) Preuve TCL .
PosonaVn- ¥4 +¥n - etaossi Xg= Xg-m, I K n, et Hodions \o.convergence ento
in
deVYn 4 Uaide des fonctions Casactenstiques. Z o ~
0 (h) = [g(emvn): E(enke *7.?) - B n) T (e.w.xn/\n?
inclep

n
(5 (1) ,
\P{('[M)es-l 2 fois deénvatle carE (X4 2)< +00  donc elle odmel wn deyeloppement |imite’a lbordre 2.



Y, () = Yg(0) +41‘I’,'5(0)+g_2 \Pf;(o)m‘(u*)
= L o B0 ML - “_: E({r) +6(u)

=1+0- 04‘9*_1 s o) 0% E()C’\

doo ‘Pg; (_:‘QL_T\_) =l - O';A:z +0(-lh.) N—  Sac0

wl-/nfu.): (‘_G;[:Z +¢(+\‘)) f

zexpnin(] - T2ME 4 O(’/n])
2n

= QXP - % + O‘(l) — e-— O:U:‘- LPNCQ,OC“}

onanclut porl\e Thm de Ley .
(i, oo dhilise le ln complexe.) (\n(h-g) = 9 .:'_’-?:— + 333 +

N-1 an
= “Lm ("\\ %h royon ‘()

Coursn

Le processos de Poisson

NoUS Uo0lons modéliser des evenements quiamvent & des dafes precises mais imprevisibles.

Exemples: s€ismes, desintegration diadomnes, ploie, debot ou-An dlappels teléphoniques .

A chaque oxornce dun evenement | noos MaUONS on impoct sur \'axe des temps; ——x—% N>

Hypofoéses: ;,) Les conditions de |'expeienes ne dhangent pas owors dutemps
i) lesnos  dlimpacts dans des ittervalles de temps disjoitts Sont independants
Pour £20, ooos otons  N(E) lecombre d'impacts dans Co,E]
Noos auons alors one famille dev.o. (N(e)) K3 indexee por un pammeétre conting : clest un racessus stechostiqee

1) Coostruction diua modéle discret
Lot a2 un entier. Nous Subdivisons llaxe ¢€el en intervolles de \angueor Vn . [K , K+l C ,-K>,O
b )

S SN E——

Cl’ o %0 ¥ Yn E

On intervalle E“' H'“ [ est dit accupe vrilcortient aw mains onimpact , et vide sinon.

Naotoos py lo- pfdbobl\l'('e' quion intervalle f“ B Bet [ soit ocwper, Par Vingpottese <), pn 0e depend
pos de Ilintecualle,

Pour £20, pous notone Na(k) leaombre dlinterval|es E_ K+ [ qul sent indlos dans CO, ] (st <E)
et qui sond OccUPES. Par Uhypathese «i), les ehats vides ooocr.upes de ces intervalles sant mdependm\-ls et
Na (E) soit o loi binomiale B(Lnt_] p,,\

Etudions lo. limife en loi de Nn(t), pare.vemp(c o.('wde des fonctions m.mcl-ex\shques

W () (W = [E(C"”‘““ (“) ((\ pn) +Pn” )L . Hypothése : pn—50 , Sinon le modele explose

Lnl-.lln(u-Pn( 0)
z_ne,( Pn(e “-1) *'((Pn\)

_ etntlpn (e¥r) + o(npn)



Supposans 0Py — 5
N—> ¢+
G

Blors lim Yy, (¢) (L) =
h— {0

Rappel: XvPX) siXesh @ valeors dans (N et WKe IV, P(¥=K)=e

Loty~nk  Lobjog —sAt
LE NP

“0) d-clomNn(l:)i, P (N)
n—>ie

-)\)K

E()=A, VorOO =, Py(u) = &rp ( A1)

?_) Tastantsde saot

Nous avons montre” que, a t fixe!, Na(t) —s POV)
Moisen fait, la fonchion € —s Nn(k) est one fonction aledtorre twlle en O, craissante , dlacraissements Qou 4

o« Nn(t)
—
1 - -—r_
—n % >k
™ R B
Lo. loi de la. Rnction aleafoife converge -+-elle quand n— 5 a0 ?
Nous définissons les instants de saots de Nn(E) VK21, TE=inf P £ 0; N (¢)=K)
K E
e I g £

Lo Ponction Np(t) est completement ddemnmée_por ses instants de saot. Eneffet, Na(t)=

Examinons a. converge:

Soit 30, reqordens @(T{‘)"/n) TP( Co,!/nC,

Yo )(lI X2

ne des instants de sout Ty e commencons pap T,.

OI "/n 2l/l'\ !3/,-\

@(Tu“>'i/n 3-— (P(Xo=0,

Ei ,_n_[\ude)

Noos introdoisons une soite de v.a. X » R0 g

XK: 0O si \‘m('eﬂ)ﬁ-lle.[K K"' [vide
oacopé

» K= 0\ =(l‘Pny

t
Lat ) o

Qb V>0, PCT>E) =(1-pn
eLntJlr\(( -pn) N—t

died Wk, Fr(e) —s1-e™
A T"_¥_, Bp )

&

TRogpel: Une y.a. X wit lo- loi Exp(X) siso loiestde densite 1\m+('x\ e Mdx

et alors EO) =YY\, Var(X)=Y/R

-

L
T i

pdisque T-Test independant deTetila. mémeloi
Vérifions: sot «, 7 | et regardens

BT = 4/0, B"-T"=Yn) = P(o =0, Y=O
=(l-pn)* P (- tn) ey

gd'os le resottod

)FX(&\ |- C

t

X =0 %z %4120, ———, Xeuj = O, Xyt

= (W= <) P(T-T- i)




ains, BT T8 1)Ly 008 © Eiplh), 2eisexorenielsndependants
Rar rekorrence, sama: (T, TR T, —; T -Tg., ) “_)%(Exp(%\\(a

L) Le processos de Poisson

Les calwls precédents noos perme tent dimaginer le candidat por la-limite enloide Nn( l:)
Nn (F)

o——T
S
— n—+@m —T

Ho— st e — >
"o ™ ™ Iy, Yiely

Py Nt N=2

Vers inelot €xp (l\UM d&

10.masthe)

Soit (Yn) i, one sotte L.4. d. Bp (o))

Posons Y1 Sn= Yi+ o+ + Yo

Définissons Yk 30, N(t)= max Ia%0 jSh<k ]
. I . .

Alors ( NE) ), g st e processos de. Poisson dlin-fensite’

Pour chaque b, N(t)estone v.a. ~ PN )

Noos nous apons anstrold gne confinum de v.a. ( NEE), B 0) gur leméne espace de Probabilite’
%nnm p.S. et N(k) estlonique indice +q Sce) € Sy

5) La \oi exponentielle

Lo loi qui regQit Vindervalleentre 2 impacts suae ssifs est laloi exp(N). Elle sorgit comme imite de lois
geoméiriqus rencrmalises.

S X~ geo(Mn) X -5 Be(N)

Ges 210is posSedent Qe propiigte’ renamuable , \'ebsence  de memoire .
e Teep), Vs, ed>0 P(TY ks \’Ds) =P CT?L-B

Lo. loi dutemps residpel o adtendre sochant quena. déjo adfendu n estlaméme que la loi dotemps
d'attente total. Elles sont otilisdes pour modeliser des phénom énes qoi he presentet pas de
viellissement (ex : temps devie dlon odome - doree dton oppel il phoniaue incoherent ) [(k+9)= £(0)€(S) e*]

6) Applicadions

AUtcbos: les arriyees de bos atUN Quet sontonad elisees par un processosde Poisson (o) - Le temps moyenentre 2 bos
estl/a . Tournea Vinstant £ . Quel Sero. mantem ps dadtente?

£ 'Sraisonnement: Vo lobecence de mémoaire delaloiexpl) , mondemps Jattente suitune (oi expi)
t doncen mayenne

2% roisonnement : jarive aubasord entre 2bws, parsymdrie, montemps moyendiatente est lomotie’ de
la. lohqueur -I-(,p/fe(uc.des intervalles Yoo

Bn=Yi+ +Vn ) NCH. Sh instants dlarmives des bus. ,i.
Soit Ktq I <t <8k +Yk- —
Montemps dlatterte estgy-t. Sk-t T SK

e mayen B (Sa-b
Y7 Bp(ot)



Cours 12
Percolation
1) Le probléme
Immergeons une piecre spongicuse dans leaw. €lle corient des pettis canauy.
mol€awle dleau << diamétre canal (< pierre @
le errire de o pidre Sero. ~+-ilmoville’? En |AST, Broadbent et Hommerly inventérent le modde math
de lo. percolation , pour €todier les milieux porevx aleadoires.
2)Le rsean corre” V=71,2,3 1x a
Définition: un graphe est un auple (V) E) 06: E= 7 $2,34) ﬁ
—~Vest uonensemble de poinls: les Sommele  (Cvert ceﬂ
- Eext Un ensemble  de pairesde points  de V:\esareres (edges)

Nous munissons Z? dune strucdure de graphe.
Lensemble [E? des amétes est constitue’ des paices E:c,«.,} ob x,y€ 2? sont plus proches voising
£.e. \x- y} =1
DCF: Le reSeqy comreest le graphe ( 27, E2) |

[

OEF: Un chemin estune suite de sommeds xo, X, ———,Xn, 24 2 distincls +q:
pour teut £ 0, fxab xa'.-l-\a est one otte
i le chemin S’arrete an Sommet xn, nous disons qu'il relie Xp G Xn etquiil est Ani de lonquerr 0
S‘ilest infnj, nous disons qu’il relie Xp & ' 0. TL_x,

. Y (3 A
0EE: Un circoit estun chemin Xo,——, %n
tq %neto sont vaising e o
Untel circurt oL pour \onqueor a+ | Xa

3) L' espace de pdoabilite”

Les arfétes do graphe jevent le cdle  des canaux.
Naus allons les oourrooles fermer aohasard  independammend , avec fraas pe1o,\[

Veoo peuk passer S bloques £
Nous prenons Comme espace cle configu rations : )= to, 1§ goegron
ﬂ\nqw.cm&g

Un elémemt w ce L est une fonction de l]:';fo,l}

LU'aréte e € [F2 est ouverte (respf‘trme‘e) clans la con-figuration w si w(e) =1 (resp. 0)

Noos munissens N _ de laibu (F oflindrique, engendre’par les evenements cle lo. forme

jwe; wled=&,—we)= & 5; 021, e, ,en€E? ¢, ,&n € 10,1}

A-+-ons F= P(n) ? Non

Neus muoissons Rnalement Pespace mesuable (12, F) de la probas Pp = ® (("P)che)- +P 8- D)
( p'odu\-f +enscr|e.| des Bemouillis )

L) Les clusturs cuverts
Nous-rone av hasard Vet des argtes. Nous enleuons les arrétes Rrme'es. — |
Nows abtenons ainsi un Qraphe aleadaire. Precisement, Soit W Une configuradion.
Nous Considérons le graphe de Somm efs les points de Z3 o damétes les arretes ou ver+es dans w voiquem eng




Le but de la percolation esi de comprendre  la. Geometne de ¢ graphe aldatoice - g
Si x € Z°, la composarte connexe des dans e grophe estqppele’ lecluster cuvert de xx dans W e est note”C(x,w)
* Six,4y€22, onnote § xe— ¥} Vevenemend . ileviske dans Wun chemin quirelie x dy et donttoutes les artes sont ouveres

Ainsi, Qx) =C (x,w) est un engemble aleatoire
| Clx,w) | ardinal / diam CCac) -

S) Lo grobabilite’ de percalation
CC(oesw) £ 0, w)J
Lo. quanhie’ fondam entaje. Pooc analyser le moddfe est:
op) =f (Iccor | = ) =P (0 e—> *}
B.toN)—Co,0
©(6) = O (Hovies lesaufites sorfermees )
© croissaate . Pour cela,onvhise KO cpPlage, A.e. oN st LN epole
(2 %25, F® F, ) 4q Sous s kioide 101¢ marginale w, estp,
M wesip P<P2
et g toutes lesarétes quvertes dans wyle gort aussi dans W, . X\ £X;
Si on a pu faire azle, alors ©(p, )= Pp, (oo ) =PP(0 > @dans W) < P(O ¢s o0 dans wz\
:‘ppz(Osaoo) =9(p,_\

Go prend  ~ Unif(C0,7) et Xp= Tgu ¢y
L P(Xp=1) =p

0LpS) o XpSXp ?I
Pe | P

6) Lo ransition de phases
Le modéle de percolation est fascinant corCrest le modele (e plus simple qui presente une +ransiion de phase -

THM: Tlexiste une valesr Unjque P Striclement entre O et 4 4q ©(P)=0 sip<pe et &(PYY O j;;c_

prevve:
Mq pcY O n
Pc= up EPQEO, I'; eCp)z 0%.S0it n 1.
O(P) = Po(O«—> 0o ) £ Pp( Ichemin de longueur n issv de O dot les aréles ot BUVEreg)
= Pp( U $les arétes de X , .0 Son’rouverres})
o= O —» Xn chemin

Pn
O(p) £ 2 pllesarétes dexg;— 3, som owvectes)

o =0,—Xn
=p" | f chamis xo, ,dn isos de OF
= P"l { chemis longoeur N issus de oyl € p"u3 ¥3= 4x 37 ¢ g o
pe <l. dyalite’: Le reteau dual de.'&’-f(;',lz_) - 22 w0 _donc 8(P)=0
Aune arete du regeav Z2, novs assocons Marfle e¥de
7LQ*+qee+ e ¥ se caupent orthogonalement en leoe miliey : . T e¥
Si P ext ouverte dans w, 00US delclarons €¥ ouerte ds W ~x )L y

6(p) >O pour p proche de-

1-8(p) = 1- p(10))= x0) = B[ 1C(0)) <o)
fart-Hopologique . si CCO) estfinj, olors il€xi ste un Cirwit dual dlacftesRemees  quientourent O




1-e(p) < (’3 cieewit dual ferme’ erdournt O)

=B ( U les arétes de ¥ soat fermeesy) =R (U U < % P les arttes de
° LE xg — X Cimj‘" ‘ 5) R> ('\>,'4 36 dua.} ferme’ nYy (Som- -Fermée_v
dual entcorant 0 longuens n

-6(p) < % _‘Z-( I-p)"= n2>:c7 (1-p)"; { ciotls 4ermes de longuerrn emeorant O [}

-
‘<ét(""’h¢"'“'3n <oy
ot G o Ix LT
insi) ii =1 0 'n
ansnplg‘e(p) et done pe<’) \_\U

Allue de B Kesten pe='2,dD"3
Qg0
|

taloster oo
aown
chemin
o0

I— e
-+-ons 8(pe, 23) =07




