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Ex.H
P=2® T1A=1P Q2P P70
controporee rédproque.  0ONtrapotee
de la_retigroque
3) Simax a.bu, alors il nepeut pas condvice. P>Q
Simax 0o pos by, alors il peut conduice. IWP31Q
Noa.
bua
regley de precsdences TAV =3V 3
1-PR@ >R  B: P>Q R 2 Sl
) (PANQ) =R =0 2) P Q R P >e=R (PAQ) => R
Pls )< s e |- - v v i o e e e
2 \/ _ V V V siResNN:‘ﬂ B ngu\eht\le(Uﬁ\lm Fa\)
v | v 3 F F deoh oz restonts
\Y} F F \V} \V)
Ex_l.3
) 4 voriobles: B,D,C,M (o excisiten oo curand
.. (MBANO) 5 T1C
2 83 CNAND
z M a(7C VM)
u. M3 (CVB)
sC

" ( uvosiobles qui vosst Feu V) - 16 situadions possibles

2) o) 0n a. C uni(s)

Qi B vri, dennerart IC | contradiction avec C.

Oonc

B) o-+-il docmi ?

Par (1) (TBAD) =1C. Or1Bestumi par o queskion precedente et Cesturai.

Donc D doit &tre Ruwx. Donc

a.-t-il mo.rge'?

Par (2) MM (1 VO) . IC extfonx e Destfony. Donc ™ est foux.

Donc M est uraii.

B Ly
)(71P) = (@V (1(pvRY) 3)

2) =
/ D

/ /

P Q P = QV 1(PVR)
' - \Y
F v \Y
F F '
F | F F




Ex. LS

) Xvy = YVX foux (voriables libres)
2) X3YAZ = X 3UN2) uroi (pasenthesage corect)
3 (XVYINX =X vrei (loi dlobsacphion)
u) (XAV)VZ =XVZ faovx. Cootre exemple: Y N, VY fanx, Z four
) _B Dom cecns, A est foux, @ estumu
S) Yi(x =¥ =1@ay ( foux. (XN
€) B Y= Tfoux Mors Xestudi.  Vras.
) Qi XVY Vrai aloEYurai Foux
2) WX vrai Folors (T =Y est foux. Fawx
F - F

Une formole est sotisfiable siil existe des yaleurs pour les vasiables poposrtionnelles qui la- rendent yraie .
Une formole est valide i elle est umie quelles que soient lesualers  des variables graposttionnelles.

Q) X3 Y est scdisfiokle \ras
©0) X 21Y est wlide fawx (i X estumi el est urai lo. frmole. a'est pas Urie)
ExL8:
l) nombre de variabley et cardinol de £
()
Chaque case p a max(p) variables le,—;meu 3

Dons lagrille exemple:
3x3 ¢ 2x2 +15xS =88 varables propositicnnelles
max x nb cases
£ contienh pr chague Ase p , lo.Rormule “aw moins une voleor™ le\I_VXFm(P)
donc | €| =20 (=nbcases)

2) « De.ux @ses dune meme2ame ov odjo.cgnce nont pos \o.méme voleur s
(p,a) EZone U Adj 1< mox(e) , & < moxla)
xpAXR) = X1
z"’m:"_;ﬂ (st

dans Lne M 20ae
{zo0ne odjeence

3) "Une case nepeut pas aueic deut voleurs differentes” (Xp A X )
W) o) Siunecase p contient dejat le chiffre <, onojoute XP'
B) Uensemble des formules est-il satisfioble ?
(c.a.q. existe-4-il une interprétodion quirend +outes les contraintes uraies? )

S) o) B uariab\es orop.

210l zone= 2 (a,B), Co,d) §

1 adjz § (oo i), (b0, Cb,d) Y
max (o) = max(b) = max(e) = max(d) -2

o mom: une valewc pos cose: cotrtraintes des zones, des adjacences
A The. VX,
X\ “v Xt AL NTIRE
XeV 2 X WX
Xy VY :

Supposent azi. doneb=2 car best dans loaom znequeq

Or c et d doivent auoir unevalewr 1002, Or4outes lescases sont odjocentes. e pestétreni | ai 2. Done ¢ nfo. auscone Volewr pastible. Gactradictin
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asithmetique : egolite )
P applique’ adestermes PCh, —, kn)
logique 1% mng _5 2 cdegories ;

. formules
vasiable lice: tide 6 uva quontifiaxtenr

Cvoriable prepositionnelle: ememble de edicats dlarit€ 0)
Caymbole de predicat: (apparienance /empoliHe dons Lo theore ges enembles

. termes (vanables, cle, symbole’)
3 gppavalssent en

ument
en symbok &F‘Q;?w

symbole

et, ov, impl: formole 5 formole 5 formale
neqg: formole _y formdle

Y53 - var s formule —5 focmale

Ex2:
type symbf = FIAIG
type symbp = PIQIR
type term= yor of string
|Fun of eymbf #4erm list

F= (3)(, 9(X,*F[q))) \, —l Vv H q (‘I:S(a., 2,("(73))

\

an "'\
C / VY
pafed) 1\

. (v, 9a2 &)
libre q.‘f—s"v—mm

e

liee Hbres  sdomiques

type = Atom of aymbp * tem list

| Neg of om
| And of form ¢ form _5 form

G = eIV ((3x, Yy, pleed 2D N r(o)) N V%1 qly g0x2.y)

A
7\
\Y} X
/ AN
ax
(%2, %
«(x) ' q(\/,qﬁi: )
libce. vy beus
N {ormules ajomiques
p(e00,2) (o)
lide e

termes: X, 4‘(\,\,3(0.,2,3(:))
— MY

= unterme

5) ALxeu]
‘\ 1 yorioble (pos uhe Qnrtante

{formele = remploce. les variabley
(ouvunierme)  pordestenmes

D00 remplace uniquement les variables libres

+ Dans F:sion substitue x pary , o0
o.on phenoméne de copture

temes: x, €09, z,04 y.qlx,2, )

( vx. P) [xe 4= Yz, P
T xoarest pas tibre

(dy- O Cxe—uT =y, PLX e~ 47}

on rmp (ose dens les asbres en dessous
o y¢ T4} (yoopparait pas dans les varables litves dem
(sinon eliesera lige)

FLye £, 2e—f6Y]) =(_-.lx, p(x,{‘(ﬂm))) \ 7 Yy, q(y, gla,fm), £C60x)

\)
ax —’\
/
N
p(\t.&‘(?(o)) ‘<

qys gto, €00, £( (-'(x)))

Ex.3.
\) X waimepas \o campagne TC(X)
On deduit par axrrtroposde TTMIX)

2) Non Conne peut rien dedoice)
3) (o) CCM

(b) M cC (equivalent a b phease inttiale

) ccm

- fonchion: term sterm 5 5 term
- precicat: term stem 5 5 formule




nom X
‘ermes
form atomiques : Mont(X), Gumpcx)

L) phrase do logicien: WX , Mont (x) = Camp(X) S) Néyation de 1'éhonce':

@ VX ;I ont(X) =T CampCx) ;}7(\#, Mont(X) > Camp()(\)
b) VX, 7 Camelk) S THont(x) &) A%, HoatcI AT Camp(x)
A X, Camp(x] =p Hont(x) e20).pvQ

Ex .3.2

) ¥x, 3y, 2060y)
Non car il existe qqun agec qui pasome nejooe Ty, Yy, Tjove (x,y)
X v Jovelu,y)

2) (Fxy, jo0e () D3z, joe (2,2)  Fowsse
Lo. fekiproque est vraie (on pest choisic X=y=2)

3) Vx, 3y,32 (\jooc(x,y} I\ch(ar,z))
T\ Gawt ojouter : y #2 poordireevec an MolnS dewr pesonnes differentes

peot Etre )
) chand) €7 efiiatement yrt
Ex.3.3 ,.N\cijp,a;m wod oS 3K BRIV

) o) VX, 800 = VMW ; IX ( BOOA vexd)
b) ¥X, 3p,q ,(Plp,0) I\P(Q:v\)f\p#q) INCE , P(Fx) =(r=p) No:qb
(oo plus deot parents: Y%, 3yz, Vp P(p,x) = p=y Vp:=2 / VX, Yyt ,(PCq,x) \ (2, x)I\P(t,x)) = y=2) Vly:=t)
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Ex3.3
Me4hode : . ecrice les variables
. ecsice les formoles atomiques
« dire 31l sagit d'une implicadion / negation/ eenjonction. ..

« frodvuice I'enonce’

C) v, y enfont-
Formules oxomiques HCXY, PCX,Y), V(y)
( ) = ")

45 les enfosts de X volent
uX [V Y ) (( V‘I )y POLY) 2 V(V)) %H(X))-J
T n'imporie qel dragon

( *Un dragon..” £ 3x)
d) )
voriobles
Y poret? dex ( ) = &
P(y ) S~
8 (y) ) fa ¥ a avmoins un parent bleo
8(xd

VX, (34, PN BCA) = BXY) o0 WX WY (PCy,xINGCy) = BCd )

9 ( r )
il existe un dfagon hewsux quinevole gas)

1(3! , 80 I\\lCXﬁoo * g%, HOX) =wm)
2) 0) Y yz , V(X) 2P(x,y) 2 0x2) D y=2
Tout drogon qui vale o- aw plus un enfant
b) ¥x, 3y, Plxy) AHKY)
Tout drogon . g moisun enfant heseux
c) 3y, VX, PO, YNHCY)
Tl existe un drogon hewreuk qui est enfont de 1005 les dragens

Ces deux formoules Sont equivalentes

VVJ(PCV] a;CL_)(cm depend pas de V)
(3¢ B)) >C

ex ) (p=(q=)=>c) = (pha) (D! pomntncioge)

) = D [P ARDSD
.3/ A vV \V -V
57 Ne N F- VF
é\P ¢ q - F y F [Csous lo forme vrai implique fawx)
/N F - F V [( frmole yméinique en Per@)
q r
- FfF

3) A est nonvalide ({ existeoneligne dons lotoble de veite’qui vourtfaux)

A est Sodisfiable (

ural )

1) 78 o.un modele?

Oui modele de 1A

~ interprctadion quicend A favsse o F , Q=Y re—V (donc TA waie)
\$ une ligne de to- toble de verite




Ex. 2
—y sodisfiable (M) = si vatide (TA) ators fauk

sinon yrad
— valide (A) = i (1A) s atisfable alors fowx
sinon vrai

Aestvalide & 1A ext insadisfiable

(1A o awmonis one ligne v, c.at. d. A 0. o moins yoe ligne F, donc A néest pas \lO.ll'de)

Ex 43.

if p=xq then prirt %"

else i (qVr) then pirt eb”

ese if (Tp) -then pant %

eise pant “d”

{) enives possibles 23 (3 vadebles valant vrai oo fowx)

1) Le pogramme fe pevt pas afficher c: Si TP est vraie alors p=q est vrie.
(vocwmmolation des cond(HoNs eyt insatisfioble)

3) ndc (0:formole) (p: pmgmmme)
renuoi Urar ssi toutes les branches de p sontaccessibles pour des yalews qoicendent D umi
ndc D = fonction
I£(C,R,B) — ndc(DNC)py 3% ndec(DNATC) p2

| e —5 Sot(D) L L fowt que toutes .
1 soutes les contraintes les brandhes de p2 wient accessibles et (DTC)

accomv leey sent Sahsfables

Pooc dice si yne formule estVou €, il fowt fiker un modéle (por roppoct o vne interprétodion)

Ex. 4.4
0) iy ,Plx,y) DHovtes les cses sontnoies] d) 3y, Y Ply,y) Cilexsk une cdonne noire
FVUFFF FUFFFE

B) 3xy , Plx,y) [l existe. gumoins une case noied  ¢) ¥x,3y, RCx,y) [ pour choqueligne, ilexiste une coge noice
Fvyvy FUFVYV

) Ax, Yy ,PCx.y) Cilexiste uneligae noie] £) ¥y, 3x, Plyy) [ pouc chaque clgnne ,ilexiste une cage noice ]
FUWVJF FYVFF

Ex 4.5

Fl’ Vx,((?]y, A R(XN)) =7-3"1', (RCX)‘A A R(Yl XYD

@ . /@\ si il yo.un noeUd qui Va. pos vers out lemonde, ily a. un oller-retour
! \ ! (tg/ \ F V%, 3y, (RO V Ry, v))
@ ‘_@ S ly @ awmoias une fléde sodante de chaque noeud

&: Yxyz, ((RYMN N R(q,z]) = R(x,z\)

$'il 4 a.deox Flechesqoi ge suivent, iy o awssi uae fléche directe

Fy: 3% RGx,%)D

0) R“=$(a-) b)) CQ,C), Cc,d) ((‘J;b), (b;d),({‘,c)/ (Cld)ﬁ
Rg=% (0ub),(b,a), Ca,c) sCc,0), Lo, (e b (, N Y



b)

0 8 Contre exemples: R @ dons (A), 0. o pas un chemin vers soi-meme mais il n'existe pas dlasretes rentrontes 3. a.
e |F J F3= dons(8) ,ona. Rla,B), R(56) mass o 00 eos R(a,0)
1
IV ]| v
hlv F g
Fel VI V b
2) A= F

Sott X arbitraire. On distingue 2 cas
« si ¥y, Rly,y) , en parficulier ilexisle un y tq R(x,y) estwoi. Donc F, et sodisfaite
« 81 3y, TR(0Y), aors, por i, By (RCx, ) ARCy,r)). Dansce cas 1 R(x, )V Ry, ¥)est v, donc &, est sotisaite

5 Ny Fy
Par contradichion, supposons i et § vraies mais fy fawx.
Seit % arbitraice. Par Fy, R{xq, %) estfonX.

. Par Fi, 3% 4q Rix, x) e R(K , %)

« PorTFy, RO, ,%)est fowx

done par A, %, 4g RGu%, Vet RCxy,%)

G rophiquement, onobtien %2 X2 % & ...
CommMe I1univers estRni, o partc uncertoinang on reuiSite dey sommets qui oat aleja oppary.
Par Fu, celo.crde. une omvite dece sommet vers luiméme, c& qui coatredit 1R;. Done FAE 26y

V@@ Rt saishite

J'@ / Fyest safisfaite

Fy fasux
B ug pq
e [ suites diffcrentes syntoxiquement” de faillen)
php Buec nyasdables, ono.:
PAPAP 2" intergretadions
2) U invder preedions 2%" tubles de_vesite

3) tablede véitet 21 (utignes d: remplic)

(application dansunensemble o deux valeurs
) Ona 6 Hables de vehte possibles

Par pincige des Hmirs, devx oat lo.m table suc Yentrees = elles sont equivalentes
S) Sur nvasables, itya ( lan) tables de veate’ possibles |, il faut 22" ¢l formoles pour quarastic deur equivalences.

B u3

1Y | € insatisfiokle vi pour Toute interpetation, Joneformole AEE , A fawx dsT

2) VYinterpretadion, ity o une formole ds Vensemble fiai quiest fawsse,
denc elle estfausse dans lensemble infini

3) sion aon nbfini deuariables, ano. anhb fai diiateroretations
si € est insatisfiable, on peut poor chaque interpretadion lister unefomule de E qutelle fulsifie
uh $00S ensemble fai de ces formules Soffita_Eleminer toutes les interyetations, done est insadisfiable.

4) Yo, X Sitout spus-ensemble fini €tait  sadisfable, alors toute
Xo (R iequ— TVEY cupe finie de l'astre aurait une tranche coverte.
x‘/\. X (X{),zg N—=>fTV/EY & interpretation partdle Par le lemme de Konig, 3 unebrnche infinie ( definissant
A /< o inerpétation fotale sadisfaisant outes les fomoles
v FSe « AEE . de E, controdiction awec £ insadisfiable .
Afoux dans Vintenpretation comes pondant o labranche Donc si € insotisfiable, Aun ssusensemble Ani ingodisGable
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Exﬂ
NOTES" Ccontraintes) cos de bases: L T X
zimpl(cmsl) zen connecteurs: ANB  (od Aet B sont des metovasiobles)
A VG ® (vasiables ow sens mathemartique
A =28 Aet B representent des fomules (osbres) quelconques
simpl Ccasn) zen A

cosl: cas N dis)oin{-s

) simpl (x\y 2 2)
= Tsimpl(xN\y) \ simpl (2
= ‘l[‘l (qsimdGO N 7 simpl(\h)] V simpl(2)
= T7(1xy) Vz > on ne rekice pas T entrovaillant Suc o syntaye

- one formole de simplification ((donne uaeRmole equivalente) ~ pasde =3, N , +op ov bottom

) (M= O s Patomique 1L ,T,X
7 hE(1P) = 1+ htCP)
P he(Po@) = 1+ mox( he(p,q))

/0\ OQEV)N @)
P Q

3) démontrer par récurence. Sur lo. howteur dlune formale P que VP, simp(6) ne avvtient pas le Ssymbole =
Montrons §Cn) = Pourtout P si ti(P) <N alors = ¢ simpice)

. cos de base () e

P, ht(P)<0 donc ht(P)=0

donc Potomique
P=T SimplCP) = oV Ta. oK
=L = 1(oN70) oK
=X = X ol

. on suppose  d(n) vrai. Montrons Pln+l). P, si ht(P) £n+lalors > & simpl(P)
P odomique ~7oK(cas de base)
1€ alors hE(P) <n. Dot = ¢ simplCP)  simpl (IP) = simpl(p)
ht(PoQ) <n+l alors he(P) €0 donc HR = 9! simpl ()
be(Q) €0 s{mplCQ)
on reqarde  simpl (PAQ)
(pva)
(P @) eton wnclt ..,
L) deorrence strocturelle

On peut mq:
@) Q(P)est vediel losque Pest une formule atamicue en particulier H(T) et G
b) Pour une Rxmole propasitionnelle A quelconque jen supposart que P (R) est uekGice on peut montrer G(TR)
C) Pour des fxmules propositionnelles Pet B quelasaques , en swpposastt que G(A) o $CB) sont udifices , on peut manirer
$(ANB) , ¢ (avB) et G(A =8)
Alors on peut déduie que YPE PROP, ¢ (P) est verifiee




. o) = g% simplCP)
Y. simpl(X)=X oK

explicité lo.fomole & demontrer
(lien dishinguer les cos+ od utiliser les HR

troiter tous (es cos

T: simpl(T)= 0V 0 ok| = ¢ simplCP) si Pest odomique

L+ simpl (1) =1(0V10)

TP simplCP)  por HR = ¢ simpl(P) donc oK

PAG: (T simpi(P) VT simpl(@)) par HR = € simpl CP)

PV@: ()
P=a@-

S ¢ simpl(Q)

ExS.2:

) PNIQ
2)oYneg (=L 0egCDH=T negle =P

neg(TR)=@  neg (ANB) = ng () \ neg(e)

neg(AVB) = negCa)A neg(B)

neg( A% B) = e (1AVE)= (ﬂ:gme\)l\(negce)) = Al eg(B)

(10) = (A V I(PWRY)
0L (10) = (QVPvR)) =

7P N 7@ n(PVR)

(Cetteformole esturaie poor P faw¥, Q fawX et R ural

b)c) Momtrons @CP):= WP, negce)=P

casde bases 1 : negC) =T =1L oK
T: neg(M= L =17 ok
X: negCx) = X ok

P: negCIP) = P 'g-lap) oK HR

mier = : déhnition
o e

‘Lde.Horgan

4
PAQ: negC PA@) = negCP) \ negCQ) = (1P)VAIQ) = 1(PAQ) oK
PVQ@: negCPVQ) = negCP) A neg ca)éa(w)!\ (7@) = 7(eva) ok
P>a: B N negCa) ™ AATR - (A B) oK

E‘L s.4u.

£ binaire, g unaire, o cnstanrte , R symbole de pr'dicat binauice

~ Xin +q xin (P, x) = vrai six est libce dans P
faoX sinon
xin (1L, x) = fouX

xi“ (TIX\‘;‘ h”x
xin (RCe 14 2% ) =xinbCt, x) Vyint (a3 )

x'm(ﬂoB,x) Xin (A, X) ov Xin @, x)
wn(A, X) xm(ﬂlx)mwwmmmmdm Yy.0

vin (.8 %) = (y#%) A xinCA x)
vin (3y. A, %) = (y#x) Axin (8, x)

G $oaction auiliagre qui Prend vnieane au fiey dure fomaole

Xiﬂt(y ) X) = y=Xx
xint(a, x) = fwx
xint(g(®), x) = xint( k%)

(x ntopparait pas danga.)

xint(£(k,m),x) = xint(,x) Vxint (u, x)

Ex 55:
il R(XJQG{))[x<—F(0-.9C‘/))= y<_x]

= R((a,9e)) , g00)

Cxey,ye—¥x)

2) R (x,90¥)) [xe—*a,qs)) [y e—x]
= R(#a,9(y), qcv)) L yex]
= R( #(a, 9C)), 9

3) Wy, R(x, gcq)) Lye— ngﬂ
= W, R(x, 9(g(=))

) ¥x , RCx, ) L ve—ngﬂ
Nx’ R(y', 9(900)
-
on change (e nom pou” €uiter lo. copture

5) Yy, R(x,q(q))[xbz—j
~3 ¥%, R(x,§Cy)) Conne Rit rien)
= Vz, R(2,q(y))

€) \x, R(x,9Cy)) Lxe—y]
= W%, R(xg0p)

£ Y0, By ge]



Ex.5.3
1) soos formoles de 7 pV g Arﬁ) >(pAq)

-oqr

-qne, pu(aned, T(pulan)
- ph\q

-1 eVqAd) = Ceha)

2) sf PROP—s P(PROP) ( & ure firmole P associe. ensemble de ses sous fomules)
sf(P) = $pY si p formule atomique

SF(P) £ 1P} U sF(P)
s(Po@) = F(F)USHA) U Fpo@l b o€ AV, )

3) Trouuer un majorost do nombre. de sous-formoles  dlune formule Pqui utilise 0 connecteurs logiques
[ sFCP)| 2041 (etce majorant est offeintquand P niemplole quedes comertears binaifes erque toutes lesvanables feoilles

sont distinctes.
[ide.'czd\aqw nceld  de larbre syndoxique d'one farmole conespond o wne soos formole.
Si 0 estlenombre de onecteurs ebm e nombre de Rrmoles atomiques (fevilled, alors le nombre totel de noeuds vavk fim)

70ue sevement des binaices, unasbre ‘plein® o m= 0l fevilles 3 total = n+(nel) = 2041)

preuve par returence
bCP) SiPa n connecters atas | SPCO) | 204

- SFCP)=FpY si P formule cdomique
donc | sé(p) I= { € 2.0+1

— SfCIP) = SFCA L E1PY
donc | sfC1P)1 € 1sfCP +1 < 2062 € 20n+1)4

T si Pan connecteus par HR [S£C) 1 {2041
1P o- o+l annecteors

—sf(QoR) = $f(@) U sF(R)UF QoRY
donc IsfC@oR) < (21al+1) +(2URI+0) + parR
<201@l +(R1D«3

G a1@er) ¢



e

NOTES -
Vx,x =x relodion Wxy , Xy =€) =FG)
Y Xy =Hy=X dlequivalence  xy Y=Y = P(X) = 0y)
\xyz, X:y(\\/:z = X=2

D:ICOX 8]

Ex6.1: On se donne un langage awec unsymbolede prédicat binaire+ les axiomes de.(o. theorie de l'égalite’ )

l) domaines qui oft moinsde 0 elts. oXiomes o ajouter?
poor 0=3 Vi %, %3,%y (so0prnd lelts, Rxcment 2 sont egqles)
Xi=¥ X =X3 V=W UX= Ky 1 Y= Xy \/)'3 =Xy

ng( n: \dxn, X =Xj Qo plus nelis

:x(\-H ) .
1< <t

vrade exactement dans les modeles quationnels auec moins de n éléments
3) plos de o éléments ()

3)(,, +¥Xn ,\ Y. #£¥X) ao moins netts
i
exa dement o elfs: 2axiomes ov. FEEEXANCTNKGEEGINYZE VZ=¥£)
3] 1€g<n
Ex. 6.2:

Thearie des entiers de Peano (langage avec yne constante O , un Symbole de fonction unaire S etun pedicat binaire pour Vegafite’
axiomes:
Yy, X =Y =3x)=S(y)
YY,770 = Cx)
Y1y, SO0 =S(¢) Sx=y Cinjectivite’]

1) Mq tout-modele decesformoules a.un
N, ONEN |, Sy:N—sN injective

O oo pas d'antetedlent ,or Sy est injedive, donc [\ estun ensemble infins
[thm de Carvior]
cubien: § 3§ (0NEN [HENIC N
SnCoK) = ST on) , p>0
Oy =8fcon) = S(8° Con))
£HS

2) sion retite le premier axiome Pnon o ") i
3) si Ohgarde le premier of on rekite leSeand? non o 1 Lo,y
4) o0 rajoute les deuK axiomes Q) =1 ~> Soest pas injeckive.

S =1 mais SC0) £0

&¢3
5) cH ,Cn . modele
Ec._'-.,l:Cj lL(;,'ﬁ Cio6nite’de cte +axiomes’) Mk Ky N
~> domaife infini MK es+ bienun modelede (1)
[ on viilise lo. contraposes duthm de compacite ]
Theorie + C i Cj),;( €N > vensemble (0fini 4 domaine inifini de modeles
\ ) a5 nq cest un modele

ffinf < The(a#Q)<;emn
8 §Th+(c4=fc_j)4-<j<N
{




Ex ce
P, @ predicats unaires
Signature monadique

Soit A uneformole , T interpretadion de domaine O
¥deD z(d)=(val(x —>,P6d), vol(x d,cam))

l) P : * &tre unentier pair*

@: " etre un muthple de3
T(\)= (F,F) T = (v, F)
T =(V,Ff) TE)=(FF)
T =(F,V) 26 =(v,V)

2) U valeurs differentes
min:l , mox:t Cdans leaas dune inerpretadion que.lmnqocj

3) dxd’ ssiTUd)=7d) entre 2¢ltr ded
UrU ssi UW(x)= Clx)
Mg VA, ¥, b (o(=>val(l,R) = vai(,A)  (valeur ~» s€mantique) ) identifier les
récurrence Sur loformule A cas @ traiter

Cas o. troier
Vx, A ;Qdems:
ARG P(x), Q(x)

DA): &>’ => val(i,n) = val(i, A)
+ s cde bases:
-X). i i
val(e, Px)= val (¢!, Ax))
(x) > O(x) veai pardéfinifion dex
Q(x): dem
* 1A i~ vel(i,TR) =val (2, R)
parHR, val(<,R)=val(i',A)
ANB: dem
¥, B val(c, ¥x,R) = val (o, Vx,A)
val (A+(x—>d),A) = val(+x —>d,A)
HR appliquee @0 <+(x —d) @ ’+(x — d)
~ reste des s lois de Morgan.

L\) T, VS D forme exactement dlon element de D dans choque closse d'equivalence ,c.c.d:
Vd€D,IFED Tqdrd’
VX,yQO’; Si x~ y olors x=y

d) &(A) ¥ posctout 4, valy (a2, 8)= valy( s, @)
£.0°n2 P(x): vraj sst i’(x)e?-‘ Cior sHation de P dons T)
S‘ L(x) €p-.[, < leo‘

uoll(é’,w.ﬂ) \ ssi powrtoutdeD, val-x('l‘+§h|—->d,ﬂ) Vrai
Hlise

lexiste €0 10l que dd’ 1 <® "
* \ldl(‘-, +X -%d,,Q} = Uaj :I(k.' "'!—Qd'j ﬂ)



Ex 6.6:

IF(P,Q,R)

~7PROP; ¢ l'ensemble des formoles construries
valex IF(0, Q,R) = valeor @ siPural

R sinon

) 7P (P ,1,T)
PAG: TF(P, @,1)
pvaQ: TP, T, Q)
P> 1F(P, @, T)
T e v 46)
2) vaitf( T, P) = v/F
valIf(T,X) = T(X)
vaTF(T,T) =V
valIF(T, 1) = F
Vol TE( T, TFCA,80) = si vaIF(T,B)=V  alors valIF(T,8)
sinon valIF(T,C)

3) Mq IF(IF(P,Q,R),sT) e+ TF(P,TF(Q,s,T), TF( R,%,"r)) St equivalentes
SiPurai  *Te(@,s,T) (@87

l-\) norm

a2 norm(P) renvadie vne £dcmoleequivalente dans laguelle toute epession de loQme IF(P, Q ,R) 1q Pvanable pcoposi‘ﬁonnelle

ume namale
norm(X) = X
noem (D)= 1 (%, @,R) = IF(x, QR)
norm (T)= T Ial), Q,R)= R
oocm (IF(A,8,c)) = In (T, @,R): Q

6o (8, 0om®), norm(A)) 16 (z¢¢a,8,0), @,R) = 1{,( R, 60 (8,0,R), TénCc,0,R1)

&x63
) vald('I,bo0l(b) ) =b J
\Jo.ld('.[, IF(x,P,Qﬂ = si I(x) alors vald(T,P) sinon vald(T, Q)

2) form(Beolb)) = si b alors Tsinon L J /<F
form(ﬂ’(x,a,m) = (xNForm®) ) (T X /\(-‘c‘rm(B))A S
i)
3) natCh) = 1b
oot (TF(x,8 Q1) = IF (x, natB, oot @)
Wl Bool(b)
IFlx, B Q)

and Cb\, bz\ = b &&bz
and (b, TE(x,RQY) = IF(x, and (b, P)and(b, Q))
and (IRx, BQ),b)x = 1€(x, a0dOb), and(@, b))
and(IFGx, B @), TF(,R,S)) =
six <y 1F(x,and(P: 1€(y,R,S), ond(Q,lF(q,R,s))
six =y TF(x, and(P,R), ard(Q)
s o Oy I symetrique du ¥ ms
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EfoCl.CQ 1.
[ Domaine de Herbmnd fixe le domaine mq formule universelle. satisfiable ~>
ne fixe pas si les predicads sont Vou F 1 il eviste on modéle de Herbrnd dans lequel 1o formule estumie.

) Yo, (PGOAQUEIA (1P(a) V TQCENY)
Signadure
—termes o,b
_pedicats P Q@ (2™ modétes de. Herbrand )
Dom. H +ermes clos Ou= 10,63
Base Hform. atom. close By = § Po), P(B), @), QL) 2" modéles de Herbrond

noo Safisfioble: P(a), P(b), AW ,\QCL) V ¥x PGe)A Qlx)
alors 1P@) VTIQ(L) F

donc foxmule €aosse

fossse ds tous les modéles de Herkrond ~ non sadisfiable

2) Vac, ((PGOV Q) A\ TP0) N 1QCE))
solisfoble: P F, QWY F | eV , QL) V

3) ¥x,(P(2) NTPEY)
Signature
- termes f
- predicats P
ajout divne constante o
Dy= §a,f, —_— %,
By:= § P, P(F)),
\Y F
- PN P(G)
- P(¢YNIB(¢ (£
~ non Satisfiable

3

, P(f(ay), 9

Q) ¥xyz , (R(x,s600) A (Rix,y) ARGy,2) = R(x,2 \3]\ R(x, x))

D=7 s%a); nERY
By - ER( Si(o.\, S"(o.l\,- LJ)C IV

sofisfiable : ¢ ’
[—0 =N R=F(n,m) ; a<mY ] (non reflexive, transitive, et n<a+! )
Ry = § R(s40), s%(0)) ; i<y}

Exescice 4.2:
0 $ V2, (P() V QLAY R(xY) ; TP(0); T1QLL); TR() Y
Du= EO., b,c'ﬁ , Cor TP

satisfabler P(0) F oao@Q)V
b
Q) (':m_m, YV +... (leceste Voo )
Ry F Pl V



2) § Va, P(x); i, 1Q0x) 5 ¥, (TPEEIV QLFBN) G
Ou =3 #°(a); ne IV}
P(#Mo)) V  (Vx, PG
Q( ) F (Vx, 1PGa)
~>mais alers TP(E@) N @) F
cone  Vx TIOCECY) N Q(£Cx)) F
non Sadisficble

2) insatisfiable: P(#(a)) & cose de la 1€ femate
TP ¢ casse de_lo- Seconde

(O.| Ve

2 Formes normales

Exercice 2.1 On reprend le type Ocaml vu en cours pour représenter les formules propositionnelles

type connecteur = Impl | Et | Ou
type form = Var of int | Bot | Top
| Neg of form | Bin of form % connecteur x form

Compléter les fonctions suivantes afin d’implémenter les fonctions clauseb et fncb qui testent
respectivement si une formule est une clause et si une formule est en forme normale conjonctive.

let rec clauseb = function let rec fncb = function
Var n —> +rve Var n — tme
| Bot Bot
| Top >+true Top > +4eue . -~
| Neg f — madch fwith vor- »4re | Neg - modch § with var- Fwe
|

Bin(f,0u,g) —>clausebf $8 dausebg
Bin(f ,Et.g) —fncb+ ¥& fcbg
Bin(f,Impl,g) —>+olse

|
|
l

: |- >{alte
Bin(f,Or,g) — >c(onse€bbclouseg !
| Bin(f,Et,g) —> Rse |
|

Bin(f,Impl,g) —> false

|t rec fncb £ = :
cdouseh €
modch € with
Rin( £,64, g) > fodf et fod g
— > Lolse
Ex2.2
) o Ap eV DO VQ)  Wphavre [ (pAQIVr)
davse X clovse davse ¥ clavse ¥
eV e v Foc X ene X
fp v FD V FOD X Foo v
Ex2.3

A
DNF : ligoesouP=T (V)
CNF: lignesqoP= L ('A)

P: CNF: (je nesuis pas danstes lignes faux)
(7o AIbVIC) N (T Vb Ve ) Alavibve)
fas2 pas U
DIVF: ligne 4 V ligne3 Viigne S Vligne # V ligne 8
ohc Ny « foctonsations possibles

=(anA)V (e AbAC) V(Ta ATb)




(FND: exponentiellement plus grand’) A=8:1AVR

Ex.2.4: o (A :B\ =ANIB A\ parenthesage
(mettre Sous FNC+ FAD + donner un modéle )
02)
@) (7pvIqVr) = (rVs) @ forme normale de négation
(pNqARV (rVs)  FND @ FC?2 FNO
(PV VYN (qVrVs) N(eve \Is\ FNC sinon » faire lo. distibutivite”
—)
smpvRer (eVrVs) N(QVrVs)

¢ Mimporie quelle inlerpretodion rend 1o famole vraie
modéle: V(% modéles) 3 variables © 23 g modéles )

rF sV (4modéles)
cF sF pVqV (4modele)

) p =((qVr) = s) (D (&) d faire
= (QAVs
eV (qNh1r)Vs FND
(evqvs) A (7p7rVs) Frc
modeles: SV 5 9
SF pF =Yy
sF pV qu rF >4

& 1(pV19) A (q= (oVe))
(e NQJAN(1q vV er) Five

(ToAeq) V (03 Q) U(rNTp Nq)

£ rNIpNg  FNO (etavssi FNC)
modéles: 4 seu/modeéle p F qV rV

X
3) _oui (3)
- oon (3)

- nOD

L,Vn_lfaﬂ\hc\

(ay A b)) V(az N k) Vies Aby)
(yVave)

N(qva, Vi) w2*

N (q(Vbva3) —
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Ex 3.1
') Combien de fonctions booléennes (n v.o. propositionnelle
0=3: TVa 2°lignes
fondhion lignes s § V/FY
2% 2
n: 2" inderpretations (ligne TV)
2" ‘obles de verite”

an\

2) Mq: si C contientdeux litteraux quipertent sor lo. méme vasiable propositionnelle alors I C’ plus axrte awec lo.en TV

x: xVx VC __yxVe
xV1x VC T
A Nx VC

T VX VC 5 Ix Ve
3) Combiende dauses diffecentes rdoites peut -on construire quitvont pas lo-f TV ?

n'opparaitpas dans lo. davse x _"&fé
apparait de maniére potitive —‘ xIxgc
apporait de maniére negative 3 possibilites
N
T

H) CED o D#T, comparer lengemble des liHeraox de C ef ceur de O
CEOD si $< D (litiecoux C)
~ ~ o
siC#0 olors TWC) % V(D)
xeC inti eEDFavx | w-avix—VY [A'V&D
x £0 Tx€D recC

5) C reduvite (itemuy Surn voriables . Gombien de lignes de lotablede. verite ont - valeur urai ?
uneligne. F done 2"
6) C reduite cmporte p des n variables . #
C p vasighles
A maniére de fixer les volewrs des p var pour rendre C faux
n-p autres variabies prennent ntimporte  quelle valeor
2°® int. rendent C Rwx
ay 20 2n-|3= 20-{-\(9_P_ 0

R3
Ex3.2:
p R P Re Py M
) ® £ (o, A V(az A by) V(TasA (b3 V(ag No)) Vag
douse ~» V(ensemble de lirergox ) A

£NC ~ N\ ( ensemble de douses )

4
f x\V x')_\/:rg\/ lag, TxyVay, TqV b, Tx2 Vag, 19 Vb, | Txz V03, clouse [‘lx;V(b;V%)]ﬁ
L
e Vb Vaey
TxyVay
TaeyV by
=>? x\\ xz\lxg\/ Tag, TqVay, Tq\ Ty, Tx2 Vog, 1 Vb, | TxzVasg, 19 Wby Vaey ; TaeyVay, Ty V by



2) L'algorithme. sefermine ?
[4rovverune Rnction detroiSsorte ]
~nombre de A degort strictement

3\ Mq Si clouse(P) esturiie pour une interpretationT alors P est aossi uraie pour ette. intergretadi on

8i © esturaie poxr T alors 3T’ qui wincide ovac T sur Les variables de P et pour laquelle davse (P) est uraie
(1 k= Essi pourtout CEE T FC

si I Eclouse(®) afors I EP
clowse(®) F P
. P=P NP
Supposons Tt cause(R)Uclause (P, ) et montrons que T RAR

de T IF clause (PUCloe(P)) on deduit T F clawse (R)
?OJ' H(? -S-Fp| del-Y-\ 1 FPZ

- Pclayse frivial doac T EAAP,
- P2V VveV (P Aa) V—V (Re NQp)

L\Hw,eo\mex: : : L&V VeaVx NepyU LQ‘C_\%»& (% VR) U ;S‘)_%&wsc(‘lo:;VQ,;)
rer:

TelyV—Ven\Vx \I_—Va:pg

ona T=QV Ve,

siTel adosTEPR
sinehd Te x: ot o aussi T Edause (‘lac(\lﬂi\
par HR T E1 VR,
1\#1'.!:4:
ono I ER:

dedn TEQ¢
donc TEP.

U

Reciproque :
si T &P, alors 4 des valeurs dex; ('_\'_'\esinhrpté\adioﬂs de x,) g T, T E cosse(®)

% Si P= P[ NPy
Hypothése: T & QAS
Trowver 14 T, T’ clawse(®)) U clay se(®)
T EA T A
par HR, jlexiste T'+q T, T, £ dause CR)

HR il edste T 4q 1,1, | dowse(R)
existe T'4q T, 1’ & clouse (F,) U dasse(f,)
I' = I\U Iz

€ oK aar fuar (20 (vor (1)) = 6D

. siPclasse T'=d

.sifP-eV VeV (P AG) V—V (Re N@p)
Hypothése: T & @V—_ V&V (O AQ) V—V (ReAQp)
Trover T' 4+q T, Tl &V — Ve V= —VapyU })c_t;me(m VRO U ,Q_%ww(u;vcﬂ

=\ A
—)S‘\PF’Q; T.':(xj\—?F'> wtai

— siPEQNR: T'=z(xe3V £
IjHF)



Q/u/2s
& 4.3

) vald(T,bool(b) ) =b N
vald(I, 1(-‘(1,(3,@)) = si I(x) alors vald(T,0) sinoN vald(T, Q)

2) form( Qool(bﬂ = si balors Tsinon 1 J /<p
form(T#(x,8,8)) = (xNfoem(®) )V (1X Aorm (B))A N
3) notCh) = \b
0ot (1F(x, & QY ) = IF (¢, natP, vot @)
H) ool (b)
IFx, B Q)

and Cbh bz\ = b\ b&bz
and (b, TE(,,QQY) = IF(x, and(b, P)and(b, Q))
and (I6(x, RQ),b)= = 1F(x, 0ad®b), and(@,b)
and(TFGx, B Q), TF(y,R,S ) ) =
sx<y IF(x,and(P I€(y,R,S), and(Q,IF (q,n,s\)
Si X 2y I6(x, and(P, R), and(Q )
5 oc V¢ I symedrique du ¥ s

5) (valide) :
TF x insatisfioble : PQ.H‘OU'(’ €.

Ex 4.

—avcon noevd n'a depx fils idenhiques
- adte UV« F (OAG)

_ diogromme de deasion binaire ordonne

) (ze20) (xdy¢z<E) x>y
z
\

Tat \ 1 et P
PO, \
¢ QO

(:x@yh)l\(zbq
(z &8 > f----. x@Y

\ N
Tt (\/__Lh /Q\Q\\
ONR ® ®




2) Fo«n(Bod(bﬂ = i balors T siton L
Form (IF(x,P,QY) = (o Morm( PY) V(=N focn (Q))

e formeE N N (o =>Fornla))
= (7 Verm(B)) N (o v RxonCy)

) Mq deuxfomadles sont ehuivalentes ssi @ OBBD
i P20, Qo et O #0, formn ((obdd (P)) =P

olors P#Q PxO o QRO
b O Q2 glors = Q

N [E] V1, Vo1 (P =valetdd; (0)

|l|__| x 2 333'\‘&=

A Dt ( rtnd F
mo-Rravle )
S\&uwnﬁo.hl:s
e
<y

\[ N sP=0Q

ﬁ'l'.':u—'A A PloeeTl = Q[xeTI=Q
( Pl e—L]=QlxeTI1D
Blx 11 . . s
oc on a jomass 2 flg 500X
'-0 noeud (6,n) (s n noeud irderoe ds &)
feville (G,0) (i nfuileVou F)
vor (G0 donne lo-vaiable propositionnelle associee
vrai (6,n) =° sammet silo vasiahle esturaie
fon(G, M) o° Sommet si\o. vasiobe est fowste.
volew (Gra):  valewr Ve F de lo. feuille

o) ordre des variobles:

V0EG  noed(6n) = noewd(uni(e)) =» var(n)> var(urai ()

reduction: CoE fouy () - fawx(n)
V0 € G, notod(®) => veoi(n) =£ Rwxln)
partoge moinal:

Y, n,  feille(o)ARoilie(ng) Nual(ny) =valcay) =>n=ny
noed (ny) N aceud () Nwai () = vy () )=> M=0,
N\ €anx(n,) =fowx (Oz\

b\ <) sRipped over ?

d)
@ 32 iwpmen

< 2 xxasey ()

2 %x30w) *‘-SX
/e @ L @ /|£ Y Ralmadacs

' md(P) -ind () -
a./q @ o @ oh mod€\es CP) x2

(x3hay) P o
(13N T5)
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€rapes: ) mettre enforme normale de neqation (lois de Morgcuﬂ
2) sxoleémisation(onse debarrasse derd) oy ongorde Péquisatisiabilite
L5 troquer 3 que Von on perd l€quivalence
remplace. par n symkole
3) remonter lex Y D\ & larite du symbole
en foisont aitention ay renommage
forme prenexe
Y) mise en forme carale. (A ap pmeﬂ“’\ésoge_\
Cn VXGAV2GN

Vx,, NV Cq

>xn C\(\

B\

Metive soos forme clovsale E= § ], ,RY od:

) Fi= Yo, (pOA = Iy Yax, qCco))

- fan' ¥x, ’IPCMX\’(';\\;, Vx,q(x,ﬂ)

o SHolem: nouvean symbole g cte (pas de varables (ibres)
V_x(’lp(x\,\l ‘d_x, q(x o.\\ i

— prenexe: Ve Iptx)IV qGxs o)

—FNC: clooses , 1sevle: Tp(x) Vq (= o))

DF = (3=, () et V. ¥y, ) A Ve, By, () = plod)

— fon: (('33:: ,16Cx) Vee) VU Hy,p(u\) N Nx,3y, ely) Velx)
—s SKolem 2noUVeawX symboles O
bant€ O, £ ante q
( (reesIV eV Wy P(v\) N ¥ (e (fGIIV pG)
—sprenexe (Hnc): Waey (TpCb)V (k) Vqu\\ N (€t V pCx) D)
clavses: P Te) Vr(b)Vply) 5 Te(£e)V paa)

) F3-((x (p0) ;3% M) 33z, rCz)) = Ju, s(u)
- fon: 1 [(*63:,(9(3:.\ ﬁ?yq(q'h 232y V Iy, slu)
- [y=pcx) 23y,qe) N ¥z, 1e@ TV u, «d
— [ 9%, (1p60 V 3y,qed) A ¥z, TrCa ) V Ta,50a)
- sRolem: NOUVEAUX gymboles
cet d dlarite O
( (9=, 90 NqCa)IN ¥z, (AN ele)
— prenex: ¥x2, ( (7M@) NeE)N 8(c)
L, FNC: ¥xz (1p@dVqdV 8(o)) AT ecavsca)
2 clavses,

B2: A2 (3x,71P00) = ((Wx,00qV Q(x“ﬁ‘dx;&(x)\

i) FIvN
1(3x,1PCac)W((\Jx,oCx)\lQ(x§ g\lx,Q@))
¥, PG V(1 ¥, PEV R )V ¥, Q)
(¥, PGV T, 1P NG ¥, Qar)



2) A=8B
donc A EBvraie
B F A vaie
et fest safisfiable ssi B satishiable :vmie

3) cRolemisadion
novueay symbole: a.arte’ O
C=zyxx (PCIN(pNT Q@) N QEx)

LI) BEC: (’o.m(c,npeu& 4roover on nodéle oG C seraityrai et B erait € -

PCOL)V,Q(O) F, ?Cb)F) q(b)F )D=Fa,by OE=8 ;DV-'C)
CERB 'veau

R safisfable ssi C lest: vrad
5) €) o

7) 8)9)

(3x,7003) N Voe, BN Q) N3, 10
—00: 1P N¥ac, PGV QG ) N 16CE)

Dy=Fa,b%, Bu=3Pla), @), PCB) , ACH)
safisfableF V U €

~> donc A Nest pas yailde

Ex S.3: yAclause, 3B N, ,%XnC ovec C sons quantifcadeorsiq:
D8 &= A 2) S B sahisfiable akys B est satisfoble, 3) sib isatisfable alors J 07, —, 6k sobstitutions clotes +q
1CCoy), —, CLoTYsott insatisfiable
) Mq pour voe Rxmole P quelconque , ilexiste Q qui s'eentag,, %, R awee R s0nc quontif codeors  4q
OPEO

b) si Q estualide alors Pestualide

o) si Pestuolide alors A6, ——,6y subetitotions dowses Aq ‘R TovIv— YR Tog] sotvalide

- Pualide ssi 1P insadisfiable.
Ooderche @ =-3x,, ,xn C
On sKolemise P —> VX,
<Y
¥ — 1 xn ©) estualide

egxl ) » Xxo 1C
Con Uhlise {erSoliot de \o. sKolemisodion)

2) Qx 3%, — %y, R ovec Ruans quantificetesrs. Mg RO sV —VRIeKI=> @ estwlide
T de Herbrand: sst CL6\J A NC Con) huadisfioble.
negafinou R="1C

]Il, ) X0

, X C insahisfiable SSt1P jnsotisfalole

R Ton1V —RIon] valide

3> e SMCT(OJVTC(D\) =3, T(x) ,+rouver lo-RIMe de Herbrand assaciele aitki  que des sobstitutions

cotes o, ,Ox 1q Rrolv
avec une geole sobettion?

V RCoy) setrualide. Pevton-trower oneolotiona ce probiéme



1010

Ex.6.1
)FNC de(xey) o (xey)
(xey) = (x=2yIN(q>p) [Cxeoy) = (x=2Y) N (y =)
= (VYN gV e) = (M) V(e ng) )

( x@\{) ;_(13:\11‘1) NCx Vy)

DT (x oya))

x|y |z |x&(ye2)

FIF|F F

vV |V Vv

J|F|F \Y)

V(V|F F

VvI|FlV F

FIVIF| v

FIHV \

FIVlV F

3) A An +— B) ——Bm

hypotheses T conclusion
le Sequent est drosssi: AN — A An = BV Vem  (N(A)DV(BN )
i.e. dons unmonde ou toutes les hypothéges sonturaies, it y a. aw moins une des andlusions qui esturaie

* ¢ — B\) :B“
R, Syl — L =q,, ,0q insatisfioble
4 B estvalide ssi |-R est valide
on suppote. et on pravier A Rurai
@ 5 R=BN™ . —nA T8N  ¢—A,p,B Arf <
T —A=06,0 V,A=>B+D 0,008 a,70

. . . . . AVIR
#une reQle estaorrecte si sitootes leshypotheéses sont urades, lo mﬂd\mm:k unaie.

& pood C1):

v(A|A|Q] A8, [ P—r=38,A
Fl-|-1|" \' \
viv]-|-| Vv \
VIF[F[-| WV v
VIFIVN \' V
V[FIV[F| F F
+ iversible :
crrecte mads Non inversible -8 mede: [ Cla|®] 7P | C-AVB
4 _ "+ AVEe el -1 - ] v correck
?&)’(‘géhe&\‘)g&lo-\: qussiv CE=BAB [ vlv]- N} v \
T Y T IR T
et fwuste. Vi Fle £ E




Q) 1, P\——b; q \_', q+- A)P VJ ) qQr =D, P.Q (Q,\
Vb, peq U, pq- D

b) ) Hq elles soat comectes +invers ibles

(Y|P dpq |P,p-Dqf Tq-0p| r=D,peq
G \Y vV v cocrecte
V \V -- \ \ vV
v FgF v \ v
v EEV v F F
v Fvyv v \ V inuersible
v FvF v vV £
iy iioived
(2) [ dbepa |reard| ren,pal Meq—D | e
G V v v inversible
V Vv -- \ vV V)
VFEF vV F \V F
NVFu F v N/ v
v F& V \ \J Vv
v FF F V F F
c) arbre de peuve : |—x©(y & (v \())
P TN L ————; MP
5q 0=D,A8 TA—DA me—DB8 " NBAD o
v, 8=>ArD,A 88 =a-D
=9
U, A=28,80 D
¢, (A=>8)N(B M D
d) x & (ye> (x> y)) est-elle valide?
A valide ssi desiv |—A (f-\, BE C ssi A,Bk—c\ 1e,. ,BaY insat ssideriv B, —, Rat—
2}
hyp hyp hyp hyp hyp
WYY Xyr-X | oyY X3y m X XY Y =Xy
XNyi-x &Y | X, xevYEeY y,(xedy)-x XY, xSy
x Yy & (x&Y) yLEoy-x ed
Fxe(y & (xeoy))
~> Lo frmole est valide . (on a obtenu ot derivation )
Exé.2:
) Mq toute formule. propositionnelle est équivolente & une qui nwtilise que 1, =
Tz x>
1=z Ux=>x)

e Na = 1(p=>79)
pVa= Tp=>9q



2) &
a) Formules equivalentes g\ et T qui O'vtilise que & et
Tz x&x
Lz x&vme (oo xesx))

b) SiAutilise x,y, & 7
MQq rensemble desinterprétations des vasiables x,y qoi rendernt lo. formole A umie contient 4ovjours un nb i
dlelements.
Par induction Structurelle soc A
)| 14 |1 & AY) paic
indoction sor loe structure de lo- ormole
A= PG vrai car 2interpetadions qui rendent yroi 5
A =18 |3l E8Y |pair (HR) donc |§xla EBY) estpoir auss ( | <l paic )
1< ET18Y et paic
A=B8&C



