


TD 1
EX . 14

P= Q 7Q7LPQ= P TP= 7Q
contrapose reciproque contrapose

de la reciproque

3) Si max abu, alors il ne peut pas conduire .
P= Q

Si max n'a pasbu,
alors il peut conduire

.

TP=TQ

Non

EX1.2
-

regles de precedence : 7XV = VJ

A = PQ = IRB= P=Q =R =equivalentes

P =(Q = R) = B -

si Pest faux,

v les deux phrases sont toujours uraies
, peut importe

1) (PNQ) ER = A 2)

F I siR estvraie, Q peutetre VouF (VEVouFEV):PER la valeur de verite de Q ouR (faux =... +jsvrai)

V ↑

deux cas restants

v

Ex 1 .3

1) 4 variables: B
,
D

,
C

, M Cou exclusifen langage courant)

1 . (TBXD) = TC

2.
BE LIND

37ME/TC VM)
4

.

M = (CVB)

5 .C

2" (4variables qui vaut Fou V)
= 16 situations possibles

2) a) On a C vrai (5)

SiB vrai , (2) donnerait TC
,
contradiction avec C.

Donc TB

b) a-t-il dormi ?

Par(1) (LBXD)TC
. Or7Bestvrai par la question precedente et Cest vrai.

Donc D doitetre faux
. Donc LD

a-t-il mange ?

Par (3) TM = (7CVD)
.

TCestfaux et Destfaux . Donc TM est faux.

Donc Mest vrai.

Ex 1
. 4

1) (LP) = (QV(7 (PVR) 3) PQ R LP = QVT(PVR)

2)

Ex -

V

-V j

i'd FF VF

F FFv

p' R



Ex.
1 .

S

1) X VY = YVX faux (variables libres

2)X =YNZ = X =(NZ) vrai (parenthesage correct)

3) (XVY)NX = X vrai (loi d'absorption)

4) (XNY)vZ = XVZ faux .
Contre exemple : X Vrai , Y faux

, Z faux

A B Dans cecas A est faux, Bestural

5) X(X =y) = TXn7Y( faux
. ( =X1TY)

6)Si X = Y faux Alors X est vi. Vrai
.

7)iXVY VraialorfYurai Faux

8) SVX vrai Falors (T#)=Y est faux. Faux

F - F

Une formule est satisfiable s'il existe des valeurs pour les variables propositionnelles qui la rendent vraie.

Une formule est valide si elle est uraie quelles que soient les valeurs des variables propositionnelles.

9) X = LY est satisfiable Vrai

10) X = TY est valide faux (siX esturai etY est urai la formule n'est pas vraie)

Ex1.
8 :

1) nombre de variables et cardinal de E

Chaque case pa max(p) variables Xp, , Xpwax(p)
Dans lagrille exemple :

3x3 + 2x2 + 15X5 = 88 variables propositionnelles

max x nb cases

& contient, pour chaque case p , la formule"au moins une valeur" XpV VXpmax(p)
donc (E) = 20 ( = nb cases)

2) "Deux cases d'une memezone ou adjacence n'ont pas lameme valeur"

(p, a) EZone UAdj i max(p) ,
imax(a)

7 (XXXp) Ou X = TX
m nombre i

clans deux cases pFP
dans une in 201e

Izone adjacence

3) "Une case ne peut pas avoir deux valeurs differentes" ((XXXp)
4) a) Si une case p contient deja le chiffrei

,
on ajoute Xp.

b) L'ensemble des formules est-il satisfiable ?

(c. a . d . existe-t-il une interpretation quired toutes les contraintes vraies ? (

5) a) 8variables prop.
a b

· zone = & (a, b)
, (c,

d) 3
Cd

· adj = [ (a ,
d,

(a ,b)
,
(b

,c)
,
(b

,
b)}

max(a) = max(b) = max(c) = max(d) = 2

au moins une valeur par case : contraintes des zones
, des adjacences

XUX 7Xa VTX,
XbVX3 7XaVIX)
XcvX3 TXa VTX

XaVX2 :

Supposons a=1. donch = 2 car best dans lam zoneque a

Or c et d doivent avoir une valeur lou2. Or toutes lescases sont adjacentes. Che peuttre ni Ini 2
. Donc en'a aucune valeur possible. Contradiction
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(variable prepositionnelle : ensemble de predicats d'arite O symbole -
function : term-> term- > -> term

(symbole de predicat : (appartenance/egalite dans la theorie des ensembles
- predicat : term->term

-> -> formule

arithmetique : egalite et , ou , impl : formule -> formule -> formule

Papplique' a destermes PCt, In) neg: formule
-> formule

logique 1? rang -> 2 categories :

· termes (variables
,

ce
, symbole) V,7 : var-> formule -> formule

↓ apparaissent en argument
·

formules
en symbole de predicat

variable lice : lice a un quantificateur

Ex2 :

type symbf = F A G type = Atom of symbp * term list

type symbp = P Q R Neg of form

type term = var of string And of forma form
-> form

Fun of symbf A term list
111

F= (zX , p(x, f(y)))V7fy , q(y , g(a, z,
f(z)) G = r(x)v((Jx , Vy , p(f(x) ,2))Xr(a))Xyx , q(y, g(x,z, y)

N

v VX

=> X T

Y/
Jx

q(y, g(x,
2,1)

r(x) liee
-

p(X,f(y))
Vy
j libre VY

↑ libres

libre P(y, g(a,z,f(z)) N
formules atomiques

↑ formules

e libres atomiqueslie

P(f(X r(a)
- -

libres

termes: x, f(y) ,glasfl termes: x , f(x) , z, a, y , g(x , z, x)

-unterme

5) A[X = - u] (XX .
P)[X= u] = Vx ,

P
↑ variable (pas une constante

X n'est pas libre↑
formule = remplace les variables

Couunterme) pardestermes

D!On remplace uniquement les variables libres (Vy . p)[X= -u] = fy,
P[X= u]
onremplace dans les abres en dessous

· Dans F: si on substitue x pary ,
on

D! yEFV(u) (yn'apparait pas dans les variables libres dem
(sinon ellesera live

a un phenomene de capture

F[y= +(a) , 2f(x)] =(7x , p(x, f(f(a))V7Vy , q(y , g(a,
f(x)

,
f(f(x))

=> X T

I

p(x,f(f(a))
Vy

q(y, g(a, f(x)
, f(f(x))

Ex.
3 .

1 X

1) X n'aime pas la compagne Tc(X) M
C

Y

Y
On deduit par contrapose LM(X)

2) Non Conne peut rien decuire)

3) (a) CC M

(b) MCC (equivalent a la phrase initiale

(c) CCM



nom X

termes

form atomiques : Mont(X)
, Camp(X)

4) phrase du logicien : X
,

Mont (x) = Camp(X) 5) negation de l'enonce :

a XX ,
TMont(X) =7 Camp(X) i) < (XX,

Mont(X) => Camp(x)
b) XX

,
7 Camp(X) =Mont(X) ii) JX

,
Mont(X)1 7 Camp(X)

c) XX , Camp (X) = Mont (X) T(PEQ) : PVLQ

Ex . 3.2

1) VX ,Jy ,7(x ,y)

Non car il existe quun avec qui personne nejoue Jx , Vy , L jove(X, 4)
X Y joue(x,y)

2) (Jx y, jove(X, y)) =72
, jove (2,

2) fausse

La reciproque est vraie Con peut choisir x =y=z)

3)Xx,y,
72 (jooe(x , y) 1 jove(x,2)

Il faut ajouter : y #2 pourdire avec au moins deux personnes differentes

(faux) , peterarement vrail

Ex
.
3

.
3 D! C'est pas
- XX ,

B(x)XV(X) ->
as 7 X , B(x) =v(X)

1) a) XX ,
B(x) = v(X) ; JX(B(x)xv(X)

b) XX
, 7p, p , (P(p,

x)xP(a,x))xp+q)X(fr ,
P(r,x) =(r= p)Nr=q)

lau plus deux parents : VX , Jy ,2 , Up P(p,
x) = p = Y V p = z VX

, Vy,z,
t

, (P(y,
x)xP(z, x)xP(t,x) = (y =2)V(y = z)
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Ex 3 .
3

Methode : · ecrire les variables

· ecrire les formules atomiques

· dire s'il s'agit d'une implication , negation/conjunction ...

· traduire l'enonce'

2) y, y enfant.

Formules atomiques H(X) , p(X
, y) , v(y)

S ( = H(X)

ts les enfants de x volent

XX [VY , ))(y , P(x , y) = v(y))= +(x))]
- n'importe quel dragon

('Un dragon...7x)

d)x
y parent dex) variables I 1 = B(x)

- Ces deux formules sont equivalentes

* )fa X a au moins un parent bleu
Vy , (P(y)=(cne depend pas de 4)

B(X)
(Jyp(y))=

XX
, ()7y , P(y , X)XB(p)) = B(x)) OU : VX YY(P(y, x(nB(y) = B(x))

e) 7) T C

il existe un dragon heureux quinevole pas)

-

7 (5x , B(x)XV(X))(ou : Vx ,
H(x) =v(x)

2) a) Vxyz , v(X) = P(x, y) = P(X ,z) = y = z

Tout dragon qui vole a au plus un enfant

b) (x, Jy , P(x,y)()H(y)

Tout dragon a au moins un enfant heureux

c) Jy , Xx , P(x,y)xH(y)
# existe un dragon heureux qui est enfant de tous les dragons

Ex4.1)((p= (g=+) = r)= (pxq) (D! parenthesage)

2) PQR A
1) =>

vV - v

- F - VF

p P9
- FV F I(Sous la forme vrai implique faux

ar

F - F v( formule symetrique en PetQ)

- FFU
-

3) A est non valide (i) existe une ligne dans latable de veitequi vautfaux)
A est satisfiable ( vrai)

4) La a un modele ?

Oui modele de TA

~) interpretation quired A fausse plcF
, 91 < V ri <V(doncTAuraie)

& une ligne de la table de verite



EX . 4.2

< satisfiable (A) = si valide (TA) alors faux A estvalide TA est insatisfiable

sinon vrai

-> Valide (A) = si (11) satisfiable alors faux

sinon vrai

(TA a au moins une ligne vrai ,
c. '. d. A a au moins une ligne F

, donc A n'est pas valide.)

EX 4
.3 :

if p = p then print "a"

else if (qV r) then print "b"

else if (7p) then print "c"

else pint "d"

1) entrees possibles 23 (3 variables valant vrai ou faux

2) Le programme ne peut pas afficher c : SilP est vraie alors pq est vraie .

(l'accummulation des conditions est insatisfiable)

3) ndc (Diformule) (p: programme)
renvoi vrai ssi toutes les branches de p sontaccessibles pour des valeurs qui rendent Durai

ndc D = function

If (C
, P, P2) -> nec (DNc) p100 ndc (DNTC) p2

elt -> Sat (D) ↑ il faut quetoutes

& toutes les contraintes
les branches de p2 soient accessibles et (DNTC)

accumulees sont satisfiables

Pour dire si une formule estVouF
,

il faut fixer un modele (par rapport a une interpretation)

Ex .
4

.
4

a) XXy , P(X , y) [toutes les cases sontnoires] d) Jy , Xx P(X, y) [ilexiste une colonne noire]

FVFFF FUFFF

6) Exy ,
P(X

, y) [il existe aumoins une case noire] e) XX ,7 y, P(X , y) (pour chaqueligne,
ilexiste une case noire]

FrvUy FUFVV

c) Ex
, Vy ,

P(x ,y) Silexiste unelignenoire] f) Vy, Ex , P(x
,y) [pour chaque colonne ,

ilexiste une case noire]

FrVUF FrVff

EX 4 . S :

A Fi : XX
,) (Jy ,

) R(x,y)) =Jy,
(M(x ,y)NR(y, x)))

a Y b a
7 & si il y a un noeuequi va pas vers tout lemonde, il y a un aller-retour

1

-
~

L
V F2 : XX ,Jy , (R(X , y) VR(y,

x)
C [ d bu > C

il y a aumoins une fleche sortante de chaque noeud
T -

Fz : Vxyz ,
((R(X,y)nR(y,

z)) = R(x
,
z)

S'il y a deux flechesqui se suivent
, il y a aussi une fleche directe

Fy : Jx R(x
,
X)

a) RA = <(a, b)
, (a

, c)
,

(a, d) (bib), (bid) , (c
,

c) , (c
,d)4

RB =9 (a,
b) , (b, a)

,
(a

, c) , ( , al , (b
, c) , (c , b) , (c,c)3



b)

Contre exemples: F : dans (A), a n'a pas un chemin vers so it-meme mais il n'existe pas d'arretes rentrantes a a.

= Fz : dans (B)
,
on a R(a ,

b)
,
R(b, c) mais on n'a pas Bla, al

D
2) F= Fz

Soit X arbitraire. On distingue 2 cas :

· si Xy , R(x
, y), en particulier il existe un y ta R(X, y) est vrai. Donc E2 est satisfaite

· si Jy , TR(X , 4)
,

alors, parF, Jy(R(X, y) XR(y,x)).
Danscecas , R(X

, Y)VR(y, X) est vrai , donc E
, est satisaite

F, NFz = Fy

Par contradiction
, supposons #, et Ez vraies mais fu faux.

Soit x
,

arbitraire . Par Fy ,
R(Xo, Xol est faux.

· ParF ,
7 x, +pR(Xo , x,) et R(X, Xo

·
Part Fy , R(X,, Xi) est faux

donc park , 7 x2 +q R(x, , (2)et R(Xz , X,)

Graphiquement, on obtien XoIXIX2 ...

Comme l'univers est fini,
, a partir un certain rang on revisite des sommets qui ont deja apparu.

Par Fu ,
cela cree une arrite de ce sommet vers Ivimeme

,
ce qui contradit <Fy. Donc FinFE Fu

3) a
-> b Ezest satisfaite
↓

C
↓ Fz est satisfaite

F4 faux

Ex 4
. 6 p, P

1) P [suites differentes syntaxiquement detaillen]

plp Avec nvariables
, on a:

pRpXp
2n interpretations

2) 4 interpretations 22" tables de verite

3) table de Verte': 2" (4lignesa remplir)

Capplication dans un ensemble a deux valeurs

4) On a 16 tables de veltepossibles

Par principe destirroirs
, deux ont lam table sur 4 entrees = elles sont equivalentes

5) Sur n variables
,

il y a (22") tables de venite possibles , il faut 22 + 1 formules pour guarantir deux equivalences.

EX 4 .7

1) E insatisfiablesi pour toute interpretation, Juneformule AEE , A faux dsI

2) Vinterpretation, il y a une formule ds l'ensemble fini quiest fausse

donc elle est fausse dans l'ensemble infini

3) si on a un nb fini devariables
,
on a un hb fini d'interpretations

si E est insatisfiable, on peut pour chaque interpretation lister uneformule de E qu'ellefalsifie

un sous ensemble fini de ces formules suffit aeleminer toutes les interpretations,
donc est insatisfiable.

4) Xo , XI sitoutsous-ensemble fini etait satisfiable
,

alors toute

Yo (XiliEiN-> SV/F3 coupe finie de l'arbre aurait une branche ouverte.

X1/oX, (Xi)i< 1 -> 5V/F4 interpretation partielle Par le lemme de Konig,
Junebranche infinie/definissant

VF
u ne interpretation totale satisfaisant toutes les formules

vX ·
AEE de E

,
contradiction avec Einsatisfiable.

v F
A faux dans l'interpretation correspondant a labranche

Doncsi E insatisfiable
,

Jun sous ensemble fini insatisfiable
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EX5.1

NOTES : (contraints cas de bases : 1 TX

simpl(cas1) = en connecteurs: AlB CovA etB sont des metavariables)
AVB ↳ (variables au sens mathematique

#B A et B representent des formules (arbres) quelconques

simpl(casn) =en TA

casl : cas n disjoints

1) simpl(x xy = z)
= T simpl(x(y) Vsimpl(z)
= <[7(7simpl(x) < simpl(y) simpl(z)

= 77 (7XTy)Vz on ne retire pas71 entravaillant sur lasyntaxe

- une formule de simplification (donne une formule equivalente) pasde,
1

, top ou bottom

2) ht(p) = 0 si Patomique 1
,
T

,
X

i ht((p) = 1 + ht(p)

ht(PoQ) = 1 + max(ht(p,q)
,90ESV , X

, E)
DQ

3) demontrer par recurrence sur la hauteur d'une formule P que XP
, simp(P) ne contient pas le symbole

Montrons PCn) = Pour tout P, si ht(p)<alors simpleS

· cas de base P(0)
P, ht(p)<O donc ht(p) = 0

donc Patonique
P = T simpl(p) = aVTa oK

= 1 = ((aV(a) ok

= X = Xok

· on suppose d(n) vrai · Montrons $(n+ 1). P, sint(P) <n+ 1 alors = & simpl(P)

Patomique-ok(cas de base)
1P alorsht(p) <n. DONC= simpl(P) simpl(TP) = simpl(p)
ht(PoQ) < n + alorsht(p) < n dona HR=simpl(P)

ht(Q)1 Simpl[Q]

on regarde simpl(P/Q)
(PVQ)
(P = Q) et on conclut

...

4) recurrence structurelle

On peut ma:

a P(P)est verifice lorsque Pest une formule atomique en particulier $(T) et P(1)

b) Pour une formule propositionnelle A quelconque , en supposant que $(A) est verifice on peut montrer P(TA)

6) Pour des formules propositionnelles A et B quelconques , en supposantque #(A) et $(B) sont verifices , on peut montrer

P(ANB) , $(AVB) et $(H =B)
Alors on peut deduire que UPE PROP

, $1P) est Verifice



· P(P) == simplCP)
explicite laformule a demontrer

X: simpl(X) = X OK - bien distinguer les cas + or utiliser les HR

T : simpl(T) = aVLa ok = simpl(P) si Pest atomique
traiter tous les cas

1: simpl(1) =L(aVa)0k
7P: Tsimpl(p) parHR= simpl(P) donc ok

PNQ: L(7 simpl(P) VT simpl(Q) parHR= simpl(P)

PVQ: C ...) => simpl(Q)
=Q :

EX 5. 2 :

1 PXTQ

2)a) xeg(T) = + neg(1) = Tneg(p) = TP

neg (TA)= A neg(ANB) = neg (A) Vneg(B) neg(AVB) = neg(A)Xneg(B]
neg(A = B) = neg (7AVB) = (neg(7A))N(neg(B)) = Anneg(B)
(P) = (QVI(PVR)
neg(((P) = (QUI(PUR)) = <PNTON(PUR)
Cetteformule esturaie pour P faux, Q faux et Rvrai

6)c) Montrons $(P) : = XP
, neg(p) = 74 (premier=: definition

deneg]
cas de bases1 : neg(1) = T = 71oK

T : neg(T) = 1 = LT ok

X : neg(X) = X OK

O HR
7P : neg(7p) = P = L(TP) ok HR

y
de Morgan

↓

PNQ : neg[P(Q) = neg(p) Vneg(Q) = (7P)v(7q) = 7(PXQ)oK
PVQ: neg(PVQ) = neg(P)Xneg(Q)#*[7P)n(7Q) = 7 (PVQ)ok

PEQ : 1 / neg(B)#AXTB = 7(H = B) ok

EX 5. 4 :

f binaire, gunaire, a constante, R symbole de predicat binaire

~ Xin +pXin (P,
x) = vrai six est libre dans P

faux sinon w functionauxiliairequi prend unterme aulieu d'une formule

Xin[+, x) = faux xint(y , x) = y = X

xin (T, x) = faux xint (a, x) = faux (x n'apparat pas dans a)

xin (R(t , u) , x) = xint(t , x) xint(u,
x) xint(g(t), x) = xint)t, x)

xin)AoB , x) = Xin (A , X) ou Xin B, x xint(f(t, u)
, x) = xint(t, x)Vxint(u, x)

xin (TA, x) = xin (A, x)
~ X neserajamais libre dans Vy.

A

xin (fy. A , x] = (YEX)xxin (A ,x]
xin (Jy . A , x) = (y= x)Xxin(A, x)

Ex 5
.S:

11 R(x,g(y))[x) f(a, g(y)) : y)x]3)fx ,
R(x, g(y))[y= g(2)] 5) Xx , R(x ,g(y))(x)z]

= R((a , g(y)) , g(x) = Vx, R(x, g(g(z)] ~ Xx, R(x ,g(y) Connefait rien)

[x] y, y= X]
= Vz , R(z,g(y)

2) R(x,g(y))(x) f(a,g(y)))(y=x] 4) Yx
, R(x

,g(y))(y=g(x)]
= R(f(a ,g(y)) , g(y))[y=x] XX', R(X' , g(g(x) 6) (x , R(x,g(y))[x < y]

-

= R(f(a, g(x)) , g(x) on change le nom pour eviter la capture = Vx , R(x,g(y)
= Vy , R(y, g(y))



Ex
.
5

.
3

1) sous formules de L(pV(pXr)) = (pXq)
- p, 9 ,

r

- gxr, pV(qnr) , <(pV(axr)
- pNq
-(pVgXr)) = (pxa)

2) sf PROP , p(PROP) (a une formule Passocie l'ensemble de ses sous formules
sf(P) = [p} sip formule atomique

sf(7p) =(7P3U sf(P)
sf(PoQ) = st(p)Usf(Q) USpoQY o oESX ,

V, =3

3) Trouver un majorant du nombre de sous-formules d'une formulePquiutilise n connecteurs logiques
Isf(P)) <2n+ 1 (etce majorant est atteint quand P n'emploie que des connecteurs binaires et que toutes les variables feuilles

sont distinctes.

Lidee : chaque noud de l'arbre syntaxique d'une formule correspond a une sous formule.

Si n est le nombre de connecteurs et m le nombre de formules atomiques (feuilles), alors le nombre total de noeuds vaut n+m)
2) avec seulement des binaires

,
unarbre 'plein a m= M+ feuilles = total = n +(n+ 1) =

2n+ 1)

preuve par recurrence :

P(P) , siP an connecteurs alors St(P) <2n+

> Sf(P) = SpY si Pformule atomique

donc(sf(p) = 142.0 + 1

> Sf(7P) = Sf(p)UGTPY

donc st(TP) <(sf(p) + 1 < 2n+2 <2(n+ 1)+

↑ siPan connecteurs par HR 1Sf(P) /[2n+

TP a n +1 connecteurs
< sf(QoR) = sf(Q)Usf(R) USQoRY

donc Isf(Q0R) 1 < (2(Q1 + 1) + (21R1 +1) + 1 partR

[2((Q) + (R1) +3

(=)< 2((Q0RI) + /



TD 6
NOTES :

Vx
, X = X -relation Vxy , x=y =f(x) =f(y)

XX , y ,
X = y =y = X d'equivalence Exy x= y => P(X) =P(y)

(xyz, X=y(y= 2 = X=z

D =
+

CDXD

Ex6
.
I : On se donne un langage avec un symbolede predicat binairet les axiomes dela theorie de l'egalite

1) domaines qui ont moins de il elts . Axiomes a ajouter?

pour n =3 : XX1, X2 , X3 , Xy (si on prend 4elts,
forcement 2 sont egales)

X1= x2VX1 =XzVx,= xyVXz= x3VXz = X4Vxz = Xy

pourn : VXn , Xi i= au plus nelts

vraie exactement dans les modeles equationnels ave moins de n elements

2) plus de n elements (7, n)

3X, , /Xn , Xi # Xj au moinsnelts

i<j

exactement nelts : Zaxiomes ou: Ex, Xn,( , V=i
I Sit

Ex
. 6 .

2 :

Theorie des entiers de Peano (langage avec une constanteO
, un symbole de fonction unaire S etun predicat binaire pour l'egalite

axiomes:

Vxy, x = y =S(x) = S(y)

Vx , 70 = S(X)

-xy,
S(x) = S(y) = X =y Sinjectivite]

1) Mp tout modele deces formules aun

N
, ONEN ,

SN : N-> N injective

O n'a pas d'antecedent , or Si est injective ,
donc Nestun ensemble infini

[Thm de Cantor]

oubien : [SCONEN /KEINGEN
SN(OK) =S+ PCON)

, p>O

On = SPCON) = S(SP"(ON)

2) si on retire le premier axiome ?non
· S &

3) si on garde le premier et on retire le second? noni [0 , 17si
4) on rajoute les deux axiomes SCO) =1) Sh'est pas injective

S(1) = 1 mais S(0)0

Ex6
.
3

5) C Ch ↓
modele

[ci+ (j)i< j] [infinitedecte + axiomes MK 4), N

- domaine infini MK est bienun modelede (1)

Con utilise la contrapose duthm de compacite]
Theorie + (Ci+)ijEIN ~ l'ensemble infini du dumaine infini de modeles

L /ma c'est un modele

A fini [Th+ (ci F(j)i<;EIN

A[Th +(ci+(j)i<j< N

-



EX6 .6

P
, Q predicats unaires

Signature monadique

Soit A uneformule ,
I interpretation de domaine D

VdED , z(d) =(va)(x1 a, P(x)) , val(x1+ d ,Q()(
1) p : "etre un entier pair

"

Q : "etre un multiple de 3

-(1) = (F,
F) + (4) = (V, F)

T(z) = (V, F) [(s) = (F,
F)

2(3) = (F, v) +(b) = (v, v)

2) 4 valeurs differentes

min : I
,

max : 4 [dans le cas d'une interpretation quelconque 7

3) ded'ssi2(d) = 2(d) entre Zelts ded

1 = l'ssi((x) = l()

MpFA , Fl , t ( = (=val(L , A) = val(l' , A) (valeursemantique 1) identifier les

recurrence sur laformule A :
cas a traiter

as a traiter

XX , A TA
cas debases :I AXBP(x) , Q(x)

P(A) : i = i = val(i
, A) = val(i) , A)

* cas de bases :

- P(x) . i = i'

val(i ,
P(x))= val(i) , P(x)

i(x) = i'(x) vraipardefinition de

Q() : dem

* TAi= i val(i, TA) = val(i), TA)

parHR,
val(i, A) = val(i),A)

AlB : dem

XX , A val(i,
x

,A) = val(i) , XX,A)

val(i +(xd)
, A) = val(i+x =d , A)

HR appliquee a i + (x-d)i +(x= d)

~> reste descas: Lois de Morgan.

4) I'
, D'CD formeexactement d'un element deD dans chaque classe d'equivalence , c .a . d :

VbED, 7d'ED'tqdd

XX , yED', six y alors X =y

d) P(A) defpourtout i , vali(i, A) = vali(i! A)

f.
a. P(x) : vraissi i'(x) EPI (interpretation de P dans 1)

ssii(x) EPI) = PI
p

val(i , XX,A) V ssi pour toutdED
,
valI(2+d

, A) Vrai
on utilise

il existe d'ED tel que ded'11 + 93

· val+(i +xd,A) +valy(i + x-d,)



Ex 6. 6 :

IF (P, Q ,R)

~ PROPIf l'ensemble des formules constructes

valeur IF(P, Q , R) = valeur Q si Purai

R sinon

1) <P: IF(P , + ,T)

PNQ : IF (P , Q
, 1)

PVQ : IF(P , T,
Q)

P= Q : IF(P,
Q

, T)

~ ligne de

la table de Verte)

2) valIF)I , P) = v/F

valIF)[ ,X) = I(X)
valIF(I,T) = v

valIF (1
, 1) = F

valIF)I,
IF(A, B

,c) = SivalIF(I, A)=V alors valIF(I ,B)
SinonvalIF(I

,
C)

3) MpIF(IF(P, Q , R) , S
,T) et If(P, IF(Q ,

S ,T) , IF(R,
S

,T1) sont equivalentes

siPurai "IF(Q
, S

,
i) "IF(Q

,
S

,
T)

4) norm

~ norm(p) renvoie une formuleequivalente dans laquelle toute expression de laforme IF(P, Q ,
R) top variable propositionnelle

~ Ifn(P, Q ,
R)

Forme normale

norm(x) = X

norm (1) = 1 Ifn(X, Q , R) = IF(X , Q,
R)

norm(T)= T Ifn(1
,

Q ,R) = R

norm (IF(A,
B

,c)) = Ifn(T
, Q , RI = Q

Ifn (A,
norm(B) , norm (c)) Ifn (If(A, B

,
C)

,
Q , R) = If) A, Ifn (B,

Q , R)
,

Ifn(C, Q
,
R1)

Ex 6
.
7

1) vald(1 ,
bool(b) = b

=
V

vald(1, If(x,
P,Q) = si [(x) alors vald(I , P) sinon vald(I

,
Q)

2) form(Bool(b)) = sid alorsTsinon I
Y

V/F
form(If (x

,
A

, B)) = (x X form(A)(v (7 X Xform (B)
↳

3) not(b) = 1b
not (IF(x ,

P,Q)) = IF(x ,
notP

, notQ)

4) Bool(b)

IF(x
, P, Q)

and (b
, (2) = b

, 00b2
and (b

,
IF(x,

P
,Q1) = IF(x

,
and(b

,
P)

,
and(b

, Q)
and (IF(x,

P, Q) , b) = = IF (x
, and(P, b)

,
and(Q

, b))
and/[F(x ,

P, Q)
,
IF (y,

R
,
S
, )) =

sic (y IF (x ,
and (P, IF (y,

R
,
S)

,
and (Q

,
If (y, R

,
S))

six =y [F(x,
and(P, R)

,
and(Q ,S))

si ec] y symetrique du1cas
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Exercice 1 :

[ Domaine de Herbrand fixe le domaine ma formule universelle satisfiable w

ne fixe pas si les predicats sont VouF] il existe un modele de Herbrand dans lequel laformule esturaie .

1) Xx
, (P(x)xQ(x)X(7P(a) V7Q(b)))

Signature
- termes a, b

- predicats P Q (2lbase modeles de Herbrand

Dom .
H termes clos DH= Sa, b3

Base H form
.
atom

.
close BH = [P(a),

P(b)
, Q(a) ,Q(b)) 2 mobiles de Herbrand

non satisfiable : P(a)
,
P(b) , Q(al , Q(b) v VxP(x)XQ(x)

alors TP(a) VTQ(b) F

donc formule fausse

fausse ds tous les modeles de Herbrand non satisfiable

2) Vx
, ((P(x)VQ()(7P(a) 17Q(b)

satisfiable : P(a) F
,

Q(b) F
,

P(b) V
,

Q(a) V

3) (x,(P(xGNLP(x))
Signature

-termes f

- predicats P

ajout d'une constante a

DH =[a,
f(a)

, ,
f"(a)

, 3

BH = [P(a) ,
P(f(a))

, P(f"(a))
,

3

V F

- P(a)(7 P(f(al)
G

- P(f(a))(\P(f(f(a))
~ non satisfiable

4) Fxyz , (R(x ,
sad) X (R(x ,y) X R(y,

z) = R(x,2) 1 < R(x
,
(d)

D = GS"(a) ; nER3

BH = [R)si(a) , Si(a)) ; i ,jCN

satisfiable :

- successeur

[D = IN R = [(n , m) ; n<M3] (non reflexive
,
transitive

,
etn(n+1)

RH = [R(si(a) , sa(a)) ; i(j}

Exercice 1
. 2 :

1) SVx, (P(x)VQ(x)VR(x)) ;<P(a); <Q(b); <R()3

DH = Sa, b
,c} xcarTP(a)

satisfiable , Pla) Fcaza"Q(a)V

Q(b) F
+

p(b) V + ... (lereste VoUF)carTR(c)
R(c) F P(c)v



2)[Xx ,
P(x); fx,

<Q(x) ; (x, (7P(f(x))VQ(f(x)))}
DH = [f"(a) ; nEIN3 (a) Va

P(f"(a)) v(fx, P(x)
Q(ft(a)) = (fx, (P()
-> mais alors (P(f(a)) &Q(f(a)) F

donc Yx LP(f(x)XQ(f(x)) F

non satisfiable

3) insatisfiable : P(f(a)) a cause de la 12e formule

7)P(f(a) a cause dela seconde

true true

true true

match f with var-- > true match f with var--true

1 -
-> false 1- - false

clausef o clauses
clausebf 08 clause by

False fncb + Of facbg
false false

let rec facb f =

clausebf Il

match f with

Bin)f,
Et , g) -> fref et freb 9

-
-> false

Ex2 . 2
-

1) pXLP 2) PV79 3) <(pvq)4)pNVr((pNa)Vr)
clause X

clause ~ clause
Y

clauseY

FMC ~ FMC ~ FNC X FnC X

FRD ~ FRD ~
FND X FRD

EX 2 .3
↑

DNF : lightsouP = T (v)

CNF: lignes OuP = 1 (N)

P : CNF: (je ne suis pas dans les lignes faux

(7aXLbVic)X(Tavb vc) NavibVc)
pas 2 pas 4

DNF : ligne 1 VligneVligned Vlighe 7 Vligne S
I -

aXC TaN7b - factorisations possibles
- (anc)v()aXb(c)v(7aX7b)



(FMD : exponentiellement plus grand) A = B = TAVB

Ex . 2
. 4 : L(AEB) = AMLB A! parenthesage

(mettre sous FRC + FNDdonner un modele

1(2)

a) (2pVqVr)= (rVs) ① forme normale de negation

(pXqXyr)V(rVs) FND ② FNC ? FND

(pVrVs)X(qVrVs)x(trVrVs) FNC sinon -> faire la distributivite
I

- (pVrVs]X(qVrVs) T
simplifier

*n'importe quelle interpretation rend la formule vraie

↳ variables 23 = 8 modeles)
modele : rV(8 modeles)

rF sV (4 modeles)

rF SF pVqV (1 modele)

b)p = (((qVr)= s) (c) (e) afaire

P = (pXtr)Vs
TPV(qXTr)Vs FND

(PVPVs) X (1pirVs) FNC

modeles : SV
+ 8

SF pF - 4

SF pV qV rF -z1

d(pV(q)x(p= (pVr)
(2pxq)x( <pVpVr) FNC

(7pXp17p)V(p17pna)V(rMp(q)
↓ ↓

* rXTDXq FND (et aussiFNC)
modeles : 1 seulmodele F qVrV

*

3) - ovi(3)
- non (3)

- ROM

i
(a)xbi) V(a211(2) Vlas1ba)
(a) Vaz Vas)

↑Cavable
:



TD 8
Ex 3

.
1

1) Combien de fonctions bodennes (n v. a . propositionnelle, an
n = 3 : TV a 23 lights

fonction lights < [V/F3
223

=
28

M : 2 interpretations (ligneTV)
22" tables de verite

2) Mpi si C contient deux litteraux quiportent sur la meme variable propositionnelle alors7 C'plus courte avec la in TV

x : xVxVC >Va

xVTx VC
> T

7xVxVC

7xVTxVC < TxVa

3) Combien de causes differentes reduites peut-on construire quiniont pas la in TV ?

n'apparait pas dans la clause x4xEC T
TxEC

apparait de maniere positive x
,Lx

apparat de maniere negative- 3 possibilites
43+ 1

[T

4) CED et DAT , comparer l'ensemble des litteraux de C et ceux de D
~

CFD siC[D /litterauxc)
~ ~ =

siCFD alorsTV(c) TVCD)
~

xE intilEDfaux /n = evEx <V3 [lED~

xED 7xED 11 FC

5) C reduite litteraux surn variables. Combien de lignes de latablede verite ont la valeur vrai ?

une light F donc 2n-1

6) C reduite comporte p des n variables. Il

Cp variables

1 maniere de fixer les valeurs des p var pour rendre C faux

n-p autres variables prennent n'importe quelle valeur

2n-Pint
. rendent Cfaux

-24 - 2n-P
=

24
-

P(2P- 1)

R3
Ex 3

.
2 :

Pr

1) pet(,Paby))) Vas
-

cause V(ensemble de literaux) e ,

FNC -X (ensemble de clauses

&VsVoVlag , TopVa,, 7aVLbi , 7 Vaz ,72Vbz
, TaVaz,

clause [7V/byVa]}
↳

LazVby Voy

TxyVay

7xyV by
=>GxVVVLag , TeVa,, TaVLbi , 7 Van ,72Vbz

, Tag Vlaz, LeVby Vecy , TayVay ,TcyVby]



2) L'algorithme setermine ?

Strouverune function decroissante]

- nombre de X decroit strictement

3) Mq Si clause(P) esturaie pour une interpretationI alors P est aussi vraie pour cette interpretation

siP esturaie pourI alors &I' qui coincide avecI sur les variables de Pet pour laquelle clause (P) est uraie

(I FEssi pour tout Cf3 FC

silFclause(p) alurs IFP

clause(p) F P

-
P = P

, /B

Supposons If clause(P,) Uclause(P2) et montrons que IF P
, NP2

de I F clause (P,)U clause (P2) on deduit IF clause (P,)

par HR IFP, dem I FP2
- Pclause trivial donc IF P, 1 P2

- P= e, V
-

venU(P, Na,)VV(RpNQp)

Hypothese : IF Ee, v VerVo VapzUUcause(7VRi)U ause
Montrer : It P

IFV VenVoV-Vapy
ona I=V-Ven

Si I Fli alors If P

Siron If i on a aussi If cause (7xiVRi)
parHR IFLiVRi
IVTi

on a I FRi

de in If Qi

donc IFP.

Reciproque:

si If P
,

alors 7 des valeurs dec (I'les interpretations decci) +q I ,
I'l cause(P)

* SiP= P, /P

Hypothese: IF P, /P2

Trouver I'tpI,
I'f clause(P,) Uclause(P)

I, F P, et I F P,

par HR
, il existe I' t I

,
I

, E clause (P,)

HR, il existeI" to I , Iz F cause (P2)
existe I'tq I

, I'l clause(P,
)Udause(P2)

I' = [WIz
↑Cok car (var(1,))n(var(=2)) = 0)

·
SiPclause I = 0

· siP= e, V-VenU(P, NQ,) V V(RpNQp)
Hypothese : IFl, V-VenU(P, Na,) V V(RpNQp)
Trover I' +q I

,
I'Ele, v VenVx VapzU Ucause(7VRi) UWause(Qii = 1 -p

-> siPF lil' = (x +> F) urai

-> siPFQiRi I' = (xiHV je
xj1f)



19/11/25
EX 4 .

3

1) vald(1 ,
bool(b) = b

=
V

vald(1, If(x,
P,Q) = si [(x) alors vald(I , P) sinon vald(I

,
Q)

2) form(Bool(b)) = sid alorsTsinon I
Y

V/F
form(If (x

,
A

, B)) = (x X form(A)(v (7 X Xform (B)
↳

3) not(b) = 1b
not (IF(x ,

P,Q)) = IF(x ,
notP

, notQ)

4) Bool(b)

IF(x
, P, Q)

and (b
, (2) = b

, 00b2
and (b

,
IF(x,

P
,Q1) = IF(x

,
and(b

,
P)

,
and(b

, Q)
and (IF(x,

P, Q) , b) = = IF (x
, and(P, b)

,
and(Q

, b))
and/[F(x ,

P, Q)
,
IF (y,

R
,
S
, )) =

sic (y IF (x ,
and (P, IF (y,

R
,
S)

,
and (Q

,
If (y, R

,
S))

six =y [F(x,
and(P, R)

,
and(Q ,S))

si ec] y symetrique du1cas

5) (valide) :

IF X insatisfiable : partout F
.

VF

~ IF X

F

Ex 4. 4:

- aucun noeud n'a deux fils identiques

-
arrete V + F (DAG)

- diagramme de decision binaire ordonne

1)(z(t)(x(y(z(t) x Y

Z

x
TEL ↓ t

t t

Y Y

Fu
F V

(x() y)X(z(E)
[

(2EXt) Z [ xE)Y

x

TEL ↓ t

t t
Y Y

-

y Fl



2) form(Boo(b)) = si b alors T sinon +

form (IF(x ,
P

,Q1) = (xNform(P1) V(7xX form(Q)
(= form(p)) x (7x=form(Q)

= (xVform(p))X(xV form(Q)

3) Mq deuxformules sont equivalentes ssi OBDD

siProQ et 01 +02 form(obdd(P))= P

alors PEQ P20 et Q20

↳ OI 02 alors P = Q

V F VI
,
valI(P)= valobad=(0)↑

L Siune
variable

v -JI
FrenWe

sideux variables :

D Q
x < y

W ~ siP = Q

P(xT] P[x[T] = Q[x=T] = Q
9 & ( P(x= +] = q[x7T] =Q
P(x1+]

or on a jamais 2 filsegaux

4) noeud (G, n) /sin noeud interneds G)

feuille (G, n) (sinfeuilleVOUF)

var (G,n) donne lavariable propositionnelle associe

vrai (G ,n) n
o

sommet si la variable esturaie

faux(G , n) no sommet si la variable est fausse.

valeur (G, n) : valeur VouF de la feuille

a) ordre des variables :

FnEG noud(G, 1) = noeud(vrai(n) = var(n)) var(vrai (n))
- - -

reduction: doit tre faux (n) faux (n)
- un noeud !D

-n EG, noeud(n)= vrai(n)# faux(n)

partage maximal :

Uni
, n2 feuille(n,)feuille(n2) Aval(ni) =val(n2)=m= 12

noeud (ni) N noeud(12) Xvrai(ni) = vrai (n2)
1 faux(ni) =faux(n2)=

+= 12

b) c) skipped over ?

d)

/32 interpretations

zay(x)2 2x2x(x)

4/8
,

I

/16
4x2(exxxs)

2 4 12
n modeles(p) x 2 mc(p)-ind(x)-

(e3xx)2/4
V(7x3/7xS)

2



TD 9

etapes: 1) mettre en forme normale de negation (lois de Morgan
2) skoleimisation(on se debarrasse des7)on garde l'equisatisfiabilite

↳ troquer 7 que l'on on perc l'equivalence

remplace par un symbole.
I

3) remonter les V 1) a l'arite du symbole

en faisant attention au renommage

forme prenexe

4) mise en forme causale (D! au parenthesage
Vx , ,s1 Cn VGIYCI NECh

Ex.

Mettre sous forme clausale E= [F, F2 , Fz} ou :

1) F = Vx
, (p(x) = Jy ,

Vx
, q(x,y)

->
fans Uc , Tp()V(7y , Ex

, q(,y)
-> skolem : nouveau symbole acte (pas de variables libres

Vx(7p(x)Vx , p(xa)
-> prenexe: Focc'7p()Vq(x, al

>FNC : clauses
,

1 seule : Tp(x)Vp(x', al

2) Fz = ((7x , (p(x)=r()))VVy , p(y))XVx ,by , (r(y)= p(x))

< fan : ((Ex ,
La Vrad) VVy ,p()) 1 Exc

,by , Tr(y)Upd

> skolem : 2 nouveaux symboles D

barite 0
,
farite y

((7px)Vr(b))Vfyp(y))xv(7r(f(x))Vp()
< prenexe( +fnc) : Vay (1p(b)Vr(b)Vp(y) X(irfecUpc (

clauses: [7p(D)Vr(b)Vp(y) , Tr(f(x)VpCd]

3

3) F3 =((Xx ,(p(x) =(y , q(y)))E52 , r(z) zu
, s(u)

> fun : 7 [(fec , p(x=Jyg(y)) =72
,r(z)] VJu, s(u)

> [(Vx , p(x) =Jy ,q(y))(fz ,
7r(z)]V]u ,

s(u)"
> [Ex , <p() VEy ,q(y)) 1fz ,

7r(21] V Jm
, Scul

> skolem : nouveaux symboles

cet d d'arite O

) (fx , Tp(x) Va(d))X(z
,
Tr(z)) Vs(c)

> prenex:xz
, ((1p(Va(d)Mr(l)Vs()

FNC: Fecz (1padVa(d)Vs(c) X(7 r(z)Vs(a)
2 clauses .

EX2 : Ade
+(7x

,
LPC) = ((Vx ,P(x)VQ(x)=Vx ,Q()

1) FNN

7(7x ,<P(x)V((Vx ,P(x)VQ(x) = Vx
,
Q(x)

=(x, P() V/7(fx , PGVQ(x))VVx,Q(x)

= (fx, P(d)V)(7x ,7P()NLQx))Vfx , Q(x)



2) A = B

donc A FB vraie

BFA vraie

et A est satisfiable ssiB satisfiable : vraie

3) skolemisation

nouveau symbole: a arite O

C = fxx) (P(x)V(7p(a)n)Q(a))VQ(x)

4) BFC : faux (on peut trouver un modele ou Cseraitvrai et Bserait faux :

p(a)V
,
a(a)F , p(b)F , q(b)F , D = Sa , by DF B

, DEC)

CFB : vrai

B satisfiable ssi C l'esti vrai

5)6) oui

7)8)9)
(7x , (p(x)X(Xx , p(x)VQ(x)) X7x

,
7Q(x

-> fnn: TP(a) X/x , P(x)VQ(x))nLQ(b)
DH =[a,

b3 ,
Bu = [P(a)

,
Q(a) , P(b)

,
Q(b)

satisfiable· F V V F

~ don An'est pas valide

Ex5.
3 : VAclause

,
JB :Faci, ,C avec C sans quantificateurs+q :

1) BF A 2) si A satisfiable alors Best satisfiable
, 3) sit insatisfiable alors 7t, _, OK substitutions closes +p

[C[w]
,, C[oby soit insatisfiable

1) Ma pour une formule P quelconque , il existe Q qui s'ecrit]s
, 2 ,

Ravec R sansquantificateurs tai

i) P = Q

b) si Q est valide alors Pestvalide

c) siPestvalide alors Jo,~,Ok substitutions clauses taR[V VR [5K] soitvalide

-> Pvalidessi 7P insatisfiable .

Oncherche Q = 7
, ,nC

On Skolemise TD -> VS, xnC insatisfiable Ssi7P insatisfiable

Ssi *
7(fx, xnC) est valide

->7. , TC

Con utilise le resultat de la skolemisation)

2) Q =70 , n ,
R avecRsans quantificateurs. MqR[5,

]V VRSOK]= Q est valide

Th de Herbrand : siC[G] x NC[in] insatisfiable

negation ou R= TC

73 / > R[tnJV vR[On] valide

3) pe(T(a)VT(b)) =J, T() , trouver laforme de Herbrand associe ainsi que des substitutions

closes 5, OktaR[riV V R[ok] soitvalide
.
Peuton-trouver unesolution a ce probleme

avec une seule substition?



TD 10
EX .

6
.

1

1) FNC de(x>y) et ((x)y)
(xE> y) = (x=y)x(pEP) [(xy) = (x=y]x(y=x)

= (4xVy)n(7aVp) = (xxy)v(7xx(y)]

x(x(y) =(TxVTy)x(x Vy)

2) TV (x)(y=>z))

x y zxE)(yE> 2)

F FF F

vVv v

v F F v

V VF F

VFv F

FVF v

F FVv
F V F

3) A , Ant BI Bm

hypotheses conclusion

le sequent est vraissi : A, NAn = Bir VBm (NAi)=V(Bil
i. e . dans un monde ou toutes les hypotheses sontvraies

,
il y a au moins une des conclusions quiestvraie

* O - BI, Bil

Al , AndA,,-, An insatisfiable

* A est valide ssi -A est valide

on suppose Act on prouver A Burai
montreB

(1) Al-B , D T -- D
,
A /

,
BrD 91D , A

,
B A-A .

A

T + A =B
,
D J

,
A = B- D TLD ,

AUB NA ,
LA

- AVTA
unle regle est correcte si sitoutes leshypotheses sont vraies

,
la conclusion est vraie.

expor (1) :

I

↑D A 'BI 1
,
Ar B

,
D'JrAEB

,
D'

F- - - V v

V V
- - ~ V

VFF - V V

V FrVv v
V FVF F F

* inversible :

Tr A 7

correcte mais non inversible correcte : 'T'A'B's-A'-AVB

↓
Tr AVB

F - - v v correct
ma conclusion
peutetre vraie aussie JtAlB VV - V W

alors que l'une TrA VF v F V MOR
des hypotheses inversible
est fausse.

VFF F F



c)4, prD , 9 /
, prD, p <

, p, 9t StD, p,↑(2)
T + D

, pE)q 9
, p(q) D

b) a) Mp elles sont correctes + inversibles

(1) ) XPP T ,ptD, q /
, prX, P / + D

, pEq
F -

-- V V V correcte

Vv - v V v

VFFF V v y

vF FU V F

v Fvv V ~ # inversible

vFvF F v F
-

& p79 en hypothese
f> p , q enconclusion

(2) ) XPP T , p.91 A T + D , P, P S, p> pr- D correcte
F -

-- V V V inversible

Vv - v V v

v = vv F V F

VF v F V ~ w

VFF U V V v

VFFF W F F

c) arbre depreuve : 1-E(y()(x) y)

=g)+ D ,
A ,

B S
,
ArD

,
A

"YP
3, B1-D ,

B"YP 9
, B

,
ArD

= g
T, B = At D , A 5 B, B = Ar A

=>9
T,

A = B
,
B = A +D

19
9 (A =B) N(BEA) D

d)xE(y)(xy)) est- elle valide ?

A validessiderir A (A , BF (ssiA
,Br)[A, .,An insatssideri ,

Ant

#

hyp hyp hyD hyp hyp hyp
x ,y +Y(, Y +x x , y +Yx + x,y -A [xyy]

< +Yy54

(4y+xy(,xEy+Y y,
(x(> y) + x + (,y,

xY

x +y()(x(]Y) YES(x(z)y)1 -x

# d

rx((y()(x()y))
~ La formule est valide. (on a obtenu une derivation)

EX 6
. 2 :

1) Mq toute formule propositionnelle est equivalente a une qui nutilise que L , E

T = x =x

+ = T(x =x)

↑ 19 = 7(p=79)
pVq = Tp = q



2) E

a Formules equivalentes aLet T qui n'utilise que) eth

T = x(]x

+ = xE(x(ovv(x-x)

b) SiAutilised
, y ,

E ,

Mq l'ensemble des interpretations des variables
, y qui rendent la formule Avraie contient toujours un nb pair

deleinents.

Par induction structurelle sur A :

P(A)/[i12 FA31 pair
induction sur la structure de la formule

A =x() vrai car 2 interpretations qui rendent vrai

A =LB([i)nFB3 1 pair (HR) donc Ii/n#B3) est pair aussi ((il pair)
[iFTBY est pair

A = BEC


