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damien. simon @ uaiversite - poris - saday . fr

2{oN /2025

& [ - Y= 34
1) £:R >R, mq ha of = devq)
Soit xER .
s 6= lg(#00) = [4 s FIER o> xE4-(A)
O siRI¢A > x ¢ £'(a)
d'od (dn of)(¥) = ‘d;.-(m(x)

3) Aang = data
xR,
coss XEA, x€B...
@32: x€Q, *E€B donc r tanal)-o
["la(v)ﬂgtx)=1-o=o

2) AcB & Aa g
(=) Suvpposons que ACB
Sott xEMR . Ono. xER donc x€B
Done si Ap()=4, dg(v)=9
8i 1p()- 0, g(x)= © ov fglx)=4
donc fa (x) € 1g(x) ¥x€R

(&) Sopposons o< g
Sott xER +q x€A
2 dat) =1 {HAalx)
= Agt¥ =4
> x€B
donc A <8

Ex2 (convergence simple)

) def: Soit (Mado :R— R ,ondique (fn) converge simplement vers £:R 5 R si YreR, fo) —y FCx) donsR
AN\~ %00

2) o) 4n /‘ s

=T Kn
& x=T/n

b) <V simple+ limite
£olx) = nsin(x)

1+ 0
Soit ¥€R
nsin(x) _ sin(x) 5 sin0x)
140 Va4l DD
gn(x) = sin(nx)
n(x) =
)
Qo XER,

£ ga <t
1+n Ll

Par 4hm dlencodrement , gotx) — 50
N—p+00

Yor 1 |
A = ?\lr_JnUn

\
hn() =

x¥ +ox? +1\
Wit XER
Si X= 0, ha(0) =4
Si x£0, ba(® =

xUrox3el  noseco

donc hh(*r?‘_:;'d So%

ax?

Ka(x)=€
Wit xER
8 Xz 0, Kao) =4
Si ¥#90, Knlx) 5 O

A—p4 e

Donc  Kalv) ev simplement vers fyo1 .

&3

1) cv uniforme: VEYO, NCE) 20 WnD N(E) VxER,

On défini gl = soe \qaal

x€E
Poor g bomee , on dedinit gl = Sup I9a\
XER

[€alx)-FOI L&

nN—>tN

convergence ontforme = convergence Simple

2) (fa) conv Simplement vers Sin(x). Seit n 20
erge Simp

soit X€R, ot n€NV

140
|

Donc (- Fli4 <

Donc “'p:\-'c“m—)o

asinlx)

-sinCx)

nsin () - { (+0)SinC¥) ‘

I+n

T ddendante dex
{
! sint) | €
1+0 1+0




sindnx)

(¥ = T+ n
Soit v€ R, soit n€E N
ainCox) _ o = sinax) £
l_+n - | l+n 1+n
Donc WQallw € ! et dooc galleo——50
|'|'n N—p+400

Knlx) =e'°x;, [ lsi x=0
O sinen
Méthode 4:
T n'y o pas cenvergence oniforme auc latimie est non cartinue et lo. continuite est presecves par convergence onitorme”
Methade 2 : definthon

Exu. £n: R R définie por £a0x) = cos(x) sinCx)
-0,
2) Mq If llao=( 1+ Ya) ol

ne
Soit0€EMN, cna £ax) = 00s6d” (sin(x)) sinCx) + cosCx)cos(x)
= @s0)™ (- nsin) ¢ c0s()?)
ondhecche. (es ¥ 49
fa)=0 i.e. [ms(x)"": (o}
-osin(x) +¥)% 0
ie. [ cos(x)=0
[ -o( l—ms(xl’)+ms(v)°=o
<.ec. cas(x)=0
[ =0+ (aa\)oosCr* = O
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€y at 4‘(1).:[1 siog xg!

2 g 1gxg2 y
) sz(ﬂdh 1(1-0) + (-2)(2-) ‘_!: , S
- i
=
2) £*(x) = max (0,#(x)) et £'(x) = min  0,40x)) .
o) F*(x)e [ 1 8 O x < B A+=‘ £(D (-4 + (240,02
[o si 14x €2 3
@ - [o si0¢ x<! A .]:F"(k) =@-12 4(1-0).0= -2
2 sltgx¢2

¥ et £- sont des constontes sorles intervalles Lo, et L1, 2]

3) 100+ =[| 2 0¢ x<I = A0
=2 siaon

2
y) I Dt = -1 14 (-2)
n W,..
0 A+ a

Ex2.2
) — -
Lo | .
—i 'l:—-'” F=0‘7Z_ .fetg gont en esalier pourT
HH =R 9: g
L

2) €(Ca,b]) vessemble des fonctions en esanlier. C'est un sev de 8(Ta,b]
« mubtiplicofion scoldire v/
« stable poraddition (4'1-3\ est en esalier pour T

3) €(Co,bl est une gous RR- aigebre de B(CLa,b]) . LE &(Ca,67) ok.
€9 est en escalier pourZ puis idem pour max et min

Re‘some'; Doe Ris qu'on prend T= TG’ tout se raméne a. des fonctions constantes pour lesquelles tout est euident.

# preuye poor may
= (oo, on) 0= (ag,—,a'W)
Telag, — o)
fidmettons Vi€ 70, e,
Mq max (f;9) esten esautier pour 7
Soit { € fo, Py — &
max (£, g)l

Toi,

sont constondtes.

g ome
'ja, 1 O5HC Jo5,056C

a;ul ) max(flhi'aé*‘t) gl'lo;,m)ﬂ[ )

= max (of, B;) — el qui ne dépend que de <

Riemann integroble: i D.(f,5) £04(4,0)
DEF: £ est Riemann integrable si :
sup p_(£,0) = inf O, (F,0)
G -4

© min




\

£ est integrable

& V80 3¢ svbdivision 1qD4+(£,0)- O_(£,0)<e
Fait: si 9¢ z olofy

D-(6,9)¢ p.(£,2) £ D+(£2) €04+ (£,0)

Soit £90. On ansidére \o. SUbdivision vniforme &, depas *"T"- 1O =04 Kb'_:- , K€¥0,—.nl
Soit f: La,b] — R monctone

—

n

Aot
D_ ('FJU'n) = %—o\ﬁ‘c (‘Fl_]c“ rom ba
°+(‘Pic'n‘= 2
b-o
éSOP ('cljamﬂ-lh-p

0

D4 (6:n) - O- (£,60) = Z_(£loks) 'F(a.b) b-o
K=0 n
n

-t
= B% ) flaka)-fcox)
=0

Nk

b-n0~ ['Ffdn) -FCo.o)] telescopage

Pois Ne——y+roo

v

€.23: f(x)= )0 six=zo (# & fair ) .
sin(* six€ 0,0 +demonde T/ 42417

| an
[\ /.

VLV N N

) Mg £ n'est pas mntinve
On cherche pour K21 xi 4q

{3
n(i2): [ S K impaie
Xn

-\ si K paif

v

=1T/2.+ KT &.e. XK= ) = !
Ty +T (Lz-l- (315

Xt —» O donc pos de limite & droite

Q.} Mq ¥ nest pas reglee

giéei WE L [1€55lim €& Cor ce ntest pas le cos pour€=1)

3)Montrons que £ est Riemann integrable

it EY0.

on veut mq 30T vae subdiutsion 19 Oy(£,0) - D_(F,9) <€
Seit IN: [O, 'IN—]

mox t('l l:o,'lu'h - min ('f | o, '/N_]) ( VN)

= (-CO)(1) = ¥ngE



10 3 - Feuille 2
Ex 29
) S'I £5)at >0 Yb €L0,1] alors £30

% - Faux
contre exemple (o, (%3,0)

:'——X-l-‘
2

| l\l: 7
b
(+ [ ABIAER O = Vintegrbie
a. est croissante

3 f« =>f f2(e)de <['Im-)dt
4 Fowx: ©
£=-10
100:[‘ loodt;{f'uodt:uo
o ()

ok si [f1<1
o.+'l'
fCe\dI.- f-FCE)d&.

~ \rod

En posat = k-0 , M =dt

2) six u-—»j #(6) dt croissande , alors Fest positive
~»Vrad
F= J feyde
o
F=f
o) = tjm FXHE) -FRA 5

E>0 &
£>0

'-!3 50 +qf 'FCBdt =0 ,alors f est lo-fonction nulle
~ Faux
contre exemple :
° 1
Gl faut ajouter lo- continuite)
pu- Par lobsurde, IxE Lo, 1] 4q FCx) £ 0

festeontinoe IN>0tq pourtout yE€Ix-N, 1IN L 0,17, £ O
et donC J 'fee) di = I""l(-‘(l-)dt . [ “Vecodts [ gegyar>,
X

o I o ) )
0 20 1),28 -1 20

{

287

EX as:
b= ﬂC>\nl:c,,|'j

v

SOH- °-= (Qo‘
Par definitiondeD, infD=0 e supD=!

£ Riemann integrable & Y€ 0 , 30 unhe subdivision g

Q.) A S (‘F,G) L
™ / S (£,9) = i
0 VA Sup S_(f, 0) = .mcs+ ) £ S+($,0)-S_(£,0)<KE
\/ op o) (£,0) = [ dt +(f, 0 c

,an) une Subdivision de [o,17)

YiEWN

xe'xo.\ ot ¥€lag,oinl

Donc S4+(0,0) = Z(o;,,.-a.;)-l-an -ogz=l
etS-(0,0) Z.(OM\ e).0 =0

Soit LEMN

Qest dense dans R. $,.(D, S) = | Gar chaque intervalle de & rtiert un rotionnel (3xE€ Jag, acn [4q XEQD

R\Q@Q estdenseds @ S-(0,T) =0

irrahonnel

~3+(D,9) +# S_(0,0)
Donc O n'est pas Riemann integroble.

Lemme : i Fest Riemann int€grable, pour toute suite (Gn) une subdivision de Ca,b2

1q pas (6n) =maria;,,-

N—>+00

N> +00

0.y ———— O alors S+(fon) — f\ccu; e S_(f,on) —, | fat

n——y+o0



Ex 2.6: et (e*)=eX
r\c(ade = lim L T flas kb= ) ~> Admis (Fg)'= g +Ry’

N—+00 n Kz0

(n:dongles Sur lo- Subdivision rd]ulie‘re) («(-‘09) 'z g’xf ‘oq
MI/M = \l\(u)‘

n
o) lim 2 _+anl :-I'-hn(l:)dt =J' Sin(®) gt < [-1nCleostl)] = -In(coscd) —t}w:(/o))
o

n—S*+® a k=i o CosCt)

a

n n n |
B im 2" SR LU S B = J |_dE = arctan C1) - areton (0)
(-]

Nn— 10 K=t 024K®  n a0 KS! 24k npwe N K=l K \2 + &
l+(_'\) = -“-/9.
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Exu

) AUB=BNC =R <BcC
si XEAalors x€AUB or AUB =BNC et BNC C.C e+B donc XEB
i Ac AUB =BnC C B
BC AuB= BhcC C

9-) ANB = AuB =A =B

A< AyuB =AnBcB
B<AuB -RB <A
donc A=(3

3) iane =ANC FB<C
AUB = AUC

Solt x €8, or B AUB =AUC

done: cast) xGA aloes XEANB done x €RNC doac x&C
cas2) x€C

Rﬁ'ﬁ" Theorie de Riemann «— Ensembles fngs
Theone de lebesgue ¢—> ensembles denombvalbles

« On dit que Eet £ oot méme awrdinal il existe une bijedion E-—» €
« Ondit quiun ensemble est fni & E—= f|, ,n} etaest Son cordina)
« on dit quiun engsemble est-denombrable infinr 8 £y IN

Ex 3.3,

0 @) Sott € unensemble nonuide, P(E)

Montrons que Eet A(E) nesont pas en bijectionpar Iatsude. Alors il ekiste \§: E— PCE) sucjective-
Notons &= $x€E ; x ¢ W(x]3.

Puisque Y est sujective ilexiste ¥o€E tq ©(xy)=F

@) xo&F alorsxo § o) =F

as?) o€ F alos xo € Wxo)=F

Bo32
W XE ONAm ,3nd1 Umdn, ¥EAm

n3) mo,n

xEAm pourmassez grand ) lim inf

oo
-Xx€NYAm ,dn21,3mdn4q x€ Am

n=l md0

3) (lim wp ﬁf“ < (r\gi L.f,»ﬂ'“) =t\§,j\ (tvts)»ﬁ m)

= U((\ ﬂmc) :l(xn inF(ﬂn‘)

l\)/l m), n
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NOTES: Xunensemble (XzR) mesure extericore: XF: P(X)—s Ce, +eol
Tribus: T= P(x) A(P)-0
. BT A*(R1< ¥*(8) si AcB
RET =>AET (Y ag)< Z A (A
KEN Kem

mesure extericure de Lebesque: si EC R
X(E) = inf D Z_(oi-a) i €<= Doy, 5eCY

critére de Quratheodory / definition
E CX est mesucable i pouc oot ACX , A(R) = K*(ANE)+ A*(AMES)
Tl exi'ste beaucoup de mesucables, en particolier les bareliens (=4ribu engendre” Qar les cuverts)

&u) Ix, +o0[ mesurable > mqLa,b) mesucable [ Fait en D]

[CL, bl= [a,+ol N J-o,b]
= [a,+el n(]b +ool:)
_( n Ja-L .-l'aO[) n ('Jb 'MOE)
Or Va2t 'nﬁv'
Ja-Yn,+00C est mesucable done [N Ja-Yn, +00[ est mesurable comme intersection dehombroble de mesucables .
donc. 3b,+00[ € auss: et donc [a, t';?],l Pest par intersection fnie de mesorables.

E42) ECR,KER , KE =} yEMR,IXEE, y=Kx? [ Foit en D)
1) Mg A*CHE)= |KIA¥ (E)
N(KE)= inf § Z_by-as, KE=TagbiC

pour K=0 : O=0 cresturod
Supposans K =£0 et K?O

—ay), - beC Y = 0s): o b
i ;%Cb‘ aJ,KGCLgo'JaubLEE = fg;ocmm, Ec g)oi - ,_kL'j

Oy
¥ chigoiq,bkt & B UOJ =, (ch h“u)
. *’7«(:)<I'\ o

it €20 . 3(3°if!tf);ew 0 recovreme nt- deEH que A*(E) {%lo‘- -0, EN(EV+E
ie. KM(E)S L Kg-Ko  SKN(E)+E

Montrons que ( Koy, KbiL) recowre KE. 0
: - POsSEr LN recouvrement
Seity € KE, Ixtqy=kx otiliser lo. - addHiuite’
demn 1qx€la,, bl + définttion de inf
doncy€]8¢ & [ > mq cest o»s;\e
€ ON regN ceent
A (KE)(ZKb Ka; < K?(“(e) +EK X anzemble.
donc N‘CKE) SKAYE] > ineg

Pots on cpplique te méme raisannement o E'= K aver K<Yy
MRS £ ACKE) > KME)SANKE)



2) Mq si ECR extmesurable o KER, KEest mesurable

Seit A R. Montransque AF(A) = A*(ANKE) « N* (AN CHES)
Sachat que Y8 CR, N¥(B) = W*(BNE)+ N (BNES) &)

K #£0 (K=0.)) et A*(KY) =\ KIN(X)
SetAC R
fppliquons G 6. 8= & M(LA)= (L ANE) + W*(L-Ane<)
ot "
- N(A) = NE(anKE)) + X L (Anked) K(ANB) = kankB
" K(k'A) = CKKNA
Ak (Anked) « % ( (AN (ke))) LA=A

n Q4 Ka¢ = (ka)*
%\*m): y“/w‘cm«e) +2 (An sex)

Evu3

Mq si EEP(R)est Lebesgue mesuroble etxo € (R, alors €+ xo &5t lebesque - mesurable.
Que vaut ?'{(€+¥o) 2

Sot £70. Tlexiste un rovwrement ;Y5 de € par desitdervalles suverts bornes el que
L R(y)< WEME
jew

Si yEE+x,, I x€E4q y=x+acs- Puisque XEE, jE N telque 1€\{J' etcela entraine que YEV; +Xo
fAutrement dit § i+ jepy UN recouurement de E42o par des interualles coverts boree's. Donc
W(E+xg) €L W yj+x0) € 2 N(v;) € A (E)+E
JEN Jjem

ot done N(E +x0) < N(E)

Pour FzE+xp ,0n aE=F +(-x0) donc X(E) :)\"'(F-l-(-l’o)) < N(F) SN (E4xg)
donc N (E+xo) = A¥(E)

mesucabi(ie:
VACR, AN(E+xs) = (B-x0) NE+%
Par invariance de \o. mesore exterieure: X¥(Brxg = X#(B) pourtoutB8
donc X (RN(E+xa)) = A*((A-xo)NE) ()

et ¥ (A) = A*(A-Xo0) (#)
or € est mesorable don:

W (A-5) = X((R-x) NE) +X¥((A-xa)NET)

() (3] )

> WA = M (AN(Eexd)+ N(AN (E+xa°)

Dorc E+ o est lebesque mesorab le.

B )

) XRy ssi X-yEB relation dlepivalenc

reflexive: x-x=0€@

symétrique: six-y€ Q alors y-x = (x4y)E@

transitive:  Si x-y,y-2 €@, aors x-2 =(x-4)+(y-2) € @
Donc Restune relation d'equivolencs.



i) Laxiome du choix permet de Construire un ensemble EC CO,LC en prenant exactement un €lement dans chacune des dasses

d' equivalence de Co,\] poorR - Onnate § ry02,

[ 4 = QnELN

@) Mq En=E+rq Sont 2 8.2 disjeints
Soit (M) = QNGO et En=Evm
Supposons&na¢¢

3x,WEE felsque X+rg =X+ ,donc X-X'= rj-€ @

flins), les En Sont deux d.deux disyaints.

+00
) Mg £0,0 < UEn<=CG12)
n=1

~ confradiction car E condient aw plos un  cepaesentant par closse.

Soitx€L0,1]. Comme +out réel appartient ot unedlasie diéuivalence , il existe un unique YEE +el que x-y€ @

Deplus, x,yECO:] , denc x-¢ € [-1, 13

Rinsi, il existe un certainrang ME QNEIL] 4 que X~y =M, d'od X=y+raEE+cnzEn

Donc chaque X ECo,17 appartient o au moins undes En , a2 qui prowve
EO, ﬂ Cng)lsﬂ

De plus, comme EC [o,1Tetrn €C1,(],0ne
Eh < Co+rn , Hend & [y, 2]
et done UENCC-,2)
S

3) On suppose que € est lebesque mesacable
o) Mq En lebesque mesorables et que 1< N‘(U €n) <3

~2 En est lebesque mesurab le par invariance de 16 mesvralbilite’ pa:+mnslodtm)
et W (En) =A*(E).

Par Q2)b)et monctonie de AF-
W(Co,T) < ( Yems M-, 23
> \sx*(gen)ss )
I

B) Mq w(ng’en) - T (e

Les En Sont deux a. devx disjoints et mesucables.
Par G- additiures
MNUE) = 2 Men)
oy

A =A* soc les mesurables, donc?\*(,L)JEn) Z\*(E;,} M(E) wnen*
(L]

;l

T par invariance par translation
¢) contradiction?

Ona N(UEn) =Z X@En) = J_X(E)
(1MY] LB L Y]

—ssi ¥(€) =0, alos X ((JEn)=0 contradidion avec &) quidonne N¥( UEn) Ml
—5s ¥ (€)>0, alors %X‘(E) =+, contradiction ave &) qui donne ¥ (UEn) <3
1

~ € n'est pas mesucable.
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Exsl) R,BCCo,l)
R=C0,'3J0C¥s,17 , 8= CYy, 3]
i) Mg AetB soat desensembles Lebesque - mesucables
AetB sont L- mesurables comme renion finie d'interualles fermes

2) A(R),A(@), N ANG), A(AuB), NAUB) + AANB) , A(R)+ NB)
NR=%3 AOB= [V, 1EJUCHM]
MNe)=tha Alane) <'/\2_+‘I|z =3 = Vg
AULB=Co,13, N(AUB) =1
ACAUB) = ACR) +A(B) - A(ANB)

3) msqenéral

— Si Act B sont disjointset mesucables,
A(AUB) = AR+ ACE) e+ ACANB) = A(P)=0
donc A (RUBY = NAY+ A(B) - A(ANB)

— Si AetB non disjaints et mesurables
AUB=(A\ANB U B\ BNA U ANG)
ces 3 ensembles sont 24 2 disjoints

N(AUB) =\ (AAn8) U(P0d)) + A B\anA)
= A(A\ANBY + N(ANB)+ACB\ BNA)
Mais & = P\ANG UANG
B - B\8nR UBM
donc A(R) = A(A\BNG) +A(ANB)
'N8) = A(B\ANB) +A(ANB)

d'os : A(RUG) = AB)-AANE) + AB) - A (ANB) +ACRNE)
= A(A)+ A(8) - ACANG) @

14) [ D\ en valeurs étandues, i\-fout euiter lesformes indeterminees +oo ~0. La.formo e est done sGre i an Moins llone des
AR), M) est Hnie.

5) Mq )( u A = Zun.) I_Mm nAy) + Z NP RNAK) -
£45<k
Qa utilise videntite” combinatairesur lesfonchions indiadrices: "\\ R Z.ﬂm Z-vln..,m, + ™Y
~>En integrant cette égalite’ porrappart & A et en Utilisant o \in€ate” de l'm'('egrale on obtieat (o fomole,
cos genecal: (sans hypothése de mesoce finie)
Lo formole reste ualoble +mrl-que_+ous les termes soat bien definis, ¢.d-d. Stil awy a pos deforme lndderminde dutype +00 00
Sinon, on atis: ?\( U A £ L”\“&)

o=t

+ ("On“’A ((-\.n I nﬂ(\)

M\—n @n

Bs.2
) EEP(R).£:E—R fonction Lebesquemesurable , g: € — (R une foaction Coincidant pesque partout avec £. Moatrer que gest mes

D:= f x€E; -F(:);éng.)’) est de mesure nulle



Leeame: Si X € (R est de mesuce exterieure nulle, alors Yesi mesucable e de mesore nolle
Soit XEPIRY1q MW (¥)=0

Soit A <P(R)
a-+-ons Y (0) ik*(mmx'(anw)
o0 N(R)Y NE(ANN) + X (AnXY)
ANY X dred X (ANY) M) =0
AOYCCA  diod WF(ANYC) < M (A)

donc N¥(A)D O+ N (A) > Y (AN +X(RNXC) done Yest mesucable
et poisque A= N[, NV = X¥(1=0

&
En vertu du lemme pretedent, § x€E; £Cx) = gla) § est mesumble de mesure nolle.
Soit oL € R.

On sait ¥-(Ja,+00) € L(€). Mq g (1a,+ oC) € ¥(€)
g*(3et,+00L) = g (Ja,+0 DIN(DUDT)

=(g"(3x ,+wt.)l'\0) U {q'('jd,woc) ﬂl)c)

-9(3 ok,«nfﬂD)U (¢+(3 «.MDI\D‘)

mesurable par

T mesurable
ompletion mesyrable

—

Mesurable



