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Ex
.

1 A, BCR

1) fi + IR, mp Ma of = Mf-(A) 2) ACB Ex Ma -B (E) Supposons Ma MB

Soit x ER #) Supposons que ACB Soit X(R +qXA
i.9 .

MAof(x)= Ma(f(x)) = 1sif(x)(A(X(f-(A) Soit xEIR . Ona xEA donc xEB => Mf(x) = 1 _ (B(x)[O sif(x)AcEXf"(A) Donc si Ma(x)=1
, iB(x) = 1 => MB(x) = 1

d'où (Mnof)(x) = Mf-(m)(x) si Ma(x)= 0, MB(x)= 0 ou MB(x) = 1 = XEB

Donc MA(x) -Mi(x) Exi donc A CB

3) MAMB = MAMB
Soit x EIR .

cas1 : XEA, XEB ...

cas2 : XEA , XEB donc MAnB(x) = 0

-
MA(x) + (x) = 1-0= 0

Ex2 (convergence simple)

1) def: Soit (fr)n,0
:1

-> R
, on dit que (fn) converge simplement vers f: R -> M si VXER

, fine+
f(x) dansR

2) a) fir a 97 N
MX =T Kn ↑

+ TS
b) cv simple+ limite

fn(x) =

RSin(x)

Soit XEIR
1 + n

hn(x) =

I

kn(x) = e
- nx

nsin(x) sin(X) X4 + nx2 + 1

= > sin(x) Soit XER
1 + R 1/n + 1 n ->+0

Soit XER Six = 0 ,
kn(0) = e = 1

sin(nx)
9n(x) = Six= 0

,
hn(0) = 1 si X10 , kn(x) -> 0

1 + n I n->+ 0

Soit xR
. Six+ 0

,
hn(x) = > 0

x4+ nX2+ 1 n->+0
- 1

gn(x)-)
in

Donc Kn(x) cu simplement vers iço4
1+ M

donc hn(x)oa
Par thin d'encadrement , gn(x) < 0

11-> +d

Ex3

1) cr uniforme : VET0,
IN(E)7, 0 Un >, N(S) FxEIR

,
(fn(x)-f(x)l -E

On défini Ilgllo = sup1g(x))
XER

Pourg bornée , on definit Ilgllo =SupIg(x) Ilf-flle > 0

M 1+ &

convergence uniforme => convergence simple

2) (fi) converge simplement vers Sin(x)
.

Soit n)
, o ↓boneaendante dex

soit XER
,

soit nEIN usin(x)
- sin(x) =

usin(x) - ((+ 1) sin(x)
= sin(x) <

I

1 +M 1 + n
1 + 1 1 + 1

I
Donc Ilfn-fllo

1 + M

Donc 1Ifn-flo > 0



gn(x) =

Sin(nx)

1 + M

Soit xEIR , soit nEIN

sin(nx)
- 0 =

Sin(nx) < ↓

1 + n 1 +M
1 + n

Donc Ilgnlloo I et donc llgn 110 > O
1 + n n-> + N

-nX2
kn(x) = e 7

-

i si x = 0

-

O sinon

Méthode 1 :

Il n'y a pas convergence uniforme car lalimite est non continue et la continuité est preservée par convergence uniforme

Methode 2 : définition

Ex 4: fn : R-> M définie par fn(X) = cos"(x) sin(X)

2) Ma (Ifilloo = ) 1+n)
*1 1

i

Soit nEIN, on a fi(x) = ncos(x)"
"

(sin(x)) sin(x) + cos"(x)cos(x)

= cos(x)+

(- nsin(x)+ cos(x)2

On cherche les X +q

fri(x)= 0 i . e . [cos(x)"=
- nsin(x)2+cos(x)2= 0

i . e .

[COS(x(2) + cos(x)2= 0

i. e
. (cos(x)

=

- n + (n +1)cos(x)2 = 0
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Ex 2.

) f(x) =
-

1 si0X)

--2 Si 1 <X]2
!

1(2 f(t)dt = 1(1 - 0) + (-2)(2-1)

·
>

=- 1

[ J

2) f +
(x) = max (0,f(x)) e+ f- (x) = min (0, f(x)

a) f+(x) = 1siOXXx b) A + = (f+(t) = (1- 0 !1 + (2 -1
.
0 = 1

0 si 1X2

f- (x) = 0 Si0 - XX A- (jf(t) = (2-1-2 + (1 - 0)
.

0 = -2

--2 sil[X12

ft etf- sont des constantes sur les intervalles [0,1 et [1 , 2]

3) f + (x) + f- ' (x) = 1 si0[Xx = f(x)

--2 sinon

4) (f(t)dt = -1=L"A

Ex 2
.
2

1)etg sont en escalier pour

2) E([a,b]) l'ensemble des fonctions en escalier. C'est un seu de B([a,b]

· multiplication scalaire

· stable par addition (f+g) est en escalier pour

3) E([a
,
b] est une sousR-algèbre de B((a, b]) . ICE(Sa,b]) ok

.

fg est en escalier pour2 puis idem pour max et min

Résumé: Une fois qu'on prend Z = GVd' tout se ramène à des fonctions constantes pour lesquelles tout est évident
.

A preuve pour max

W= (ao, an) , o = (ao, aim)

2 = lao , a"p)
Admettons Vie90, , p+3 , fajiajtis et 9

zajiastis
sont constantes.

Mp max (f, g) esten escalier pour

SoitiESo, , P-14~Bi

max (f, g)
Tai, Ai+[

= max (fyaj
, aj + is'9 Tajastis)

= max /di, Bi) = réel qui ne dépend que de i

Riemann intégrable :

" ↑

D
. (f

,5) <D+ (f, 5)

DEF: f est Riemann intégrable si :min Fiax SUPD-

(f, a) = infD+ (f,j)
-



Ex 2
. 4 : X

- X

! I I

Ti ! iili
- >

f est integrable

=> VE)0 ,75 subdivision +qD+(f
,5) - D

- (f,[S

Fait: si tz alors

D- (f,5) <D
-
(f,z) =

) D + (f
, z) - D+ (f

,
b)

Soit [L0. On considère la subdivision uniforme on depas bra , ak = a+K ba , keso, n,s

Soit f : [a
,
b] -> R monotone

P(b-a

12

D + (f , 0n) - D - (f, (n)= (f(ai+) - f(ai)b-a

= b-af(ai+)- f(ai)

= b-a (f(an)-f(ao) telescopage

Puis n > + a

Ex
.

2
.
3 : f(x) = 90 Six = 0 (+finir

+demander) X
sin(") sixE] 0 , 1] π(2 + 2kπ

N

>

M.
1) Mqf n'est pas continue

On cherche pour K7, 1 x +p
1 =2+ ki. a . x( = +y++

= (+ 1)XK

sin() =

-I si impair

-- Si K pair

Xx-> 0 donc pas de limite à droite

2) Mq f n'est pas réglée

réglée : VE . Ilf-gllo_E (or ce n'est pas le cas pour 3= 1)

3) Montrons que fest Riemann intégrable
Soit El 0 .

On veut mq7June subdivision +p D+f
,
d) - D

.
(f,5) E

Soit In= [O
,
"N]

max((0
, " nz) - min (f so

,
vivz) (IN)

=> (1- c-x)(((n) = 3/NXE



TD 3 - Feuille 2
EX 2

.
9

1) si Pf(t)ct), O VbE [0, 17 alors f7,0lo 2) six/fCE) de croissante, alors fest positive
-> Faux ~ Vrai

~ contre exemple 10, 1) (23, 0) F=(
"
f(t)dt

1 - y =zx + 1

F= f

123
,

f(x) = lim
F(x +E) -F(x))

, 0

2-0 E
2 O

(x)
*CEdE, O l'intégrable

est croissante

3) f(l =) f2(t)dt) (fcHdt 4) (, 0 +q))f(t)dt = 0 ,
alors f est lafonction nulle

2 Faux : ~ Faux &

f=
= 10 contre exemple :

100 = %, 100d)d 0
, '

Cil faut ajouter la continuité

ok si If 1 pr . Par l'absurde , JxE[0, 17 +qf(x)+0

festcontinue Jn)Otq pour tout yE]X-1 , x+ y /n [0, 17
, f(y) Lo

~

5) /Hdt =)f(t)dt et donc)'f(t)dt = )
*-

1 +

/Y ao
~ Vrai

En posant M = t- a , dM = dE

EX 2
.
5 :

D = MQn50
, 17

a) n S- (f, c) = [B

S + (f , 5)= f Riemann intégrable EVEL O ,
Jd une subdivision taN... sypS-

(f, d) = infSt(f, d) =(d -Sale

X

I

O
, I 111 11 >

Soit T= lao, an) une subdivision de [0,
17

Par définitiondeD , infD = 0 et supD =1 ViE IN

XEJai , Ai+[ XE]ai , ait[

Donc S+(D, 5)= (ai+-ai) . 1 = an - 20 = 1

etS- (D
,
5)

i = 0
= [(ai+ 1

- ai). 0 = 0
i = 0

Soit iEIN

Q est dense dans IR
. SxCD

,
d) = I car chaque intervalle de s contient un rationnel (JxEJai, aix [q xEQ

RQ est denseds Q S- (D,) = 0 irrationnel

uS+ (D , 5)+ S
-

(D
,5)

Donc D n'est pas Riemann integrable.

Lemme : Si fest Riemann intégrable, pour toute suite (On) une subdivision de [a
,b]

+q pas (Tn) = maxqain- ai ? >0 alors St(f, in)
n <+(fdt et S-(f,Gu)n

=+) fat
n->+ 0



Ex 2
.6 : (eY)= eX

"f(dt-im(baflatkba)Asi (fg)) = fg +fg( Crectangles sur la subdivision régulière - (fog)= gxflog-
u/u = in(u)

3)instantan=indt = [InCIco =no -Incol

matanc-actanle
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EX 1

.
1

1) AUB = BMC =A CBCC

Si x EA alors XEAUB or AUB = BNC et BlC (CetB donc XEB

S ACAUB = BNC CB

BCAUB= BNCCC

2) AlB = AUB = A = B

AC AUB = ABCB

BCAUB = AMB CA

donc A = B

3) CAMBARE
Soit XEB, or BCAUB = Auc

donc: casIl XEA alors X [ ARB donc xEAIC doncxEC

2)xEC

Rappel . Théorie de Riemann < > Ensembles finis

Théorie de Lebesque s < ensembles dénombrables

. On dit que fet f ont même cardinal s'il existe une bijection f ~ F

· On dit qu'un ensemble est finisi Ev, El1, ny et hest son cordinal

· on dit quiun ensemble est dénombrable in fini si E > IN

Ex 3. 3 :

1) a) Soit Eunensemble nonvide , P(E)

Montrons que fet PCE) nesont pas en bijection par l'absurde
.

Alors il existe 4: E- P(E) surjective.

Notons F= ExEE i x-&4(x)} .

Puisque est surjective il existe XoEEtq4(x) = F

asForter
EXo 3.2

&

1) xEUHAm , Jn) 1 Vm,
n

, XEAm
n,l m), i

XEAm pourm assez grand) lim inf

- x Am ,nmntq x

3) (lim supAn) = (MUAm) =VUn s

=U(Am = lim infA
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NOTES : Xunensemble (X= IR) mesure extérieure : X*: P(X) > [o, +o

Tribus : TCP(x) x+(0) = 0

· 0 = T ↑* (A)[ **(B) si AC B

. ACTICAET **(UAk)[XCA
KEIN

mesure extérieure de Lebesque: si E CIR

x*(E) = inf9[(bi-ai) : E Uzai
, biu

iE IN

critère de Caratheodory définition

=> X est mesurable si pour tout ACX
,
**(A) = X* (AME) +**(AME)

Il existe beaucoup de mesurables, en particulier les boréliens (= tribu engendré par les ouverts)

Ex 4.1) Jx
,

+o [mesurable mg[a,
b] mesurable [Fait enTD]

[a
,
b) = [a

, +[1]-0,
b]

= (a
,

+o(M(3b , +05)a
= (Malto2) M(3b,+l

Or Un> 1,

Ja-"n
,
to est mesurable donc 1 Ja-yn,

+[est mesurable comme intersection denombrable de mesurables.
nx

doncJb
,
+o [ aussi et donc [a

,
b) l'est par intersection finie de mesurables.

Ex4.2) ECR , KER
,

KE = EyEIR,
JxCE

, y=KX3 [Fait en TD]

1) Mpx*(kE)= (k)x* (E)
**(kE) = inf9Pi-ai , KE barbi[]

pour K = 0 : 0 = 0 c'esturai

Supposons*0 et k>0

EPi-ai); KUTai
,
Di[3 = [ bi-ai) ;E

i)
,
0

* 17 CUTai
,
Di ECUJai , bis

Fari)
,
0

Soit &70
.
7/Jai ,bil)icin

un recouvrement def telque*(E)[bi-aix*(E) + E
i>,0

i . e . KX*(E)<[kbi-KaikX*(E) + E

Montrons que (Skai, Kbil) recouvre KE.
i7,

0

poser un recouvrement
Soity EKE,

Jx +py= kX
utiliser la ss-additivité

JiEIN +qXJai, bi[ + définition de inf

donc y Jai , bi 2) m p c'est aussi

**(kE)[kbi- kai -
> kX*(E) +E. K

un recouvrement de

iX/ P l'autre ensemble.

don X*(kE) < kX*(E)
-> ineg

Puis on applique le même raisonnement à E'= KFaveck'=/
x*(((k())(+ X*(kE)vkX*(E)

-
>x*(kE)



2) Mpsi ECR est mesurable et KEIR
,

kest mesurable

Soit A CR · Montrons que X* (A) = **(AlkE) + ** (AM(kE))
Sachant que VBCIR

,
x*(B) = X*(BME) + ** (BME) (A)

k +0(k= 0..) et x*
(kX) = (k)x*(x)

SoitACR

Appliquons (x) à B=A : X*)A) = **(AME) + X* (AMEC)
11 Q 11

+ X*(A) = X*((Ank()) + x
*)+t(AnkEq)) K(AMB) = KANKB

Il k(k' A) = Ckk1) A

**(+ (Ank()) + X*)(AM(ke))) 1 . A = A

1Q1 kA = (kA)

i(x
* (A) = +X* (AnkE) + X* (AR(t))

Ex 4. 3

Mp Si EEP(IR)est Lebesque mesurable etXo EIR
, alors E+ Xo est Lebesque - mesurable ·

Que vaut **(f + Xo) ?

Soit &70 . Il existe un recouvrement [ViYjeIN de E par des intervalles ouverts bornés tel que

2x*(vj)[X*(E)+ E
jEIN

Si y EEtcCo, JcfEtqy=x+eco . PuisquecfE, JjEIN telqueEVj etcela entraine que yEVjtCo
↑ utrement dit {Vj+3jEIN un recouvrement de Etco par des intervalles ouverts bornes. Donc

**(E +(0) -)[x*(Vj+0) -J**(Vj)(X*(f)+ E
jEIN

et donc X*(E +xo)(X*(E)

Pour F= E+ cco , on af = F +( -x0) don **(f) = X*(F +(x0)) **(F) **(E+2)
donc x*(f+(0) = X*(E)

mesurabilité:

VACI
,

AM(E+co) = (A-co) NE +do

Par invariance de la mesure extérieure : X*(B+co) = X*(B) pourtoutB

Donc X*(Al(E+xo)) = X
*((A-x)nE)(A)

et X* (A) = X*(A-x0)(**)

or E est mesurable, donc :

** (A-x0) = X*)(A- x)ME) +X+)(A -x0)REC)
(**) (A) (*)

=> x* (A) = X* (AR(E+x) + X*(Al(f+x0))

Donc E+ co est Lebesque mesurable.

Ex 4 . 4)

1) X Ry SsiCc-yEQ relation d'équivalenc
réflexive : x-x = OE Q

symétrique : sicc-yEQ alors y- x = -(x-y)Q

transitive : Six -y , y-zEQ ,
alors (-2 = (x-y) + (y-2) Q

Donc R est une relation d'équivalence.



2) L'axiome du choix permet de construire un ensemble EC[O, 1[ en prenant exactement un element dans chacune des classes

d'équivalence de [0
,
17 pourR . On note [re,m . 3 = QUE,

17

a) MpEn = E+ rn Sont 2 a 2 disjoints
Soit (rn)n),1 = QME 1

, 1] et En = Etrn

SupposonsEiREjQ
7)

,
xEE tels que (+ri = x+rj ,

doncx-(= rj -ri Q

~> contradiction car E contient au plus un représentant par classe.

Ainsi, les En sont deux à deux disjoints.

+ N

b) Mado, 1 <UEn CE1
,
2]

n = 1

Soitcc-So, 17. Comme tout réel appartient à une classe d'équivalence , il existe un unique yEE tel que -y EQ .

De plus, ,yE(0, 1] , donc x-ye[-1 ,
1]

Ainsi , il existe un certain rang unE QUE1, 1] tel que -y =rn ,
d'où x=y +rnff+ rn = En

Donc Chaque Eto, 1] appartient à au moins un des En , ce qui prouve

So,17En

De plus, comme EC[0
,
1Jet in EF-1, 17

,
ona

En ([O+ rn ,
1+ rn] <E 1

,
2]

et donc WEnCC1,
27

M,

3) On suppose que E est Lebesque mesurable

a) MpEn Lebesque mesurables et que 11 ** (8En)3
-> En est Lebesque mesurable par invariance de lâmesurabilité par translation

et x* ((n) = X*(E) .

Par Q2)b) et monotonie de X*.

** (50
,
17) <**(Un) -

> x+(5- 1 , 2]

=> ((X* (UEn) -53(x)
M)

, l

b) MqX+([En)= X*(1)

Les En sont deux à deux disjoints et mesurables.

Par 5- additivité:

X)UEn =X
X = ** sur les Mesurables

,
donc ** (UEn= (En=CEE

↑
par invariance par translation

c) contradiction ?

On a x*

(VEn) = [*(n =EXC
n)/ n31

< si **(E) = 0,
alors X* (UEn) =0 contradiction avec () qui donne **(WEn),

L si X* (E) (0
,

alors [**(E) = too ,
contradiction avec (*) qui donne* (UEn) < 2

1,1

-> En'est pas mesurable
.



TD 5
Ex 5

. 1) A , BC [0
, 1]

A = 50, 1330 [23
,

17
,

B= [14
,

314]

1) Mq A et B sont des ensembles Lebesque - mesurables

↑ et B sont L-mesurables comme reunion finie d'intervalles fermés

2) X(A)
,
X(B),

X(ARB)
,

XCAUB)
,

X(AUB) + X(AMB) , X(A)+ X(B)

x(A) = 2/3 AlB= (14, 113]U [213
,3/4]

X disjoints
X(B) = 1/2 X(ARB)

.
31/12+/12 = 312 = 16

AUB = [0
, 13

,
X(AUB) = 1

X(AUB) = X(A) +X(B) - X(AMB)

3) cas général
Si A et B sont disjointset mesurables,

*(AUB) = X(A) + x(B) e+ X(AnB) = X(0) = 0

Donc X (AUB) = X(A)+ X(B) - XCAMB)

Si A et B non disjoints et mesurables

AUB= (A)ARBU BIBRA WAMB)
ces 3 ensembles sont 2 à 2 disjoints

X(AUB) = X)(ALAMB) U(AMB)) +X(BIBMA)
= X(A)AnB) + x(AnB)+x(B)BMA)

Mais A = AlAlB UAMB

B = BIBMAU BHA

doncx(A) = X(A)(MB) +x(AnB)
X(B) = X(B(AMB) + X(AMB)

d'ov : < (AUB) = X(A)-X(AMB) + X(B) - X(AMB) + X(AMB)

= X(A) + X(B) - X(AMB) i

4) [D! en valeurs étandues
,

ilfaut éviter les formes indeterminées +-co. Laformule est donc sûre si au moins l'une des

X(A) , X(B) est finie.

5) MPX(WAil = EXAi)
- [XAiAj) + [XAiAjAk)-CA MAS
i<j i<j<k

Ouisidecombinatoiresusfactionnatriceent lafoA
cas général. (sans hypothèse de mesure finie

La formule reste valable tantquetous les termes sont bien définis
,

c.. d .
S'il n'y a pas de forme indéterminée dutype +o -a

Sinon
,

on atis : x(Ail> [X(Ai)
i= 1

EX 5
.
2

1) EEP(IR)
.
f : E-> IR fonction Lebesquemesurable , g :E

-> IR une fonction coïncidant presque partoutavecf. Montrer que gest mes

D : = ExEf; f(x) +g(x)] est de mesure nulle



Lemme : si XCIR est de mesure extérieure nulle
,

alors Yest mesurable et de mesure nulle.

Soit XEP(R) +qX* (X)=0

Soit ACP(R)

a- + - onsX+ (A) = X* (AMX) + ** (AMX)
ou X* (A)), X* (AMX) + X* (AnX))

AlX(X d'oi X*(Anx) < X*(X) = 0

AnXCA dooX*(Any -
> X* (A)

doncX*(A)), 0 + X* (A))
,

X* (AMX)+*(ARX) don Xest mesurable

et puisque X = X*, X(X) = X* (X) = 0

L

En vertu du lemme précédent, ECEE; f(x) g(x) Y est mesurable de mesure nulle.

Soit aEIR .

On sait f-(7x
,
+d) EL(E). Mag+ (Ja, + 05) (Y(E)

g)(2x , +0() = g
+ (ja,

+05)R(DUDC)

= (g+ (2x , +as)(D)V(g+ (3a ,
+04)RDC)

+@SND)U(+SRD
mesurablemesurable par

mesurable

-
completion

mesurable


