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THM: [convergence monotone)

Soit(fn)n, o une suite de fonctions mesurables positives .

Supposons (fn)n),o croissante i . e.fifi
On notef= lim for "limite simple" = f(x):imfnk)Co,e

n-+0

Alors /fndyn+ + /fax

EX6 .
2: nEIN*, fn : R> IR fr() =cos() = cos(#) = cos(

fn() = cos(54) sixESO ,II
- O sinon ou bien : soit E[0,2/4] et n),

1) MaFnEINY,
fuL,

o 0(x\π44

cos est positive sur [-/2,/2], alors0/2

Co,) = (0,C, S et0 (carn, 1)

ou bien : soit gu(x) = E ,x50,] donc 17
, cos(),cos(0 car cos

On calcule cos(gn50,) est décroissante

Mais gn[0,] = so, [) pourn = 1 (intervalles décroissantes)
Donc cos(gn(50, ) = cos(50.< cos([0,) = 50, 12

Donc fn>
,
0 Vo

* mesurable carf(x) =0 et f(x) = cos(x) fonctions continues

2) Mp(fn)-> Mo
,i]

Soit et[0,i24]

fn(x) = cos()
> O et cos est continue doncor

n++0

cos(1) < cos(0) = 1

11->+ 2

Etsic[0,44] alors fr(x) =0 , 0
n ->+0

Donc fr < 420
, 144]

n -> +d

3) Mq(fn) est croissante

SoitcE[O,44]

FREIN*
i . e.nei est décroissanteI
de plus,

lafonction>cos() est décroissante sur [0,]

Q1 : VxE [0,T44]

FnEIN*,0
Alors/cos() nexest croissantee



4) lim (lifndx)

1fnd (fdx parle thm de convergence monotonet

(fax = (M+y7 =( =

Ex 6.3: Echanger) et[ 1

nEIN*, Un= n Man
,

n+[ [

1) Vi = 121
, 22 [

Uz= 2 M(2
,

2+ 18 [

Uz = 31/3 ,
3+/27[ >

2)Mp[Un cf: -Co,
+E

1 cas: si Ing EN*[no,not
L > >424 [Mn(x) = Mny(x) = no11 >

13, /

01234 or no ne dépend pasden, que de,
don , no

11 -> +d

- 2 cas: sinon [Mn= > O
13

, 1 n- +0

1

3) 1 I fest
la limite

[

[

>

4) Mpf est intégrable
-, 0

, ma/fa) est finie
(ESatos) yon

calcule

A
,
= 1(2- 1) = 1 l'aire des rectangles

Ac = 2(2+-2)=4

A = in

& An = ['n2 converge par Riemann

↑ on veut ensuite montrer que ça c'est égale à l'intégrale

Pour n), 0

fn() = [Un()
k[1(fn) converge simplement. De plus,

En, o

C'est une somine de termes positifs ,
donc (fn)est croissante (fni-fi = Mm+ 1 >

, 0
Donc d'après le thm de convergence monotone (fnd/fax , donc fest integrablea

si n)
, 0 :

Ifnex=1=(k
,
1+yy7(xx

=MSk, K+ Y13] Ce

=-
5) La fonction n'a pas de limite nulle en to or elle est intégrable



Ex6. 4 : LER ,
f : Jo

,
17 < R

+>x9 ; 0(x)

1) Pourquoi)
,

fax a-t-elle un sens ?
0

. 17

Soit <ER
.

f(x) = edIn(x)Oakl

(fax = (4zoX
20 , 17

-> positive (f> 0 VO=(1)
- mesurable

: [In(x) continue car In continu

donc edin() continue car composée de fonctions continues.

↳ fdxt[0,
+ a]

0. 17

2) Calculer I -dX UnEIN*

casxf -1: [1 , "n]

I fax = 1cadx =/c est
[1,

"n]
=S

= 1 - (f)d+ 1

2+ 1

castel : /Ex = Incl -In(n) = In

3) Mq(z,( -1En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a pourque f soit intégrable.

six :

six) -1 alors a+ 170 et (+)
+ 1

> 0
n - + d

doncdx=im0
, 17

sid-1 : (da=> + d

sid(-1 : a + 1 (0et(yn)
**

= x
-k+ 1)

< +0 ,d'oile
Ainsis[dX(oE 2

0. 17

condition nécessaire et suffisante
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convergence monotone (= Beppo-Levil
=> Lemme de Fatou

(fn) mesurables positives
, (lim inf Endx lim infffndy

(lim inffn)(x)&f liminf(fn(x)
n->+d

Ex6
. 10)

f: [0, +] -> [0,
+ o) une fet mesurable positive .

MP I fax = lim I fax e+ /fax =im +adg*[0,+ (n-> +0(0
,
n) [0

,
1]

I I Mp/moA
10=

[ACB
MATB

Soit nEIN ->HA film pour f positive]

I fax =(,[0, n[

On pose fn : R
-> IR

+ fisa
,
ns(x)

Donc (*) :/Ende

fi
%0, ns

< f10
,

+[
n ->+ d

or fest positive mesurable et monotone.

soitcER
, fn( =fio

,
n((x)

et fn+ 1(x) = fi0
,

n+1(x)
donc puisque fest positive et [0

,
n C (0

,
n+ 17

fr <fi+ car [0
,
n[ C [0,

n+ 1 [

Doll par cu monotone :

1* so, nc
* cso

,+C=)

*1tag,
= ) fax =1

[0,
17

et soit nE IN

( fax =)fyn,
[Yn

,
17

Soit fn : R > IR T

x1 - figyn,,
&

En positive,
mesurable, monotone.

Donc par thin de convergence monotone
, /filso ,1 x </ lim frax



Soit ER preuve : 1[n
,17Mo,

infsyni = foach
~ . e . lime0, 1

Osinon

cas 1 : siccE70,13

Donc fax = lim fdx - NEINtqUn,
N , Ex

I ( et pour cen ,

[0, 1] [1/n
,
17

cast. I,
↑ SYn ,

1j() = 0

Ex G
.
S :

"I xe
=

dx(x)

[0
,

+d[

Soit nEINY
,
ECO,

+C
.

fn(x):= ce
->+so

,
nz(x)

2 mesurable
, positive, croissante et

-> cetNC0
,+od

n-> + do

Cl'intégrale

donc par lemine Beppo-Levi , I fax = lim/fndX
a un sens)

[0,+[ n->+a
compact,

↓ intégrale de Riemann coincide
avec l'intégrale

nx2 de Lebesque (pour lesfonctions continues

Im fn dX = I xe dx

R O [substitution]
17

= [-(2e]
=-(1- e

-14)
n++a(0- 1) = 1/2

2)/e-dxc
(= 2 e(x)=EnI

[0, +N[

Soit nEIN*,

On pose fn(a) : = e
- +

Mc- m,
nz(x)

En mesurable
, positive, yekl

n->+0

= 2/e =2-donc I
= 2)1 -e

-") > 2

n-+0

3) xedX(x)

[0 , +d[

= lim
14+/xe-X

con
CUV3' = ev+ MV

= Se + fev= (x)-e76 -fec Jev' = ar-se
x=11 = u

Ex= VI-e-v

=

et
Ce

O

= -ne
- "

+ (e -7 = - ne
-"

+ (e-(1))n
++d



Ex 6.
6 :

Utiliser le Lemine de Fatou pour determiner la nature de Inf
zo,ins

Exce

Onpose pournEINfn() = Motos()
finest mesurable

,
positive.

sin2 (n) + nx2

Par le lemme de Fatou : M

I lim inffndx-iminf (fndx = lim inf
n-> + 1-7 + d

Soit xEIR
.

fn(x) =

"

sin+
12130, +s()n

= +
o M20

,+09()

donc Mo,
todXimin n

Il

1
I -

= + 0 +d

Donc In diverge.

[Lemme de Fatou' :

(fr) mesurables positives +pfi . S
.

>f ,
alors (fdX-Slininf(fndx col1

Ex.
6

.
7

(filiEiN ,
fin : IR

-> IR def par :

fr(x) = - Esi0Xx)1
2n- sin2n

72
-

O Six 2netsO (cv uniforme versO

-
2) Soit ER

cas1 : 0<M

/n
cas2 : n[x(21

in
mais alorsi-10 <In-

) + n

donc 2n-x[1 [3n-

donc
21- [//12

12

as3 : c'est évident que02/1

Dolc 11 fill &1/17

or Yn > 0 donc Il fallo
ne+

Die
.
EnU

>0
11- +0

/n2
2n- /122

- =

3) (fn(x =

"
fn(x(dx +

2"

fr(x)(x +
" 0

fu(x)(x = 1(
O In In

407
I

1/2
12 1

=0

+ 6
.
8

.



Ex 6 .8 (pasfait en TD) 2) Mplin/fndx
fn: >

R

x=Manj(x) Ona :(xx1) Mq fr
Pour touts

,
=

-- =
- 10 =(

(fn())=M(0,
n2()(1/n On a

donc Il fillo = /no Oflimin-) fr
n-> + 0

-I = lim infffn
Fatou dit : Jiminf fu lim infer so
or dans ce cas fi<0

Donc ça ne contredit pas Fatou
.

Ex 6
. P : (pas fait enTD)

-x7/ -
132

1) fnix ++e 2) 9n :1 e

91 > O Six#0,
Six = 0 gn->

n -> +&e n(n+ 1 donc gn-> ison
n-> +0

=> exp(-) exp() car expcroissante-

=> fin fn+ 1 donc en et croissante =>e-, e-h+1(x)
don gn décroissante

et fn > 1 (=e0)
n-> +0

3) hnihVerh 4) (n : x+ n(x) 5)(n= 49-41: /15
hn-> 1503 Kn croissante

pas monotoneen six = 0, Kn->0 (n(x)->+ 0 six = 0

CDI croissante
Six = 0) sinon

,
K1-> +o Lit(si0< 1xk

- Osi
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RAPPELS :

DEF : On dit que P(x) est vraie pp quand
X([cEIR ; PC) estfaux 3) = 0

THM : Soit X C R mesurable , et(fn) une suite de fonctions mesurables surX. On suppose que :

↓ La Suite (fr) converge presque partout versf :X R

ii)# existe g : X- > IR qui est intégrable sur X et telle que

UnE IN, pour presque tout ocEX
,

(fn(x))> g(x)
I ne depend

pas de n !

Alors fest intégrable sur Xet

Im
fn(dx(x) =(imdX( =fS I

EX7.1

fn : <1 ,
+ T

-> IR

t
12

+ cos2(t/17)

1) cu simple de(fn)
Soit tE[1 , + o [

fn(t) >
I + z2

par continuitéenO de (2 +cos(t/n)

f(t) =
1

t2 + 1

2) Mp0[fn(t) YE2VnEIN ett> l

Pour tout ne Nett[[l ,+o[ : cost(t/n)>0
donc th + cos2(t/nK, t2

donc *2 par décroissance de la fonction inverse sur 50
,

+ n [
=2 + cos2(t/n)

De plus,
[2

,
1 = -2 + cost(4/n) 31 = fn(t)>0

Donc on a bien Offn(t) /E

3) In: = ( fndX . Mp(In) cv et déterminersa limite

[1 , +d[

> In a un sens par positivité defi par domination du module defi par unefonction e L'(M)
On a montré que filt) >f(t) simplement et donc simplement pp

De plus, g(t) =/Et est une fonction intégrable +p-f(t) [0 <fn(t) [g(t) donc (fn(t)) _>E
ParleTCD

, lim/dx = 1
**

limfic =+of(t)dX et cette valeur existe dans-a
,
+ o >

I In
=to d =Cartan

EX 7. 2 :

1) In=

( e-tdx(t) admet une limite ? Sioui la déterminer

[1 + d[

Soit n) 1
. VLE [1 ,

+ ood
, on pose fn(t) =

e-th

Sens de In:

Pour tEC1
, tool

,
fi est mesurable car continue et fn)

,
0 doncIn a du sens



Application TCD: D! valeurs

au bords

o simple: Sit = 1 , fi (1) =le

↓L 1 : fn(t) > O

M 7 + 0

18.S
domination :

16
Soit g(x) = e

-t
I 1) ne doit pas dependre den !

VnEIN
,
le-E/e-tEL'CI)

Par TCD :

Inex=

2)kn =f
t2

d X(t)
[

, +o(t4 + nt

Soit tE[l
, +o [fix e

t2

> O
(4 + ntn- +0

FnEIN
,Tit & /2 qui est intégrable

TCD : kn->Odx = 0
11- +% I.

EX 7.
3

fn : R > C

xl :(sin(a)" si ose

-O sinon

1) Mq chacune des fi est intégrable
- trouver

Pour n E IN , on ai
une domination

fn : R> IR

x (sin(1)" si0< (x) (

-
O sinon ~ donc UnEIN

,
VER

,
Ifn(x) 1

_J- 1
,
1](x)

or My-1
, is E L'(IR) car [-1 , 1] est de mesure finie,

donc par comparaison fr (2(M) Tr

2) Ma fil 10 simplement pp (Nendehorsde
X

Six =0 ou cK1 : fn(x) = 0 , 0
- π/2

siocl< 1 : alors /sin (1bc)) *

On note N =[+ ike2}

SiccEN , alors sin(1) = sin( ++) = #1
,

donc (fn(a)) = 1 >
11- +d

sicEN et 0/(c)<1 , alors (fn(KI , donc fn(a) > 0

11-+d
or X(N)= 0 car N est dénombrable. Donc (fn)n converge simplement p. p. vers la fonction nulle.

3) In =Sfnd >?

Par le TCD
,
on In > 0

n ->+



Ex 7
. 4 [pas fait enTD]

f : (0
,

+-> R continue

1) f(x) , eER . +) f(t)dX(t) >?
x- +d

[0, 1] n-> +d

Pour n>1
, on pose fr : L

,
0 - f(t) ↑so,

n(t)

Pour t, 0
,
fn(t) < 0 ,

donc (filn cus vers la fonction nulle

Les [fninE IN # 3 sont mesurables

Pour 1)
,

I et t
,
0

,
onai

- Con ne peut pas faire mieux
fr(t)/dIfCell < IlfIldto

Ezici -

changement de variable : t : 0 -n (tentre 0 et n
S : 0 + 1 si e = /n

PournEIN*, fest continue
, dont f(t)dX(t) =+)-(t)dt[0

,
n]

On fait le changement de variable affine t= si

On a alors[f f(t)dX(t) =+) f(sn)nds =j' f(sn)ds =(fa[0, n]
8

TCD :

-on pose pour nEIN*, gris < f(sn) pour s), o

↑ les fonctions gn sont mesurables

-Soit S)
,
0

sis = 0
, gn(l) = f(0) < f(0)

sis>0
, gn(s) e

Donc (gn)n cuppvers gis f

-Pour ne IN ets,
0

,
on a : Ign(s)1

,

Il f Il do
I

fonction
constante &L'(IR)

Donc parleTCD :imd =) le[0
, 17

[pas fait enTD]

Ex 7
.
5 : Fu =RUSI 03

-

f : R-
> REY(R) . Pour nEIN

, gniCEIR+ e-* f(x)

1) MqFnEIN, gn EY'CR
Pour nEINetcElR

, Ign(al < If(all
& intégrable
=> = I d sur

un ils fin;

2) Un: = ) andXcr ?
[0

, 1]

Pour sER*, alors gn(x) = e
-1

,
f(x) + 0

Sif(a) fr)IR , gnedEI



TD 8

Rappels : [continuité et dérivabilité 7

PROP: [Continuite]
On suppose que :

i) VUEI
, xflu, est mesurable

ii) Pour presque tout c , la fonction 11 <f(u
,x) est continue sur I

iii)Il existe une fonction gEL'(X) +q VUEI et presque toutcEX,
(f(u ,x)) g(x)

& ne depand
pas du

Alors,
la fonction F : I > IR est continue paramètre

PROP : [C']

Soit XCR mesurable ,
ICR un intervalle ouvert.

Soit f: IXX
-> IR une fonction telle que :

i) Pour tout MEI ,f(M,c) est intégrable Sur X (pour F soit définie

in)Pourpresque toutscEX
, M1f(M,) estD. On note G

, f(U,c) sadérivée parrapport à u

iii) Il existe gEXI(X) +p pour tout UEI et presque tout (EX
,

ona 16, f(uc)([g(x)
Alors : F est dérivable sur I et

F'(m) = G ,
f(u

,
x)dx(x)IX

x(1
,
+0

gixt21177
x

,
ti

1 + t4

1) MPFaEl, tif(x
, E) est intégrable sur [1

,
+ S

Soit x EIR
.

-(exxt (nx) = 1
17

dX(t) =
dX(t)

=t/less I 1 + 74 I
,[1 ,

+d[

orM(
↑

i continue [)Xet [1 , T] compact

donc l'intégrale
est finie

2) MpFest continue

i)tf(x
, t) est mesurable car elle est continue

ii)(1>f(x
, t) est continue comme composée de fonctions continues

iii) ( f(x, 4)-y
=g(t)Q

Donc par lethin de continuité, F est continue

3) MpfestD
i) SoitcEI , >f(x,

t) est intégrable par Q

in) Soitt((l, + of
, x-

eixt2(n(t)
est C' comme composée de fonctions C'

1 + 72



iii) & f(x) = intet
1 + 74

ft) = itIn(t)et #(ext(n(t))
= le b) E cercle

1 + 74 trigonométrique
0 = x(((n(t) = 1

= (i)(t2n(t))/exit
= En(t) .

I
= g(t)(2GT+ 09)

1 + t4
↓

donc Fest C' g)(t) -
) (2/n(t) -<Int integralele

t4

oubien : gel([T,
+ o [)

car (D ! en + a) 4) C'est lapartie

g(z) =
(2 (n(t) v

(2(n(t)
=

(n(t) imaginaire de F; C1.
[4 + 1 74 t2

Pour tassez grand, on a t" + t
,

74
,

donc Of g(t)(In(t)
[2

Onposehi=
In(t) et on étudie/

*

IncT[2

IPP:/
*

In(t) dt < + (In(t)
_
> 73/ pour tassezgrand

[2 [2

PonchEY'([T
,

+ol)

doncgE&([T, tos) par thin de comparaison

EX2: fEY'(R)

1) MqXsElR , tERf(t)e-itEK est integrable
Soit ER

.

↑
module

Et ER
, If(t)e-ixt =

f(t) - f(t) etfEY)(i)
Par comparaison, tit f(t)e-exte 2l(t)

2) Ma latransformée de Fourier F :R-

FEIR, f(x) = (f(t) e-itat est une fonction continue et bornée

IR

On utilise le thin de continuitédes intégrales àparamètres :

i VER ,
stf(t)e-it est mesurable

in) VtER
, the f(t)e-it est continue

, car (f(t)) <+ o pour tER

iii) Vx
,

tElR
,
(f(x,t)) /f(t) 1 ,

fELICR)

Donc FECOCR , K)
et 1151104) (f(dXX + 0

IR
- inegX pour

les intégrales
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RAPPELS :

Fubini (Tonelli

Changement de variable

Coordonnées polaires

Lemme : f : 10,
+o [-IR

alors si f est Co Cresp(1) sur Ja
,

+ o [ pour tout a)

if est (0(resp(1) sur 30,
+ o [

EX 9 . 1

1) integrables surR??

a) f(x , y) =
1

(x2+ 1)(yz + 1)
Fubini Tonelli

linacicnicua+ 1
**)dy

= in 2+1)(inic,) dy

=/linic, /in 2+Y

= (iz,2) ,et/r dete

méthode 1 : li22 + 1

dz G

thm cv

= dz
↓ montela

↑

comparaesse
↓

-amaz,
methode 2 ,

I
/22

22 + 1

b) g(x ,y) =
1 +c

/la
=((li

/inYa,y)))Coc
11

↑

6/=-
R

=/c o



a)
cos(xy)

(xz+ 1)(yz+ 1)

=
Qal

cos(xy)

li2 (2+ 1)(y2+ 1) y =/(42+ 1)
< + a

Ex 9 . 2 :

1))2(y) = x)cos
= Ex=

2) Mpcos(x + y)so,/272 (x,y) integrable
continue sur un compact

oukos(x + y)) /

3) costy) #26ay)*/scovasI
[0,/272

- (Os(x+ y)cy)dx

=**sinin-since

+ méthode enfaisant changement de variable

+ chement de variable pour l'intégrale de Gauß.


