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6.2,6.3,6.4,656

THM: Lconvergence monotane]
Soit(£n)n3, o une svite de fanctions mesurables pesitives:

Supposms ('Pn\ n% 0 Croissasre & .e. J‘nsfm..

On note £'= lim £a “limite simple ™ = fx):= limfalx) € (0,400l
n—y+00 n—>+oo

Alors [ fadA _,,faz
N—=y

B6.2 neWN*, 4R R
() = c.os(ﬁ/n\ S\.xCEOI:%]
O sinon
\] Mq VnEWV?, £,0
s est positive. sur ['“/z '"{1]
o, ). [o,T) = [, L]
ov bien: soit gn(x) = L_“ ,¥x€lo, 2]
On calcule qos(gnro, ])
Mais gnfo,‘E_] Co, T;] powrn= =1 (intervalies de.colssc.rrlm\
Donc cos(gn(co,_._ﬂ cos ([0, T])<= cos(Co,X7)=[0,1]
Donc £n%,0 Y

# mesurable corf(x)=0 et €3A=a03(x) fanctions continves

2)Mq(®) —s o, 12
Soft €Ca, T/4]
f0(x) = aos ( E\

of r —> O et s est conhinue donc
N —+©

i it

Etsi @ L0, /7 olors fa(x)=0— O
n—>+c0

Donc €n Y 'ﬂcol‘ﬂ'l/q’]
n—y+oo

3) Mq () est croissarte
Soit x€ L0, T/
Yn€ N? 4' {x 5 ix_

n+ I
'ﬁ") est decroissante
nEWN

de plus, lafonction x 3 @s(x) est decroissante sur Eo,"%]
Vx € Co, T]
\¥Yne vt, 0K 'r <= -“'

flors ( cos (ﬁ“ he mes(- croissastte

-Fn(—“%] = @S ({i?l)-_- ms(lg_): cus(:;In—)

ov bien: soit x€T O, T/y] et a3l
0<¢x £ T/y
olors Q< {ox £ T2
et 0 I 'ﬁ‘ RS I’:<11-' (mrn>|)
denc (3, cos( ))ms(l\)O cor oS
est decroissandte



u) tim ( [m#ndﬂ

{ fnd)h — [-de porle thm de mnuergenee Mmonctone
n—y+oo

{ €an: 2 oo = ‘ o =T
Lo, ™/

B 63: [—,:cho.ﬂgerj et

N
n€WN*, UnenTlp, iy 5
) Li= 11l:n x| i
Uz= 2 fLa, 241 L
Us= 3ﬂ[3,3+'/z;;|: - >

2) Mq %un —F: R—>C0,+co|:
A 42 s si Ing € NMgq x ELno, n°+__[
O e o o » Lun(ac\ = Ung(x) = o

\ 4

O ! 2 3 4 or No ne depend pasden, que dex, donc_,no
- 2% cas: SiNON Lun-o —50
n—y+oo
N =
3) [ o fest
" |a.l|mr|-c
al
—L ol
P v h >

4) Mq £ est integroble
£2,0, mq [fax est finie

f= 1(2)et (DW= onaee

A2= 2(2e45-2)= /q
n3=3{3+_-3)
nn n(n-r__-n\— =—:—,’-

Z An = Z_'/n? converge par Riemann

L on veut ensuite momtrerque. - Clest egate. & inteyale

Pour 02 ©

falx) = Z_. Unlx)
(# n\ cocwergg s«mplemem' Oe plus, $n(20> 0
Crestune somme cle Hermes positifs , donc (Fnestcroissarre (Fari—f = Uaet > O)
Donc d'o.prés le thm de conuergence monotone [4‘.\ di— f £d)\ , donc fest lnlcgmble

N—y 0,

si 020: o %oo
]-Fnd)k [fRLu.‘(x)dx > Z[ KﬂCK,K-byKﬂ(x)dx

K=0 P

= Z—Kf .dEK K+I/K3]C.x3d3=

K_

= Z_K[m—

S) Lo fonction no pas de limite nolle en 100 o elle estintegroble



Ex64: x€®R, £:30,71 5R
1) Pourquoi | €N o-+-elle un sens ?
Jo,1
Sota€R. )= X" Y 0L |

fan = f £4. ar
Lo,ﬂ lR 30,11

~ypositiver( €20 Yo <xg1)
~ mesurable ° “l“[x\ thinue or In conthing

donc ¥ pntinge car Composes de Rnctions continues.

fdA€ [0, +0)
-.‘03(-]

2) Galeoler I £dA Yn€E T

QY NE-l: Cl;'/n-! |
l £dn :[ x¥d\ =( dx
Ct,Vn) 0, tinl Yn

1\
T ol
'to(-tlx ]'/n

ol !
-
oA+

Co&u:‘l-.{ €3N = \nl) - In(/n) = In(n)

CLYa1
3) Mq { FdA (400 &> «> -1 v En deduire une  condikon netessaife et suffisante sura- paurquef soit integrotle.
30,13

ol A !
+
sia>-1 alors a4+l >0 et () ——0
- +
donc| x¥dA= lim J'x“dy\-__) il <

o %y, oL+ ]
siof =-1: f X-'dx = Inn — sto0
E— 0 N — 400
/o oy N ‘
-+
siad-l: oel<Oet(YnY = &) o daf S 00
Un n— oo

Psins'u[ x%dA <o & o>
Jo,13
ndion Negssaire et soffsante



/11 12025
Ex6.10, 6.5,6.6,6.7,6.2

Conuergence monatone (= eeppo - Leui\
= Lemme de Fatou
(£n) mesurables positives, J lim inf fdX £ lim im“} fadA

C tion inf )Y ¥ lim inf (Bnc?)
N—+00

Ex6.10)

m, +00) —3 [0, teol vne fct mesorable positive.

Mq [ £dX = lim J AN e+I £d2 = lim £dA
[0+ N> * Lo,n’ [on n—=re Lyn, 2

lim

' 1" I-F'dA n2 ot
fo,t=l /Tonl

s £SN :j e or O
c

0,40 /R Lhcs .
Seit n€MN 4o L g poor < pestive
I £dA =frﬂro D@

Lol R ’

Onpose fn: R 5 R
x "“"Fﬂlb,nl.‘(x)
Done Gﬂ:/-ﬁ\ dA
R

{\ﬂto,ncm‘oﬂfmmt

or € est positive mesumble et mongtone.
soit XER , H,0) = F g, (0x)
et €01 () = £ g, nai )
donc poisque €est pasitive et Co, nL < CO,n+(]
fn < fart car Co,nC < Co,n+iC

Done par v monotone:

A
Ml.'o.nrd)‘_’J £ 110, 400 A =[ £aX
R Co,to(

# [ £ =lim J £n
+00
El/n, ]

_,S fax = [ £4gg,q 9N
Co, 3 R
et soit n€ I
[ £dA =[ ‘C“Evn,nd)‘
LY, iR

Soit fo: R —5 R ]
x—s gy, &
fn. positive, mesurable, monctane.
Donc par thm de @nvergence monatone, [ fidro.n dA—> [ lim fndA




Soit x ER

pru.wc 'd[l/n (e} —> 1‘:’@,

UC‘/n |’] ]Olj
hm .F .“ El/n I-J F ﬂjo \jcx\ de. “"”‘E\ J‘l K_\, x€170,0]
@t 1 x€To) I
Donc fdX = tim f £d) 1“;:’::“
[0)'] c'/n,ﬂ s tg%géx;:m Vr\5l
Ay a®
Ex €.S:
.), xeFdntx)
Lo,+e0C

Soit n€ IN* x€Co,+eol.
'Fn('x):= xe‘x’ 1‘ o, n‘_\cx}

~> mesurable , positive, crossante o5 xe‘xi'ﬂtq,mr_
400

(vitegrale
donc par , [ €an = lim [fadn o0=
compact, Lo, toot N>
D) (nk’gml:d:R\tmnnl\ windide

3] e LB esgun tpooe lesBactions continoes)
-Pn dx= [ xe dx
R o Esubst-‘rhrﬁon-l
alpy o2
= [ Ibe ]0

-n% _ _
= L(-e™) 2 o) =
Z\J e P anee)

R

:nlim J e” T dx
400
(: 9.{ e d)\) — ['-n,n']
E°;+nt

Sott n € (V¥
On pose fnlxd iz €™ Ay, 16

£n mewroble, positive, 5 e'x!
n—>+00

[a}
donc [e""dx:z[ e dx = 2C-¢€ —.l
-0

0 =2( - )

n —»+°°
3) I x ™ d\(x)
Lo, 400
= lim [ xe " *d\
A—5t00 Py
Co,n]

n W) = urveaV’

- I . 4 - —aX AV= [y + (v

= [x(-e ﬂo e*ax e JI“,V
to,nl =l A=l

exzy! ~e Ty

-("(e'“)- 0) +[ e™d
=he-" +[°c dx'©

=0 Fe=]% = -ne™% Ce? C-l)) — 51
N —>4o0



Ex 66:

Utiliser le Lemme de Fodou pour determiner la. noture de  Jn- /

Sin2(n) +nx2
30, +®

On pose pawr NE (N, fhlx) =_"—211£o,mr ()
£ est mexocakie, posttive. sin2(n) + N3¢

Par le lemme de Faten:
I tim inf fadA < lim inf /ﬁ\dk = lim inf Ty

N— voo N—>10o Ne>s+00
Soit x EMR.
= " 4 (>¢) > 1 ()
Sin2(y)+n3c? 10, 4al o xa | Jomer
\ m
donc J - ﬂ]o'mc d\ {r\l_r:&p Jn
R
n
dx Vdx  ["Tde _
J X1 = X} ] —x—.“:- +00
[0, t+o7] t ¢ ) '
=4 00 P4
Donc In diverge.
[Lemme de Fatoy':

() mesurables positives 1q o S5 | alors [{d AL \iminf ]-r,,dA Cor) ]
n—> 400

Ex. 6.7
(fdneny, fin:R— R def par:
(= s 0gxg D
A-X  §in<ac £2n
00235 x>2n et x <O (cv uniforme vers O)
H 1 2) Seit x€R
Yy f--—@= === == @sd: Ogx Kn
2x_<h_¢Yn
nz - n:
co._sz; ngx £2n
} ' mois olosn-x £0 € 2n-x
donc 2n-x £N <3n-x
done An- X \<|/D

n
cas3: clest ebident que O V/n

Oonc lIfa lleo £/n
or n___0 donc Nfallpy — 5 Oue. 29 50

n—> +e N N>t
* o a 2n-L /2
< n, =
3) an d?\:Jnfan)dx + J fa(x) dx +l“°4'nfx.) dx = l
0 il o )
—_ n
OL | I/2 A —

+
N
o




& 6.9 (postait en D)
fo: R —» MW
x>t nfx)
) Mq fn 9,0
Pauc tout x,
0\ = .‘_“ 'dro’nij) <'n

donc 1l =/n—50
an—> +oo

2) Mq lim f-ﬁ\dx <[+‘d7\
N—>+o0n ®
®R
Ona: [(’“d)\- [-_‘_n dl‘.‘o nC_;ﬂ dNx)
R R
= -0 - <o:f{‘d7\
n ®
on o
(o) h'mi(\-('-Pn
1= bim m'@J‘-“n

Fatoo dit: [jim i€ £ < lim inPan St 0
or dans e ¢as fn<0

Donc @ ne attredit pas Tatoo.

= X2 L x2

) Nal 2
3 exp (=) exp(%) qr exp crossorie = -0 - avi(x)

> €0 £ £ done fo et croissante
et fo— | (=¢°)

-0x?
2) g x> €
gn — O six#0 Sixz0 gn—!
n — +o
0 o+l dov¢ Qn —> \‘§°1_|
R+

2 ™% ™™ goac g, decroissante

NS>+400
2 0
'% hn-.x\—)ﬁe_nx Ll) Kn X = nlx) 5) en:L ﬂ E"‘/KHK]
bn—s Tn A0y Kn croissante K=l
monotoneenn 8 x:0, Kn—s0 lh(x) —> [+® SiX=0
AT non, Ke—see L4 | si0< gl

O si x|
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Ondit que Xx) est vraie pp quand
N(T x€ R;PCx) estfoon §) = O
Soit X< R mesurable , eb(fn) une suite de Rnctions mesurables sorX, On Suppose que:
Lo. Svite () converge presque  partedt vers€:X —s R
Tediste §: X ,R* qui est integrable sor X et felle qoe

Vn€ NV, poor presque fout x€X, |falx)| £ glx)
T ne depend
pos de n¢

Alors fest integrable sor Xet
im [ @) = [ limfat) dNGo = f AN
X X N—>+00 X

N=> +00

Ex3.1
'c“'.c" ‘*Nr -—>(R

T R
t24 008 2(t/n)

l) ov simple de((-‘n\
Wit tE [+l
\

fad — L __ porcotrinoteenO de L
2 t2 +cos(t/n)

f(e)= 2
®) k241
2) Mq O< (L) € V2 YnEmN ertl

Pour 4ot nEN et EEClvool: s?(t/n) D0

donc k2 » cos?( b/n)2 2
{Yr por deécmissance de lo. fonction inverse sur [0, +0oC

done —\
£2 ¢ cos2(t/n)

De plus, E220 = 24082 (F/e) 21 = £,,E) DO
Donc on o bien O fa(t) Y2
's) In:=f fod). Mq(Tn) ev et déterminersa. limite
Ci,+00L
—» Ty & UNSens par positivite defy / par dominadion du modole defy par vne Raction€ P (R)

—0n o. montte que fulk) 5 4CE) simplement et donc simplemeat pp
De plus, glk) =2 est one fonction integrable tq - €E) <O <nlk) <g(t) donc [falB\ <Y

Pasr \eTCH, im f d = J*“\\'m(-‘ncv\ = f " £ (E)dA ef cette valeur ediste dansT-o,+00
| | I

“'°°| X0
- _ J | A | e Y
_f Sdk - Carct ancx) | - L. = Th.

EX 1".2‘.
) Tn= J et AA(E) admet ure \imite 2 Soul lo. déterminer
C\t 0ol

Seit 21 . YEE T1,400C , 00 poseFalt) = e©

Sens de In:
Pour £ €T 1, +e[, £nest mesorable caccontinve et £, O doac Ty a.du seas



Application TCD: %‘- taleon
ov simple: Si k=, fa ()Y
L falt) —— O

n—t0
domination: %5
Sott 3(1\ = C-h . O ne dott pas depenare den' -
0
Ya€W, let l et @YPUR)Y

Par TCO:

2 kn - J A L)
Cl,aol EYent

Soit LEL),+ L fre’
k2 50
tu+nk n— +00
¥neny, —& <2 quiestintegrable
EY +at

TO: Ko T0dA =0
N> +00
|

Ex3.3
-Fn (R—) d:'

x )—)[(gm (V'X)S st 0< \x) <\
O sinon

1) Mq chacwne des €n est integroble
Poor n € N ,0na:

une dominadion

fo: R R
X — \(sm(vxﬁ" si 0¢ lx| <
O sinon ©» done InEMN, UxER, \-('an3\<¥“: L 1’] x)
or 13.,ir € P'(R)ear =1;1) est de mesure finie,
donc par comparaison h € (R T, 4
cndchorsde) /’

2) Mq fn —50 simgement pp (NC R
Six=0 au || >1: falx)=0 — 50 -,

si 0<1x)< 1. alors | sin(lx)] € |
- | .
On note N-'{TWW JKEZY

Si x€ NV, alors sin(Mfx) = Sln('"' +K'IT) , donc | f(x) =) — 1
N+

St ‘JC¢ N et 0 kcl< |, alors \Fn(ﬁKl donc 1'-‘n(x} —>o
or A(N)=0 cr Vest denombrable. Donc (fa), convere” simplemert p. P vers la. fonction nulle.

Par \e TcO, ona Tn —35 O
N—+o0



Ex 1.4 Cpas fait enTO]
£:[0,+ooC —5 R cortfinue
) £ —> @R L[ Kane) —?

XK — 400 Eo,'\j N—> t00

Pour N1, 0npose £ : E20 1 “—S T‘L'OJD'JCE)

Pour £20, Pa(E)—s O |, donc ({-‘n\n cvs vers lo. fonchon nulle
Les $€n;n€ IN* § sont mesarables

| 0 (M 16N € HIF U g <40
£L(R)

changement de vaniable: £:0->a (tente O et n)
2: 0> sn=t/y o
Pour n€ NN*, fest continue | donan £t) AR (¥) =lT] f(e)dE
co,nl o
On it le changemert de variable offine k= sn

On o-olors JKJ f()ANE) = L[ flsn)nds = [ Rsalds = [ €(sn) dAGs)
Co, nJ 0 0 ['0‘ q

Pour N>, L et £ O, 0na: ] (on ne peut pas faire mieox )

TCo:

- on pase pour NEINY, gpis— £(sn) pour 330
# les fonctions g, sont mesurobles

- Soit 20
$i$=0, gol) = R0) — #(0)
Si €90, gp(s)—> €

Donc (gp), CV PP VErS §:s_5 P

- Paor n€ N efs20, ona: lgy(s) | € | fll o

fonction
constante € LR

Dofic por leTCD : lim j £(OAN® < f Pdr=p
Can] o,
(pos faitenTD]
Ex3S: R=TRYz* =} :
£ R R €Z(R). Poor n€W, q,\:xé‘@ge_m-%c\
) Mg ¥n €W, gy €L(R
Pour n€IN et x€R, g (x)| < [f(x))
L integrable
==t nsur
un abany
23,(1“:: 9n dhav?
o,

Pour x € R*, alors gaGx) = €™, #0x) 43 0
i €6) € R\ R, g,00 €R\R



s

Rappels: [ cortinuite’ et déivabilite’ ]
Ccontinurte ]
On wppose que:
A YueET, sp—s4u,x) est mestrable
ii)) Pour presque. oot 3¢ ,la. fonction W51, x) est mntinue ‘Sor T
m)_ﬂ existe une fonction §E€ ¥'(X) 4q YUET o presque ToutxEX, |F(u,'.x:\\ < o(x)
% ne deband

PAs do

Rlors, la. fonction B T3 R est continoe parimetre.

el
Soit XC TR mesuroble ,T MR un intervalle covert.
Soit f: T xX—5 (R une fonction +elle que:
i) Poor Yoot MET joe iy Fll,xX) est integaoble SO X (oo Fott déhnic)
Ak )Poorpﬁesqoe toutc €%, W i—secu,x) estC. On note A F(U,x) sadenvee parrapport o &
&) T existe g€ LX) 4q pour 4oot VET et presque. +out X € X, ono. (DIl L glx)
Alors: Fest dedvoble suor T et
Flw) = [ 2,FCU,X)dNCx)
X

Ex\:
£ RxCenlC@

x b eabcb‘lnl:
’ I+ EY

) Mq ¥x€ R, & > Flx, E) est integrable sur O, +ooC
Soit x €MR. ele ==

x £ InCt) n
| |anGey = _GACY gy [0t
[+t T+ td Nodtoo | 1y Y
L\, 400l Cy, +of (
o [ ey _ f YOI ]"”dm)
E|,+aol:|+tq \ (k4 T

) . +00
T continue ‘<I AN(E)

e+ (), T compact T LY
donc lintegrale
est &nie

2:) Mq F est continve
t > fGx, t) est mesurable car elle est cantinue
% —>Fflx, ) est conhinue comme composee de fnctions continges

‘F(X,Q' \<l-:-t-,’~l =9Ct)

Dotk por lethm de continutte!, F est continoe

3) Mq fest C
Soit x€ I, ki F(x,t) est integrable par

. 2
Seit L ECI, +eol, ::u—)ﬁ est C' comme Compotee. de fonctions C'

1+ t2



o 2
m) 2 e b) = itdnce) &)

dx 1+ EY
ekt :
|a_€cx,a| = | &2 InCE) et tInc®) ¥ 150 9] et
ox 1 +kY 0 xBIn® =) Hrigonotn efique
T evxt?ln(t)
= 1l el |[S=——
= Biney) . =9g(t) EPCTioT)
L+ EY L
donc FestC' g(t) ¢ Elnc) <10 ¢\ inteqrable
kb g2 S
oubien: gé‘é?'(f'l', 1T
ca.t (b‘.cmm) Ll.) C’S(-(O_Me
9(8) = EIn) ~ EIE) _ ) imaginaire de F; C.
EY 41 Lu t?
Pour b assez grand, ona E44+E2EY, donc O g gCe) € InCE)
tz

+® )
on pose hi=_In(E) et on tudie / NE) e, T
€2 T €t

+o0

‘IPP:J ﬁdt( +® [ In(e) ¢ l__-3/z pour tassez go.ndj
=2 =

T

donc h€§PICET,+ooEW
donc g € $Y(CT, 1ol ) par thm de comparaison

B2 £€ L'CR) .
) MqVx€R, £ ER > F(R)e 8 € € est imegrable
Soit xc €fR. modole

Ve R, 1emeet| L1l <o)l et ®'( R)
Par cmparaison, k> e te P(R)

2} ™q lodransformee de Foorier f: R— €
Ve ER, BCx) = [ AW e dt est une finction continue et bernete
R
On uhilise letmde mntinuite des integales & paoméfres:
ai) Vx €R, 1 €Y E* et mesrable

.u,) VL ER, s A eEx est cortinoe, car 1&8) | <+ oo pour ECR
i) Ve, LR, |€6c,6) | K18 ], #€CR)

Donc. € € COCR, C)

et (|l K} (flx <+ a0

R

T DN pr
‘l\:suiaﬁ&e'gm!cs
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RAPPELS:
Fubini (Tonelli)
Changement de. vasiable
Goordonnees colares
Llemme: £:30,+00 [ _S5R
alors si fest COCrespC') ax Ja, + ol pourtout a>0
£ est €O CrespC') sur10,4a0f

tx Q.1
1) integrables gor R??
Q) (=) =
(c24 NCy24 D Fubini Tonelli
O rx y
[ - dxdy = ( ! dx d\/
R2 () (y241) R /R Coc2+ NGy 2+1)
= ! \ dxc ) dy
R t/'1+l R paN|
= dx)
:x:’-+\ R q=-+\
2
= dz) ) d—[ ) Azl
R 2%+ R 2241
méhode 4 [ dz J
_— 2241
R o~
J""r\:\z‘nc*mf-
= lim I—dz
O.—> 400 224
. E'anJ
fOISON
@C?C‘(‘\‘E%n—wa \
= lim | dz
0100 | 2241
methode 2 ! '/z:
2241\
b) gcx,‘h 14 x2
1+y?2

= J x4t ] ! elq\ cr
R R Y2+l
= ( J ! dq) ( [ (x40 dx)
R V241 ‘ R
T +o00
k) IC:C'—-t-Ddx :J x2dx +[ dac
R R

= ’\de + o0
R



C) osCxy)

Cx2+0)Cy2+\)
@0
{ &dxdv:[& <+m
R2 Cacz+) Cy241) R G2+ 40
ExQ.2:
) [ AdxGey) = (lomT)
[0,%27? =T x"{. -_-’_ﬂL‘l_z

2) Mq e §) g sy 72 Gory) inteqrable
continLe SUC U0 CdMpact

ovlcos (xays| ¢!
Robiod

3>J cosGery ) dNCx;\{)i—J J ( J cos Coc-w\dq):hc
W21 /co,mal
EO/TF/Q_JZ - 15[:_ 11”2 o
) S\ (J cos(ncw}dq)d:c
o o

Th Y/ T/
= J L sinCxsy] o 2f:\:: —_J 2 (in (24T -sintxy)dx
o

(&)
4+ methocdle endaisant changement devasable

+ chgment de vanable pour llintrale de Gaup.



