


Cours 1

Chapitre 1  - Intégrale de Riemann

02/09/23 Plan du cours :

thiery. ramondGuniversite-paris-Saclay. fr ch1-Intégrale de Riemann
fonctions continues + convergence uniforme

Introduction : Ch2-Théorie de la mesure

Q
: àquelles parties du plan peut-on associer une mesure ? Ch3-Intégration par rapport àune mesure

-> toutes celles que l'on peut découper en nombre fini rectangles ch4 - Mesure de Lebesque sur R

-> les disques Tr
3 ChS- Espaces (P

Ch6-Transformations de Fourier

M

- :
> 1

A b

Norceaux a =
1

N

S = ((x ,y)((2 ; a(x -
)b ; 0(y( +(x)] N

->a

1

. Fonctions en escalier

Dans ze paragraphe,
on parle defonctions f: IR-IR dont l'ensemble de définition contient l'intervalle fermé borné [a

,
b]

DEF :
une subdivision de l'intervalle [a

,
b] est une famille finie 5: (ao ,

an) de points [a
,
b] +q :

a= a0(a, < < an- <an = b

EX : Soit NEIN *. La subdivision régulière de [a, b] à N+ points est In= (ao , ai am) avec

b-a/N
VjE90,, NY , aj = ao + jba

1111 I

a
[ > b

Le pas d'une subdivisionU= (ao, am) est S(0) = max (aj + 1 - aj)
j = 0,, M - 1

REM: Si d = (ao, an) est une subdivision de [a, b)
,

alors les intervalles [aj , ajti] forment une partition de [a, b]

DEF: Une application f: [a, b]
-> IR est dite en escalier lorsqu'il existe une

subdivision& = Cao, , am) de [a
,
b] et des constantes N X

(Co. 41 , CN-) telles que f
Saj, aj+ 1

= Cj
Co [ S

/ fonction constante par morceaux(

autrement dit, f : [a, b] -> IR est en escalier lorsqu'elle peut s'écrire : a" &
I

I ! I4) -.Maboù Six L a 17
1 six &A a

(ad ca
et T = (a0,

91, an est une subdivision de [a,
b]

REM: Si fest en escalier
,

on peut trouver de nombreuses subdivisionso pour les quelle (*) est vraie

Lorsque pour 2 subdivisions & et d' tous les points de 5 appartiennent à O, on dit que d'est plus fine ques



PROP: Une application f: [a
,

b]- > R est en escalier ssi :

i) fprend un nombre fini de valeurs

in) VcEIR f(b), f"(c) est ou bien vide ou bien une réunion finie d'intervalles fermés à gauche ,
bornes.

& image de c parf

PREUVE: Supposons i et ii)

On noteco, CN-1 les valeurs prises part et Aj = f+(cj) VjE 50,
1 , - ,

N-13

Aj est une reunion finie d'intervalles Aj =[j ,BjU USajim , Bimcil [

Onnoted: (Xo
,, XM) lasubdivision de Sa, b) obtenue en ordonnant tous les Lj, mcj) et Bjimcil

Mq fest constante sur tous les Il = [xe, e+ 1
[.

Dans Jxe+1, xe[ il n'y aaucune extrémité des Aj donc fest constante surjxecxe+
[

etf est continue àdroiteen xe , donc elleest constante surIf.

* La réciproque est immédiate.

PROP: Soit 3)[a,b)) l'ensemble des fonctions en escalier sur [a
, b]. Sif

, g( 3)(a, b]) et X
,m.CIR alors

i) Xf +mgtE([a,b))
ii) fg ( 3)(a,

b) )

iii) +> ((((a ,
b])

i E([aib])<B((a,
b]) où B([a

, b] est l'ensemble des fonctions bornées sur [a ,
b]

PREUVE DE il

X =M = 1

Soit & une subdivision associée af, et d'une subdivision associée ag. On note 2 = ov d'la subdivision obtenue en prenant

tous les points de 5 et de d'et les ordonnant par ordre croissant. La fonction frgest en escalier pour lasubdivision 2.

En effet les valeurs prises par f+g sont continues dans [C+ C : je90, N , KES0,, M-12], où j'ai noté co, 1 CN,
les valeurs

prises par g.

> En particulier, le nombre de valeurs prises par f+g est fini

< (f+ g)"(cj +ci) = U(aj , aj+ [M[ax , avi+i= U finie d'intervalles

jiki

(j 1
+(= (j+C (*)

Autre preuve : Notons Tf = (Xo, , XN) et tg = (yo, Ym)
Notons J= Tf Vag = (Zos , zT)

Sur [2i, 2j+1) fet g sont constantes : Sizj = XK . + Sizj+ 1 = X+ 11
Fest constante et [2j , 2j+[< Eye , Ye+1

[

-> sizj+1 = ye XK+1 donc fest constante et zj = Xe), Yk-1 donc gest constante

-> Donc Xf+Mg est constante sur chaque [2
, Zj+19 .

REM: /3) [a,
b)) est un espace vectoriel (sous espace deB([a,

b])
surB([a,b]) on dispose de la norme (de la convergence) uniforme IIfIlp = sup1f(x)) (espace complet)

Cette norme fait de E((a
,
b]) un espace vectoriel norme.

-E[a, b]

On sait que (B((a,b7) ,
11

. 110) est complet
,

mais E(La, b)) n'est pas fermé dans B([a, b]) donc pas complet

( il existe des fonctions en escalier qui convergent uniformément mais dont la fonction limite n'est pas en escalier)
.

11 . 118
DEF: On note R ([a,

b]) et appelle des functions réglées : le Sous espace vectoriel 3([a
,
b])

c'est l'ensemble des fonctions bornées qui s'écrivent comme limite uniformes de suites de functions ell escalier

PROP: Soit f: [a,
b] > iR uneapplication

i)Sif est continue, alors fest réglée
ii) Sif est continue par morceaux

,
alors fest réglée.

iii)Toute limite uniforme d'une suite defonctions réglées est réglée
iv)Sif est monotone, alors elle est réglée



PREUVE DE Il

Soit f : [a,
b)-> Rune fonction continue. D'après lethéorème de Heine, la fonction fest uniformément continue sur [a,

b] :

(*)(370 , 7x(2) = a)0 +pVx, yf(a, b](x-y)- = f(x) - f(y)))E
(auniforme àtous les x)

Soit E = "In pour nE IN*.

Soit <n = x)"/n) le réel donné par (A)

Soit NEIN* +pb-a & et in la subdivision régulière de pas
b-a

17

Ni Nin

Soit fi : Cab] < I lafonction définie par fil_fadMaj ( +f

SixE [aj,aj [ijESO, ,
n- 14Ona-fllan (ce qui prouve (il)

X - aj Laj+ -aj = b-a(Xn
M

à faire => fn(x) - f(x)
= (f(aj) - f(x)(E

PREUVE DE ii) sif est continue par morceaux, on applique ce qui précède sur chacun des morceaux ouf est continue .

PREUVE DE iii)

Soitf-(Co([a, b]
,
IR) et (fn) une suite defonctions continues qui converge versf. Pour chaque n , on peuttrouver une fonction

In en escalier +plifn-gill<n.

Soit E)0.

-.N = NEEIN +q(n), N llfn-fIlE/2
.

Soit alors Mq = max (Ng,/s)

Donc pourn), Mg llf-gull -
> Ilf-full + 11fn-g()

<E+n[E.

PREUVE DE IV)

On suppose f croissante sur [a
,
b)

.
Soit= f(a)

, B =f(b)

Soit E)0. M=(d)+
et 5z =(28 ,x <) où xj = x+jE.

Pour chaque sevil &,
on définit l'instant Xj ouf dépasse le niveau <j :

Xj = inf(x((a, b) ; f(x)
,2j}

Puisquefest croissante, la suite Xj l'est aussi

Vx([Xj , Xj+ 1d , (j(f(x)(j+ 1

Soit alors ga : XXj SiccE[djij+ Id.

On a 1 f(x) -gg(x))
Donc la fonction en escalier ga approche f à E près.

DEF: On ditque f: [a, b]-> Rest réglée lorsqu'il existe une suite (fn) de fen escalier qui convergent uniformément

versf sur [a,
b] M Ilf-glldn 91

- Il f-

g.
ll
a = Sup(f(x) -g ,(x))

Cf X([a,b]mugV
applicationef: [a,
b)-

I -
une

↓ 7 mais Il f-gall oE

PROP : f est reglée Ssi f admet en tout point de [a, b) une limite à droite (sauf en b) et une limite à gauche

(saufena)
PROP: L'ensemble R([a,b]) desfonctions réglées sur [a,

b] est un seu de l'ensemble des fonctions burnées

sur [a
, b]

,
stable pour 101 .



Cours 2 09/09/25

#. Intégrale deRiemann des fonctions reglees

1) Cas des fonctions en escalier

DEF : Soit f: [a
,
b] - IR une application en escalier: il existe une subdivision J = (ao, a, an) de [a

,b] et des constantes

Co
, Cr1

danste telles que f(x)=Ma
,ait() Six qx- - - - 5 - X

On appelle intégrale de Riemann def sur Ca,
b) la quantité=Eclaira

a

PROP: La quantité (fne dépend pas du choix de la subdivision & Vérifiant

PREUVE

:SNe
C, c de subdivisionssa et

k =0MSpagis,
[(x) XXEda

,
bS

Soit 2 = ous la subdivision qu'on obtient en prenant tous les points de reto' puis en les réordonnant par ordre croissant.

On note que 2 est plus fine que t et quet'.

Je note 2 = ao, nap) (PN+M etf(x)=N -1

Il suffit de montrerque [Clay-aj) = [delaei-ave) . (+*)
M-1

C =0

[ciklak -2k)=de laleLa preuve s'appliquera aussi àd', et on aura aussi :

k =0

(On peut donc supposer que d'est plus fine que 0
.)

On montre donc (**)

Onsait que 2 = 5V (X11 , x2, Xa) mi

On peut raisonner par récurrence Sur < : Cjo ( (

< C = 1 : 2 = +V(x)
.
Il existe un unique joeso, N-13 +pxESajo, ajo+ [ Cjo + 1

I
>a aj+Soit(a)aaj)etde Cae,

-ave
alj aj+1 aj+ 2

On a Il)= idele-ae) +djojoajdo-ao)
+ delae les

C=jo+2

jo-1 x
Il

ajo ajo
= celae-ael + (x-ajo +jolajot-Cae

Cavant
, Jetd'coincident) (décaler les indices (

jo-1

= [ce(ae+ -ae) + Go(ajo+ 1
-ajo)+ ci + (ae+2 - al+1)

C = 0 C =jo+2
↑
j = C- 1

jo-1
N- 1

= (ai+ -aj) + Go(ajo+
-aj) +G, (aj+ -ai)

= [(0)

preuve écrite sur le poly:

Soit J'= (ao , ain) et(Co , Cin) une autre subdivision et d'autres constantes telles que :

M-1

f(x)= sai ,aisck pour.

Montrons queI= lat-aj)=calais -ai) =I

Notons &" = &V5. On note que &CG"(on dit que t'est plus fine qued) .

Supposons que 5" ait un point de plus :

Ch

ao = ab(ai) Lanzan(antan+ 1
= an+2(am = am+

= b

co = Co , Ci= 41 ,n = G , C
n+ 1

= (n , C"n+ 2
= Cn+ 1 , C'M = CM-1

>
an an+1

11
"Il

an+1 an"+2
1

an



I-aj)j

--aj)j(än-ann-anaa
an in "ant in j = n+

2 jaj+
N

=aj-aj)j + Can-ann +an-anCn + [(aj-a
j= n+ 2

N

=laj-aj) (an-ana-aj =

PROP: Soitf: Sa
, b]+ i une fonction en escalier. Je note Ilf) =C

i) XX,MER , Vf,gEY([a ,b2) [(xf+Mg) = XI(f) +MI(g)
1) nftug = X +Il a
cela signifie que l est linéaire.

ii) SiffE([a,
b7) vérifief(x) >0 UxE [a,b]

, alors I(f)>,0

On dit queI est positive.

REM: fL, g = [(f) L
, I(g)

iii) On a toujours I(f) < (b-a) Il fll d

iu SicE[a
,
b] alors ("f = /Et f (relation de Chases

1) VfEE([a,
b)

, 11+1> /n'f
Attention : jusqu'à présent on a toujours travaillé sous l'hypothèse ab (( =0)

~ REUVE: i) Soient f,g(E((a, b])
,

X ,MER
On considère 2 = JfVEg = (zo, , zp)
Sur chaque intervalle [2k , 2kHC,

lesfonctions fetg sont constantes : f= Ck, g =dk

(xf+mg)(x)= 4,4+md et donc
P - 1

[(xf+mg) = [(x(+ma,)(2x+ 1 -2k) = x[(k(2x+ 1
-2x)+mk(2+

-2x) = XI(f) +MI(g)
k =0 k = 0

30

ii) [(f)=
-

=olaja)
O_ f(x) pour les XE [aj , aj+ 1[

↳M:
N

I! #(f) = (a)-ad)( + (a)-a))c + (az -az)

do à ac az = b
>

12" - R2 + R3

----- I(f) est une somme algébrique d'aire de rectangles

iii) [(f)= lait -a iv) Soitunesubdivision associée af

Je considère T = 5V9c?

or (jSUPER 111

I N - 1 v) VxE(a, b]
,

ona

(ajt-aj) _ b-apuisque [aj , aj+ SC [a,b] - If(x) )
-
> f(x) < (f(x))

Don I(f) il(ai-al = /Pf1fl ->Il
Ellflast-a =-"H
< (b-a) Ilflo

NOTATION : Pour a-
>b

,
on sait ce quevaut[ pourf(E(da,

b) sia) b,=

par Chasies
,

on doit avoir [+ 0
,doi



2) Cas des fonctions réglées

PROP: Soit fER([a,b]) une fonction réglée, et(fn) une suite de E(Ca
,
b]) telle que (fnl->funiformément.

La suite (In) définie par In= /En converge, et sa limite ne dépend pas du choix de la Suite (fl

PREUVE:

1) Mp In converge
R estcomplet . Il suffit de mp(In) est de Cauchy.

Soient p, q ER
.

1Fp-[q) =1)+p-1 fq) =1)+p - +p) Ilfp -- pllg(b-a)

SoitE)0. (fr) converge versf nous fournis un rang N(E) EIN +pXp, q), N(E) :

Ilfn-fllg-E/b-a
2 Donc llp-Ipl & E

Donc (In) converge vers un réel I.

2) Si(gn) estune autre suite de fonctions en escalier qui converge uniformement versf . (InVvers]. Mql= J

On considère la Suite (hn) définie par : 12n = En

han+1 =gn
b

-> (hn) converge uniformement versf
, donc hn converge vers unreek

Or (hn) admet :

> une sous-suite convergente vers I
,

donc I=K

-> une sous-suite convergente vers J ,
doncJ = K

Donc I= J I

(i
. e

.,
I et J sont des valeurs d'adhérence de (/hn) donc I= ke+ j= k)

Def: Soit fER((a, b]) . On appelle intégrale def et on note /imen , où(ful une suite quelconqueen

fenctions en escalier qui cu uniformément vers f.

PROP: Les propriétés i)
,
ii)

,
vii) et iv) vues pour les fonctions en escalier sont également vraies pour les intégrales

des fonctions réglées.

PREUVE: Passer ala limite !

De plus,Ile
v) - If1 < f[If)

=>-1)
=> 1/"f1> (

"
(f1 < (b-a) 11fp-fpla

5) Cas particulier des fonctions continues

DEF: Soit f:Ja,b[- > IR une application. On dit que l'application F : Ja ,
b5 -R est une primitive def lorsque :

: Fest dérivable sur Ja
,
b[

ii) F((x) = f(x)VXE]a,
b)

De plus, si fo est une primitive def sur] a ,bl
,

alors f admet une infinitéde primitives: ce sont les fonctions

Fotc où CER



Cours 3

PROP: Soitf(Co([a , b7).
Alors

Foix)
"fest une primitivedef

A

En particulier, si f est primitive quelconque def ona ("f= F(x)-F(a)

NOTATION : On note souvent("f- ffdx = & primitives de f 3

PREUVE : Soit XE]a,bC ethElR +pXthE]a,
b[

-> (F(X+ h) -f(x)
-
f(x))

* y+h -

H
F(x + h) - F(x) - hf(x) = ( **-j' -nf(x) = (fn+(x)

**CH-f(xa G

=1 - ne
↑

f(x) -

& E car f uniformement

=- * x+1
> continue .

<(
**Y+(t) - f(x)

↑ h positif

X

Comme f est continue sur le compact [a,
b]

, fyest Uniformément continue .

VE)0
,

7270 +q Vy,, 42 , /y1-42 < = f(yi) -f(yz) XE

SoitE70
.
Ja>0 +psi 1hkx

,
alors VtC(X, X + h] on a It-X1 <donc f(t)-f(x) -E

X+ h
Donc , pour Ink on a(f)
C...

-nf(x) = oh quand,on

Cela prouve que Fest dérivable en X
,

dérivée f(x)

Attention : si f n'est que réglée,
on peut définir F(x) =/f. Mais Fra aucune raison d'être dérivable

(pas une primitive) exemple: MScb) ,
F(x)="f(E) =Cosiin

L

16/09/25

REM: pour calculer "favecf continue
, il suffit de connaître une primitive explicite def. On a alors(f = F(b) - F(a)I

a

PROP: Soit M , V: [a, b]- IR deux fonctions C'

On a (Pu(x)v'(x) = Su(x)v(x)] - fau(x)v(x)dx(fg) = [+g3 - (figIl

a u(b)v(b) -u(a)v(a)

PREUVE : (MV)' = uv' + U'U

Donc (*(uvl' =Savi +fu
a

et donc uV(b) -ur(a) = (v+ j") = /Tu -(e)
a

D! vérifierclassesG ...

EXEMPLE : Calculersin(x) =Exe=x =Si

PROP: Soitf: [a
,b)Ravecf' continue et 4 : [x , B]-R une fonction C'telle que Y'(x)) 0 pourtout xECx,

BJ
. On suppose de

plus que y(x) = a et y(B)= b .
Alors (Pf(x) =(B+(y(t))4'(t)

&

PREUVE: Soit Fune primitive f sur [a, b] => R

(Fo()'(t) = F'(y(+) xf'(t)

Donc (
P
F(4(H)) xy'(t) = (P(F04)'(t) = ro4(B) - FoY(6)

L

(f(y(t)4'(t) = F(b) - F(a) =(f(c)



REM : À propos de "dx"ou "dt"

"En physique "on note parfois 4'(t) =

d 4 (1)
Pour simplifier on note x la fonction y

Ptdx(t)
= X(t)vax = X(t)dt

D
La formule de changement de variable** devient (f(xdx =)f(x(t)x(d

X 2x
N

#↳ Fonctions intégrables au sens de Riemann

1) Somme de Darboux

Soit f: [a, b] -A une fonction bornée

Soit U = (ao, an) une subdivision de [a
,
b]

Pourjes0,, N-1} on note mj = inf(f(x), x(Sa
,aj+ [4

Mj = sup[f(x), XE[aj , ajt [4

DEF: On appelle somme de Darboux inférieure (resp . supérieure) pour fassociée a e la quantité
N- 1

D
-

(f, +) = [mj(aj+ 1
-aj)

j = 0

respD+ (f
,
d)=Milaja

REM: Soit4 : X <;Majat)()etMa
Ona &[ +

_
>4 etf

EXEMPLE: Soit-saj , astis une fonen escalier sur laib)
.
Soito = Cao, an la subdivision correspondantee

on a D
-
(f, c) =(f = D

+
(f, 2)

PROP: Si z est plus fine que 5 alors D-
(f

,
o) <D

_
(f, 2) <D+ (f

, z) <D+ (f, o)

REM: Cela signifie en particulier que lorsqu'on raffine une subdivision &

> D- (f
, ) augmente N -sup

> D+ (f,. ) diminue inff(x)
[ao,

ai-

7
Cal

a o

PREUVE : Pour toute subdivision 2 on a D_(f, z)_ D+(f,
2)

Pour montrer les deux autres inégalités, on raisonne par récurrence sur le nombre de points supplémentaires

de 2 par rapport à 5,
et on peut se contenter de considérer lecas où z contient un point de plus que 5, qu'on notec

.

xj = Mjo
Si r= (a0,

N O a D +(f,z)=que et aiM
ajo-1ajo <ajo+ ajo+ h

Ordjo= Supf(x) [supf(x) [Mjo et Biosupspajo+ Mjo
(ECajo, [ajo ,ajo+ 1[

jo-1 M - 1

P+(f,2)), (ajn-aj) Mj + (c-ajoMjo + (ajo+
-c)Mjaj-aj)

(ajo+ 1 - aj) Mjo
> D +(f, 5)

PROP: Soit Y l'ensemble des subdivisions de [a, bJ. L'ensemble [D+ (f
,c),of Y 4 admet une borne inférieure.

De même
,

l'ensemble &D_
(f, a) ,of2} admet une borne supérieure.

PREUVE : Soit &,
zEY

D(f, 5) _
> D

_
(f, ovz)<D+ (f, dVz) [P+ (f,2) car &VI est plus fine que Nett

Donc [D-
(f , 5)

,
se 3 Y est non vide et majoré; il admet une burne supérieure L telle que <D+(f

,2) pour tout 2.

Donc SupD- (f,) = infD+(f2
IE8,



2) Fonctions intégrables au sens de Riemann

DEF: Soit f: [a
, b] -> R unefonction bornée

On ditque f est Riemann intégrable lorsque supD
_
(f, 5) = infD+ (f

, 5)
Tes res

REMi Les fonctions en escalier sont Riemann intégrables
PROP(admise) Les fonctions réglées sont Riemann intégrabless.

Deplus, supp
_
(f

,
r) = infD + /f, a)=)

definie avant
-

PROP: f est Riemann-intégrable ssi VE)0, il existe une subdivision & de (a
,
b]

tel que D+
(f, 5) - D

-
(f, c)E

PREUVE : SupposonsfRiemann intégrable .
Soit I= supD

_

(f
,5) = infD+ (f,5)

reciproquement, supposons que VETO
,

Jretq& O

Soit 370. 75 et C ta : I - D
-
(f ,5) /2 ,

D + (f, +gt) - I XE/2 D + (f , 5z) - D
- (f

,5z)E
Soit Ze = 5VG Za est plusfine que s et&j donc Alors, VE)0

,
inf(D+(f, 5) - D.

(f,5)E
D.(f, 5s)[D

.

(f
, 22) <D+ (f

,2z) D+(f,5) Donc inf D+ (f
,5) - SupD.

(f
,a) = 0

j
or D-(f, 2z) - D+ (f

, 2z)( D
-
(f, zz) + D+ (f

,zz) +I-I

& D+(f, 55) -I + D
-
(f, wa) +I

(2 +EX .

Def
. soit fonfonction Riemann intégrable · On notePexex le nombre

Sup(&Ef: Soitf: [a, b] - R une fonction bornée

Soit& une subdivision de da
,
b]

Soit X = (Xo,
X , Xn + 1) une famille finie de points de [a

, b] tels que aj[Xj[aj+ 1
N - 1

OnnoteR(f
, w, X) = Elast-aj)f(x) .

C'est la somme de Riemann pourf associée à Jet X

ajast

Onatoujours D
.

(f
,
c)[R(f,

G
, x) =

J p+ (f,d)

PROP: Soit UnEIN une subdivision Un de pas S(Un)
.

Si S(on),0
,

alors pour toute fonction - Riemann integrable,
ona :

!
et donc R(f,Onix) faussi.I

# Insuffisances de la Rintégrabilité
1) Pas assez de fatns R intégrables essentiellement, ça ne concerne que les fonctions bornées, qui sont continues par morceaux

EX: Fonction de Dirichlet

Soit D : [0, 1] -> IR définie par D(x) = 1 sixQ

O sinon

D_ (D
,
5) = O car chaque intervalle de5 contient un irrationnel

D+ (D
,
0) = 1

Donc D n'estpas R intégrable

2) Problème avec la convergence des suites de fonctions

n2 +
I

* f
, converge simplement vers lafonction nulle sur [0, 17

O

! /ficax/jx-



Cours 4
Chapitre 2 - Parties mesurables de Lebesgue sur R
Intro :

regarder des schémas, mais l'idée est que pour l'intégrale de Riemann, on découpait verticalement alors que pour Lebesgue, on va découper

horizontalement.

L pb: les Ak = f")[Yk . Y+
[) peuvent être très compliqués. En tous cas, en général Ak n'est pas un intervalle.

Ensuite, on va pouvoir dire /of est proche de [mes (Ak) XY

question suivante :
a

que signifie mes (Ak) ?

I.
Mesure extérieure sur IR

1) Recouvrements

DEF: Soit EEPCIR) (partie de A

On dit qu'unefamille d'ouverts [Va4A est un recouvrement ouvert lorsque ECU Va
LEA

DEF: On dit qu'un ensemble A est dénombrable lorsqu'il existe une bijection entre A et IN

Autrement dit : on peutnuméroter avec les entiers naturels ,
tous les éléments det

EXEMPLES :
-

IN est dénombrable,
Z est dénombrable (Z = -INVIN)

· Q est dénombrable
,
rEQ r= P/p avec pxq =

~ on peut identifier avec un couple (p. q) , p, qE * X IN

↑
↑

·
Rn'est pas dénombrable dénombrables

PROP: Soit EEPCIR) on peut trouver un recouvrement dénombrable de E par des intervalles ouverts :

ex : 0 E = (a, + 05
, V =(a-+ a+ 4) = ECUV

KEIN*

②E = Ta
,
b]

, V = Ja - Yk ,
b +k[ =Ja

, b7CUV
KE IN*

PREUVE: Cela découle du fait que Q est dense dans IR
. I.

e. pour tout XER
, on peut trouver deux rationnels ni r tels que ri <X (r

Soit A= S(ri , r)EQXQ , ri et Jr, [nS + 04
Tout d'abord ,

A CQX Q qui est dénombrable donc est dénombrable

Soit XEE
. Il exister, reE Qta ri<X(r .

En particulier Tri,[NF =0 ,
donc (nir)Et

Autrement dit
,

ECU Jr, i[ cafd
(r, r)EA

PROP [Borel-Lebesgue] : Soit a ,
bEIR avec a<b

De tout recouvrement [V14cEA de [a, bJ, on peut extraire un recouvrement fini .

721 , 42 , , anEA tels que Said]Cas

2) Mesure extérieure

Soit EEPCIR) . L'ensemble Rf des recouvrements dénombrables constitués d'intervalles ouverts pour n'est pas vide. On peut définir le nombre (

[x*(E) = infS-ak) +(ER

REM: La borne inf. existe car l'ensemble est non vide et minoré par O

REM . siE , EzE PCIM) et E, CE2 alors X*
(E, ) -

> **(E2)

En effet site est un recouvrement de E2 , alors R2 est aussi un recouvrement de E.

L'ensemble dont on prend la burne inf pour E, contient l'ensemble dont on prend la borne inf pour Ez .
X* (E) <**(E2) E, CE2



PROP: Soit a, bER et la , b) l'un des intervalles [a
, b]

,
[a

,
bl

,Ja
,
b)

,
Ja

,b

Ona : X* (1a
,
bl) = b- a

PREUVE:.On mq X+ (19, bl) <b-a

x+ ((a ,b) = inf 9,4(bk -ak) , (Tak , bit) ER= 3
Soit E)0

,
il existe un recouvrement (Jai , bin[)KEIN +↑X* (1a ,bl)&(b-a)

C'est le cas en particulier pour (Ja-E/2
,

b+ E/2[)

Ona [(b -aj) = bi - ai =(b+ 2/2) - (a - E(2) = b- a + E
j

Ainsi, pour toute) 0
,

X* (1a, b1) [b-a + E d'où X
* ((a,

b| )
-
>b-a

· on ma X
* (1a , bl) L, b- a

cas n1: la, bl = [a
,

b]. Soit (Jaj, bj[), une famille qui recouvre [a , b]. Pour Borel-Lebesque , je peux en extraire un recouvrement fini

de [a, b]

Il existe j ,,j2 , inEIN tels que [a,
b] Cajk , bis

Quitter à renuméroter, on peut supposer que les ajk sont rangés par odre croissant, de même que les bik.

aj2 ↳ bin-1

aj , a 'bi biz ajn" bin
M

2)bik-ajk) = (bin-ajn) + (bin+
- ajn-1) + + (brai)

k = 1

= bjn + (bin-1-ajn) + (bin-2-ajn-1 + + (bj ,
- ajz) -

aj , 7, bin-aj), b-a

N

Enfin, [bj-aj bik-ajkb-a ,
doi* (Ca

, b)a

cas général : (a+ 2/2
,

b-92] Cla, bl ( [a,b7E) o

Donc X*((a+ E(2
,

b- E(2]) -X* ((a,b))(X*([a,
b])b-a

=> par double inégalité, on abien X* (1a
,b1) = b-a

EXEMPLE:

DE= [0,
13 US23 ,

X*(E)= ? ②E= SaYX*(E) = 0

EC]- E, HE[U]2-E
, 2+E[ VE>0 En effet f([a-E

,
a+ E]

"Ja
, bi [UT az, ba[ donc*(E) < 22 VE)0

(b,
-a,) + (bz-a2) = 22 + 1 + 22 = 1+45 donc X*(E) = 0

donc X*(E)
-
) 1+ 428370 et x* (E) <I

Enfin[0
, 17 CE donc X*(C0,

1)
_
> **(E)

!
d'oùx+ (E) = 1

④= 50,2]
, Ez= [1,3]

③ X*(Q)=O bien que Q soit dense ds R . En effet
, Qest dénombrable : Q = Er,,m 3 d'oix+(f,) = 2 et X*

((2) = 2

soit70
.
VENT, metre int = In mais X *(E, UEz) = X*((0,3]) =3

Lafamille [In] ,,
est un recouvrement dénombrable de Q pardes intervalles ouverts !

Donc*(Q)-
Finalement

,
(E+O) , x*(Q) = 0

REM:. si E est denombrable ,
X*(E) =0

· x
*(E, UEz)[X*(E)+ X*(E2)
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Mesure de Lebesque sur R

N

M~ ~ Lymes Aj
m

afesy] is
>

ECIPCR) = X*(E) = inf(
,
[(b; -aj) oùUaj , bj recouver

xt f((y,, 42]) X* ((a, b)) = b- a

= Al

3) Propriétés

PROP: L'application X*:P(R) < [0, +9] vérifie les 4 propriétés suivantes :

i)VE,EP(IR)
,

ECF= X*(E)[X*(F)

ii) XXoER , VEEP(R) X -"(E + Xo) = **(E)

Cla mesure extérieure est invariante par translation)

(E +x0)= 9y((R+p7xfEavecy= x+0}
iii)X*((a ,b) = b-a

iv) Si (E)sein est une famille dénombrable des parties de IR , X(UE).*E Ex*
est sous-additiveI

EX: E= [0,2] Ez= [1
,3] GUEz= 20

,
3] 3.4

Pas d'égalités en général.

PREUVE DEV. Soit EL O . Il existe un recouvrement dénombrable(Ije in
d'intervalles ouvert de Etel que

↑
x*(Ek)), [x*([k

,j) -

E
pour Ek

jEIN 2k

On a EKC
Donc pour E= Ufk , onaEC s

I

On peutécrire EC ( Ik, j

[k,j)EIN XIN
-

dénombrable
Donc par définition,

x
*(E)-)[X* (Ix , i) = [[X

*([ki) où Ik
i j = Jak

,j , bis[
(k

, j)EINX IN

<E (X*(Ex) + )

[[X
*

(Ek) +Etein

<[X*(Ek) + 25
K

I
A

<= infA
Conclusion : VEYo , X* (UEk)[[X*((k) +25

ava+ VETO,
JaEA

K
Doi X*(UEK) <Ex

* (Ek)
a

+paE]a,
a+ Et

REM : Si E = [ac
+ood , on a [a

,
n] CE pourtout n

Donc X*(E), **([a,
n]) = n- a . pour tout n ,

donc X*(E) = +0

II . Parties mesurable de R

1) Définitions, additivité

DEF: On dit qu'une partie E de Rest mesurable (Lebesque mesurable) lorsque

FAEPCIR), X*(A) = X*(AME) + X*CAMES)
(catharodory)



REM : On sait dejà que A = (AnE)U(AnE) III
Donc X*(A) -> X* (AME) + X*(AME9

Si X*(A) = + d

**(A)), X*(AME) + X*(AME)) est toujoursvrai
+

Soit (EK)k une familledénombrable de parties mesurables deta
,

si les Ek sont tous 2à2 disjoints (EK, NEK2= Pour K 1 * K2).

Alors **(UEk)=**(Ex)
K

REM: On peut trouver une famille (Ex)dénombrable de parties de E telle que*(UE).x
*(EN)

L'hypothèse de mesurabilitéest essentielle.

(mais c'est dur]

PREUVE: Soit (Ek) une famille dénombrable de parties mesurables deRetAEPCIR)
.

1

On veut max*(VAMEK) =EX
*CAMEK) FEN(

k = 1

Par récurrence :

> n = 1 X * (AME,) = X+ (AME) esturai

~ Supposons que (1) est vraie pourun MEIN.

(2)

On a : **(AnE) =**(An)nE) + X*AE)nEn) carEn mesurablele

n+1

Or UAME)MEn= AM ERMEn = ADEN
k = 1

n+ 1

CADEMEACEREAN
Donc (2) devient

x+ (AME)=CAREXCAR
Avec l'HR

, ontrouve*AnE)=AMEA
= [X+ (AMG]

k = 1

(A) En particulier, pour A = R
,

X*(URME) = X*) =*CR=
(k) On faitn > +o

Im*

Comme *(E)=*())
La suite des/*(E), est croissante et majorée. Doncellea une limite dans So,o

Ainsi,im*(E)*(UE)
K],

2) La tribu de Lebesque
[tribu = 5algèbre

DEF: On note L=Lir l'ensemble des parties Lebesque mesurables sur IR.

REM: LCPCIR) : il ya des partiesde Rqui ne sont pas Lebesque mesurable·

Ce n'est pas parce qu'ona mal travaillé. La raison fondamentale, c'est que l'on a besoin de l'axiome du choix.



PROP: L pest unetribu
, c .

à . c
. qu'elle vérifie les 3 propriétés:

i) IRELIR
in) siE ELi , alorsEELi

iii) si (EK) kein
estune famille dénombrable de LR

, alorsWE
De manière générale ,

si Xest un ensemble , une tribu sur Xest un sous ensemble de P(X) qui qui vérifie (i)
,
(ii)

,
et (iii)

Conséquences immediates :

> 9ELIR : 0 = IR IRLIR doncELir d'après il et ii)

< sitk)EL
ialors MEKELR : (VE) est dans Lir

Donc (UEK) < ELIR · Or (UE)= M(EkY= NEi

PREUVE:

i) On doit mq A = Rverifie Caratheodory:

Soit AEP(I)

X*(A) = X+(AME) + X*(ANEY
Il Il

X* CAMR) X*CAMIS
1 Il

X* (A) X*(0) =0

Donc l'égalitéest vraie.

ii) Soit EELi . On veut mq EC Vérifie Carathéodory: soit AEPCIR)
X*(A) = X*(AMEC)+ X*(AI(E)9?

or X* (AMES) = X* (AM(E))) = X* (AMEY)+ X*(ANE) = **(A) carEE YiR

iii) Cas de 2ensembles . Soient E . EzEYR , et AEPER)

A-+ - onsX* (A) = x*(AM(E,UE)) + X*(AM(E, UEz)?) ?
I

I

On peut écrire I = X * ((AME,)U (AME)) + X* (AMGME
Or (AME, ) U(AME) = (AME) ME'U CAME)MEz UlAnEz]

↑ ↑[

E2UEz= I

CAMELMIR = CAne, (MEz U CAMG)REz

= (AMG) MEUCAMG)
Donc I < ** (AMGME) + X

*

CAME2) + X*CAMGSME2Y
< X*(AME) + X* (AMFz) = X*(A) car(Ez)EYR

Finalement
,

**(A), X* (AN(GUE)) + **(ARCE,UE))
Donc Ei UEz est mesurable cette inégalité suffit.

↓: x*(ANGnEzC) + ** (AME
, "MEz

= x*((AME24M() + x*((AIE)nf,3) = X*(AIEz)) car G estmesurable

(*) Cas d'une réunion finie de parties mesurables par récurrence

(A) Cas d'une réunion dénombrable : soit (EK)ke in
une famille de parties mesurables.

E= UEk et Fn=Ek pour toutn.
KE IN k =0

On veut mq Eest mesurable. On sait que les En sont mesurables.

> La Suite (Fn) est croissante : En <En+ pourtout in

> Fn = E



Cours 6

Soit AEP(IR)· Onax*(A) = **(AMF) + X*(AMFr") car En mesurable

> X*

(AMFn) + **(AME' car Fn) Es (3)

Comme (AMFn) <CAME)
, onaX*CAMFn) < X*CAME

Donc en passant à la limite dans (3), on obtient : **(A)
,
X*ANE) +**CAME)

Ce qui prouve que E vérifie Caratheodory.

3) Exemples de parties mesurables

REM : Il est très difficile d'exhiber des parties de R non-mesurables .

PROP: sont mesurables:

i) Tous les intervallesde RLycompris les demi-droites

ii)Tous les ouverts de R. .
Tous les fermés aussi

iii) Si M est mesurable de mesure exterieure nulle
,

alors toute partie de N est également mesurable de mesure ext. nulle

Caractéristiquede la tribu de Lebesquel

07/10/25
Mesure extérieure:

X+
: P(IR) < [0, +0[

(x
*(Ja, b() = b -a

-> x
*
(E+ xo)= X*(E)

->
x*(0) = 0

(ECF =- X+(E)[X*(F)

-> X
*)

,UE)X
*(E) sous additivitee

DEFIECP(IR) est mesurable lorsque VAEP(IR)
,

X*(A) = X*(AME) + X*CAMEC
On note L(M) l'ensemble de l'ensemble desparties mesurables.

> & (IR)est une tribu

, Si (EK) sont mesurables et 2 à 2 disjoints **(UEK) =[X*(EK)

PROP: Soit(tk) ke In une famille croissante parties de IR.

On a [0, +o]7 lim x*(Ek) = X*(UEk)
k ->+a K

REM : (Ek) est dite croissante lorsque Ek CEK+ 1 pour tout KEIN

PREUVE: - Comme x*estcroissante , (X
*(Ek)kest également croissante .

Donc ou bien (X*(E1)k a une limite lER
,
ou bien X*(EK) < +o

> SoitE= UEK
KE IN

PuisqueEkCE pour tout K , X*(Ek) <** (E)

Donc lim X*(Ek) < **(E)
k -> +x

"
-> Soit L = lim*(Ek)

k-> +N

Si L = +o,
il n'y a rien à de montrer.

On se concentre sur le cas où L <+d

Soit 2)0.
Il existe une famille d'intervalles ouverts bornés (1j)jEiNi tels queC*(Ij), X*(E

à corriger Tinf

-Pourchaque j, on note Aj = [kEIN, IjEk#03
La famille [FK3 keA,

est un recouvrement de EK par une famille d'intervalles ouverts bornes.

Donc **(Ej)<[**([k) <[ **(Ij) <X *(E) +2 pour toutj
KEAj jEIN

- Donc en faisantj < + ro, limx*(Ej) <X*(E) +E

j > ta



3) Exemples de parties mesurables :

PROP: Tout intervalle ouvert de IR est mesurable

PREUVE: -> On commence par le cas oùI= Je , too[aveceR ↓ tjs vrai parsous additivité

Mq I Vérifie la propriétéde Caratheodory : VAE P(IR)
,

X*(A)> **(AMI) + X *CAMIC
# suffit de considérer le cas où X*(A) (+ o

Soit EX0. Il existe un recouvrement (Jaj, bj() j dénombrable par des ouverts de Ata. C
*(Ja;,bjs)X*(A)

Donc [bj -ajx*(A) +E
jEIN

Or X(AMI) < X*(UARJaj ,bj()
jEIN

[X
*(Ina;bj)

x(AMI)[X*(VIn]aj , bj(1) _
) [x*(In]aj, DjSC

jE IN jEN

Donc **(AMI) + **(API) <[ (IM]aj , bj[) + X*(I]aj ,bj5) (1)
jE IN

I = 7 e
,
+[ : sie), bjs In]a;,Djl=0

Sie <aj ,
In Jaj , bj[ =Jaj ,bj[

siaj(e< bj [M]aj , bjC = Je
, bi

De meme : InJaj, bjl = sie aj

= aj ,
e] si aj Jebj

= Taj , bj [sie), bj

Donc (1) devient <*(ANI) + X* (AMIP _
> [X*(IM] aj , bj() +[x*(I]aj , bj[)
jEIN jE IN

e-bj eaj

I

- [ **(Jak , bj<MI) + X* (]aj , bj<nic) +[x
*(Taj ,b)

jEIN
ajebj It

+ [x*(Jaj, bj [)
eaj

↳ [x*(Je
, bj() + X* (Jaj ,e[) +I +I

jEIN
aj(e.bj

< [(bj-e) +(e -aj) +[bj-aj+jEN

ajkej

[[(b;
-aj)(X*(A) +E

Finalement
, pourtout E) 0, x*(AMI) + X* (ANIP < **(A) + E

En faisante < 0 , on obtient bien Carathreodory

-> cas des autres intervalles

ceux-ci peuvents'écrire à partir de demi droites ouvertes en effectuant les opérations de passage au complémentaire,
réunion

et intersection dénombrable

ex : Ja,
bj = 7 a

, +[M]- 0
,

b)

=Ta+(n(]b,
+d()

[a
,
b) = (a

, +[1]- 0
, b)

= (nJa -++05)n7b,
+05

J -0
,

+at = Uj- n , +o[

N EIN



PROP: Les ouverts et les fermés de R sont mesurables

PREUVE:
> Les fermés sont les complémentaires des ouverts. Il suffit de prouver que les ouverts sont mesurables.

Or tout ouvert deHe peut s'écrire comme réunion dénombrable d'intervalles ouverts (admis)

PROP: Soit NE P(IR) telle que **(N) = 0

Alors toute partie ECN est mesurable avec*(f) = 0

PREUVE:
-> D'abord

,
siECN ,

X*(E) -**(N) . Donc **(E)=0

Soit AEPCIR). X *CAME) [ X* (AMN)( **(N) =0

Donc **(AME) **(A)

Ainsi : <*(A)), X* CAMEC) + O

7. x* (AME C) + ** (ADE)

Donc fest bien mesurable

4) Un exemple d'ensemble non mesurable

(*) On va définir et étudier l'ensemble de Vitali:

sur So, 1] CI
, je définis une relation binaireR parXRyE) X-yEQ

Cette relation est reflexive xRX pourtout X.

Elle est symétrique : XRyEx yRX

Elle est transitive - xRY = XRz.

- Y Rz

C'est une relation d'équivalence. On note [x) la classe d'équivalence de xECO
, 17 pour R

.

[x] =Gy(50, 1 ,
x-y (Q3 =[x +q(50, 1, q(Q]

Au passage, pour tout XECo, 1, [X] est dénombrable

L'ensemble
To,

13
R des classes d'équivalence est donc infini non dénombrable

L'axiome du choix permet de définir l'ensemble V(de Vitali) comme constitué d'exactement un élément de chaque classe d'équivalence

(Attention : il n'existe pas d'algorithme qui permette de faire ce choix)
Pour montrer que V ne peux pas être mesurable, on va utiliser l'invariance partranslation de X*

. On peut écrire QMC-1,
1 = Eric , , Mi , y puisque Q est dénombrable.

Je note Un = V+ rn pour ny,

<**(Vn) = X
*(V)

si n m , UnMVm=0 i . e . les Un sont 2 à 2 disjoints

->so, 13C UVn puisque VC Co, 13 etrnE [1,
17

nEIN

Supposons que V soit mesurable. Les Un aussi. Puisqu'ils sont 2 à 2 disjoints,
*

(n)=(

-> or x*((0, 1]) <X*(VVn)
-
) X +((- 1, 23)

1 n>
IsIl

2x+ (Vn)
ny1

Supposons que X*(V) =0· Alors* (Vn) = 0. Alors [X*(Vn) = 0
,
c'est absurde (acause de la 182 inégalité

Donc X* (V)#0 et [X
* (Vn) = +0 ,

c'est également absurde .

nEIN#

Donc (2) est fausse et Une peut pas être mesurable.

DEF: On appelle mesurede Lebesque sur R l'application X : Y(IR) , [0
,
+oo[ définie par

X = X*
: X(E) = X*(E)

L(IR) pourfELCR)
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Pop : Soit (Ej)jei une famille dénombrable de parties de IR
,

mesurables

SiEj CEj+ pourtoutj alorsimx(Ej) = X(E)
DEF: On appelle mesure de Lebesque l'application X: L(IR)-> [0,

+a] définie par X(f) = X*(E) ; x*

2()
= 4

5) Autres tribus, autres mesures

DEFi Soit X un ensemble.

Un sous ensemble CdeP(X) est une tribu lorsque

i) XEC

ii) siEEC, alors E= XIFEC

iii) si (Ej)j ECIN, alors VEjEC
jEIN

EXEMPLE:
-> Y(R) est une tribu sur IR

< C = [0, XGest une tribu sur X

> P(X) est une tribusur X

-> SoitAEP(X)
,

C = [0 ,
A ,

As, XY est une tribu . C'est la plus petite tribuqui contient .

PROP, L'intersection d'une famille de tribus est une tribu

pu:? examen (2tribus)
-

Soit (Tilies une famille de tribus de E sur [ (lest un ensemble quelconque (

On pose T= [ACE ; AfTiViC13 (Test bien l'intersection des tribus Ti
, iCI)

On montre que Test bien une tribu :

-> DET carDE Ti ViCI

-> Test stable par complémentaire car, si ACT, on a AETi ViC I , donc AETi VitI

(car Ti est stable par passage au complémentaire) , donc AET.

> Test stable par union dénombrable, car si (An)neIN CT
, on a AnETi ViEI etXnEIN.

Donc U AnETi Viflet VnEIN (car Tieststable par union dénombrable)
,

donc UAnETi
NEIN nEIN

PROP: Soit ECP(X) une famille de parties de X .
Il existe une tribu C telle que siC'est une tribu contenant E alors CCC'

DEF: La tribu (donnée par cette proposition s'appelle tribu engendrée par E .

PREUVE: L'ensemble destribus qui contiennent n'est pas vide : il contient P(X) par exemple.

soitC
=Mtientc

C est une tribu qui convient .

DEF: Soit X = IR et E la famille de tous les ouverts de X. On appelle tribu de Borel latribu engendrée par E.

On la note BCIR) Ses éléments sont appelés boréliens de IR.

Attention : B(IR)L(H)
( pas complète) (complète)
En particulier, il existe des sous-ensembles Fd'une partie Lebesque mesurable N de mesure nulle qui ne sont pas des

Boreliens (cf . TD4-ensemble de Cantor)



DEF, SoitM: C < (0, +a) une application.

On dit quen est une mesure (positive) lorsque :

i)u(0)= 0

ii) Pour toute famille dénombrable (Ei)jei déléments de C2 à2 disjoints ,
on a :m(UM()

(uesto-additive)

EXEMPLE: <
X : LCIR)-> [0, +p] est une mesure

->
X*, PCIR) < [0, +d] n'est pas une mesure; X*est seulement sous additive

-> Sn : L(R)- (0, +o] définie par Sn(E) = Si siafe est une mesure de birac en a

O sinon

-> X= IN . X :P(IN) , [0,
+ do] définie par X(E) = cardE estune mesure sur PCIN), appelée mesure de comptage.

Vocabulaire : Soit X un ensemble
,
etC une tribu sur X. On dit (X, C) est un espace mesurable (NPC avec partie mesurable)

si de plus
: CCa,

too] est une mesure ,
on dit que le triplet (X, C

,m) est un espace mesuré.

#I Fonctions de IR dans R mesurables.

1) Definitions
, exemples

DEF: SoitEEP(IR) etf: F-> IR une application. On dit quef est mesurable lorsque VaER
,
f(3C , +ol)

est Lebesque mesurable.

#: Pour que fif
->R soit mesurable

,
E
=Uf(2- ,

+) doit être mesurablea

REM : De manière générale,
si (X, (x) et(Y, (y) sont des espaces mesurables

,
eff: X_> Y une application .

On ditque fest mesurable lorsqueVBECy,
f- (B) ECx . Stribu la plus grosse possible au départ,

la plus petite possible à l'arrivée

& ici, on considère le cas où X = 1
, Cx =2(IR) et Y= R , Cy = B(IR)

PROP: Une application f:E-> R est mesurable ssi :

1 oubient (Ca
,
+2) est mesurable pour tout x ElR

ii) ou bienf-(3-o,as) estmesurable pour tout LER

iii) Ou bienf-(3-0, as) est mesurable pour tout LER

PV: facile

Cas particulier : si fiE-> IR est mesurable ,
etha , BCCR ,

alors f-)Jx, BC) est mesurable.

En effet ,
Jx, PC = 3x, +o [M]- N , B[

Doncf- (Td, B() = f+ (3- a, B (nTd, +a() = f+

( - 0, Bq)nf+(2x , +mS)
mesurable mesurable

PROP: Soit ECIR
. La fonction Me : IR - Rest mesurable ssi E est Lebesque mesurable

PREUVEE = M =

"

(513) =
M=(J0, +ad) est mesurable si Me l'est.

* Réciproquement, si E est Lebesque mesurable. Soit LER.

ME (2a, +02) = GirsicoEsi O
& si <, I

donc est mesurable.



2) Opérations sur les fonctions mesurables

PROP: Soit EEYCR) .
Soit f, g : E -IR deux fonctions mesurables eth : Ja

,
bS -> Rune fonction continue.

Alors: if h est mesurable

ii) Sif(x) EJa,
DC pour tout XEE

,
alors hof est bien définie et mesurable

iii) f+ g est mesurable

iv) fgestmesurable

PREUVE: i) h+(3 x
, +o[) est l'image réciproque d'un ouvert par une application continue, donc c'est un ouvert.

Donc h+(7x, + 2)EB(IR) < L(H).

ii) Soit <ER
, (hof)"(36 ,+2) = f+(h+(2c

,
+os)

I
[(]a

,
blR &

[cjJa,
b(y

-

72
, +dS

Or h+ (JX ,+o[) est un ouvert
,

donc appartient à BCIR).

Puisque f:(R, &(IR))-> (IR, BCIR)) est mesurable
, f-(h+(3x , +&2) est Lebesque mesurable.

Attention, h mesurable ne suffitpas (on sait quef"(illest mesurable
,

mais pas LCR

iiv) (fog)"(2x , +o() = U [f(x)) r3n(g(x(a- r]
rEQ

=Ung est mesurable.

mesurable mesurable

iv) +g ==[(f)+g)2 - fz -gz] .

Soit h: >(2 est continue . Donc ho(f+g) = (f+g)2 est mesurable par ii), de même que hof=f2 et hog = g2
Donc fg s'écrit comme somme de fonctions mesurables.

-D'après iii) elle est mesurable.

PROP: Soit fig : E-> IR deux fonctions mesurables ·

Sont mesurables : i) If

ii) f+
=+(f+ (f), f= +(lfl - f) (où : ft est lapartie positivedef)

iii) max (f,g) ,
min (f, g)

PROP : Soitfn : E
-> IR une suite de fonctions mesurables.

-

i) Les fonctions suivantes
,
def dans (-0, + d] sont mesurables

supfn , inffn limsupfn , liminffet
n - +N

ii) Jenote A = EXCE ; lim inff(x) = lim supf(x)}
n -> +d n- +a

Alors
, f : A -> (- *, +0] définie par f(x) = limfn(x) est mesurable

·

n- +a

REM : A est exactement la partie de Eoù (fn) converge simplement. Ce que dit ii) ,
c'est que la ou elle existe la

limite simple est mesurable.



Chapitre 3 : Intégrale de Lebesgue sur R

I . Intégrale des fonctions étagées positives

1) Fonctions étagées

DEF: Soit f : IR
-> IR une application .

On dit que fest étagée lorsque

i) +prend un nombre fini de valeurs P , C,, CnERt(50,
+o])

ii) FjEE1 , 1 m3 , Aj = f"(Sc; 3) est mesurable

#EF : Soit f une fonction étagée.

On appelle intégrale de Lebesque de f la quantité :

I(f) = ( +(x =ff(x)dX(x)
= [c. X(f+(3(3)) =CXX(=c)

IR CEf(IR)

REM:.unefonction positive f s'écrit

f(x) = [(MAj(x)
j = 1

si les cj sont distincts, cette écriture porte le nom d'écriture canonique defeE+
(x)

· X=f-)Aj) ,
ceci oblige X mesurabla

PROP : Soitf : X >R une application mesurable
,

il existe une suite (Un)nei
de E+(1) qui est croissante

et qui converge simplement vers f
.

↓(fonctions étagées positives)

[preuve : poly7

2. Intégrale de Lebesque de fonctions étagées positives

DEF: Soitf : X > IR+
une fonction étagée positive. On appelle intégrale de Lebesque de f la quantite

IX(x =(+(axxx) = [cx(f - ((())) = 50
.

+09
cff(x)

avec la convention OX X(A) = 0 VA mesurable y compris si X(A) = + de

REM : Pour la fonction nulle sur X = Rona) f(x)dX(x) = OxX(M) =
IR

Cette convention permet aussi d'affirmer que pourf(Et(M) , (fdX=+o si -c0 +pX(f+(Sch)) = + a

Parexemple , dans le cas ouf = Ma : R- > IR avec AEL(I), on a:

(mMA(x)dX(x) = X(A)

D'ailleurs
,
sif: X-> IR estune fonction étagée positive, et ACX une partie Lebesgue - mesurable

,
on note :

(fx=f
X

En particulier, F(a,
b) (dx= X(Sa,b)=-



SiN CIR est une partie mesurable de mesure nulle

- fEE+
(IR) (pour toute fonction étagée positive f :R> [0

,
+o) on a :

(fax= Max = [cX(fEDN)=
cff(IR)

car XcEf(R)
,

lapartief-(Sc3) MN est mesurable de mesure nulle.

PROP: Soientfetg deux fonctions de E +(X)
.

Vx
, BERt, lafonction Xf+BgfE +

et ona :

I (f+ Bg)dX =a)+dx + B/9dx
X

si de plus +g , alors/fdx_)ga

PREUVE I

ii) Soientfetg deux fonctions de Et(X).Pour aet b dans M+, posons Aa= { f=a} et Bb = [g =by
Comme l'ensemble des Aa et celui des Bb consituent des partitions deX

,
on a:

x(Aa)=g(x)X(AaMBb) e+ X(Bb) = [X(Aa(Bb)
aff(x)

et on peut donc écrire :

(f(X = [aX(AaMBb) e+ (g(x = [bx(AaMBb)
(a,b) (f(x) xg(x) (a

,
b) (f(x)xg(x)

on remarque aussi que Vx
, BER

f(x + +Bg)dx= [ cx([xf+ Bg =c)
cf(xf+Bg)(X)

= 2 cX(2f= ae+ g=by
(a, b)(f(x) xg(x)

C= da+ Bb

= [(da+ Bb)X)AanBb)
(a

,
b)(f(X)xg(x)

et on en déduit des égalités précédentes que ((f+ ag)mx = (f(x + a/gaX

iii) sif) g,
alors g = f + (g -f) avecf, (g - f)(E+(X)

.

Donc (g(x = (f(x + ((9+x

Donc (g ¢x)
, (yf(x

RQ:sitesontdes parties Lebesque mesurables de pasforcément disjointet

17

alors (fax=; XCEl
(parlinéarité positive :(faxx



-

# . Fonctions mesurables positives

1) Définition et premières propriétés

DEF: Soit f : X > [0
,

+ o) une fonction mesurable positive.

On appelle intégrale de Lebesque def sur X laquantité :

( fax = sup9/4dx,
y+ E +(X)

, 4(f]t(0 , +07

X X

REM : SifEE+(X)
,

cette définition est cohérente avec la précédente

(grâce à la croissance de l'intégrale sur Et(M)

PROP : Soient f
, g menurables positives , sifg , alors (xfax[/, g&X

PREUVE : Soit 4 E+(X) +q44f.

Alors Y_g et por croissance de l'intégrale sur Et(X)
,
ona :

(,4dx
->,

gaX

donc/f(x = sup9(yYax,
y(3+ (X)

, 44f3 //gax
PROP : [Inégalité de Markov]
Sif est une application mesurable positive et 270

,
on a

x(2xEX
,
f(x))

, (3) **(
,

fax

PREUVE: Soit h = <MExex
,
f(x

,23 ,
heE+

(X) eth [f

Col

(xnax =(y+dX

Il

ax({x(X,
f(x), (3)[(xfX

PROP: Soitf: X > [0, + o] une fonction mesurable positive.

Alors fdx=0>f= 0 presquepartout sur X(
X

De plus,sifaX+ o alors fest finie presque partout sur X

DEF: On dit que P(x) est vraie pp quand
X([cEIR ; PC) estfaux 3) = 0

PREUVE :

(E) Supposons que (fdX =0.
VnEIN, par Markov :

X(Ex(X
,
f(x))

, Yn3) [n/fdX = 0 c . a . d . Nn = f+(5/
,

+05) est de mesure nulle
.

+

Donc N=U,
Nin= EcEX, feck 0y est de mesure nulle

,
ca . df= 0 pp sur



() Sif=O p .psurX,
la partie mesurable N =ExEX

,
fac 03 = f+ (70, +oos) est de mesure nulle

.

Soit alors Y une fonction étagée positive inférieure af
, qu'on écrit 4=Ma; où les A; EY(X) forment une

partition de Xet (jE[0, +o] Vj.

On a alors :

(4ax =(4(x= cX(AjnN)),
(x(N)= 0

X

En prenant la borne sup sur l'ensemble des fonctions étagées positives inférieures af
,

on obtient/fax =o

supposons maintenant que (fdx<to VnEIN *. Par Markov:

X([x(X, f(x) =+04)[x([xEX , f(X(, n3)-/yfdX(+m (1)- +o donne le résultat)

2) Letheoree de convergence monotone (Beppo-Levi)

THM : Soit Xune partie mesurable de

Soit (fr)nei une suite croissante d'applications mesurables positives.

Alors:

i) En converge simplement vers fiX < [0
,

too) mesurable

ii) im (frax= (f(x =) lim fndx

X X
1-+a

Autrement dit , dans cecas
,

on peut échanger limite et intégrale.

PREUVE : (+ b)

Soitf:X -> [0,+ o] la limite de la Suite (fn). Puisque(fn) est croissante, on a Un En [fif

Lasuite))fndX) est croissante majoréepar/fdx. Donc Llm ffndX existe dans [0+T etvenfie
X

On montre maintenant queyf[L .

Soit 4= [
*

c MA; une fonction étagée positive inférieure af.
j = 1

On fixe&E] 0,
11 eton pose UnEI : En = [cEX ; xy() [fn()}

Les En forment une suite croissante de parties mesurables ,
eton a X= UEn.

r En effet
,
FEX

, y((c)
-
> f(x) donc <4(x) -> xf(x) (f(x) [

nEIN

Soit E = f(x) -<Y(x)>0
.
EN(, 2) EIN +p :

En=(fn -(4) "([0,
+C)

1 N = fu(x) > f(x) -2)a4(x) = xEAn

Or FneIN
, 4 Men= A; Menet(Yrend=(A

De plus, pour chaque j, la suite (Aj /En) n
est croissante et tend vers Aj.

La continuité à gauche de la mesure de Lebesque donne alors X(AjnE;) -> X(Ai)
1-> D

et donc (44EndX 1aix(Ai) = (4aX
et puisque 4.En sur En : < /Yien[/fr MendX _ (fndx

2 ((4(X-x
ceci esturai pour toute fonction YEE +(X) inférieure af, on a donc/faxL.



PREUVEi

1 Comme (fn) est croissante
, pour <EX , (fnk) , est une suite croissante dans [o

,
+ 3

Donc : > soit elle est majorée,
donc ellecuvers f(xd

7 soit elle tend vers + o
,

et on note f(x) = + n la limite

in Pour toutn , fr < fi+f

donc/fndx3fn+ idx .

3 -dI
X

donc (/EndX) , est une suite croissante majorée par/fax
X

Notons L := limfndx . OnaLfk
MpLL, /fax

.
Soit PEE+(x) +q4f

K

On peut écrire 4() =Mai
Soit cE70, 1[ et pour nEIN

,
En = EcEX ; af((fn()

* LesEn sont mesurables : En = (fn-x4)"(50, +2)

* Soit E = f(x) - <Y(x)) 0

7. N = N(E
,x) +q Vn)

,
N

, fn()
,

fac-E > 24(d car fn(x))
,
f(x) - E

Donc Un)
,

N , on a seEn .

On a X = UEn
,
et En CEn+ pourtout n

11 E IN

pour chaquen ,M=Maje

-Majen
+ (44((x)dX()= cX(Aj)En)

X

or X(AjnEn) > X(Aj) car AjREn <Aj
11 -> + d n - + d

K

donc lim(4Mend = lim [cj (x(AjDenI
n-+0 1 -3 +aj = 1

K

= X(Ai) = (y4ex
En fin , 24(x) Men(x) (fn(x)
Donc </4()dx=lima) Y HEnd

↳lim (fn(dx-T
En faisant <+ 1

, on obtient (4dX _

puis en prenant le supsur
* toutes les fat 4 E+(x) +p41f

on a (fdx = Sup)4xX



PROP : L'application I qui a une fonction mesurable positive sur X associe son intégrale : I(f) =ffax

est positivement linéaire :

Vx
, BERT

,
Vf

, g fonctions mesurables positives ((f+Bg)(X = <(f(x + p),94x

PREUVE: Soit (Un) et (Yn) deux Suites dans Et(X) +94nfet Yn-g en croissant

[(x4n +Bgn) = <[(Yn) + BF(gn) -> vrai carfonctions étagées

I(4n) >I(f) TCM

=(4n)->[(g) TCM

DOR I(dYn+BYn) > (I(f)+ BI(g)
↓

I(xf+Bg)
+

+CM

# Intégrales de Lebesques des fonctions mesurables

Soit fix > Rune fonction mesurable. On peutécrire : f =ft - f-avecft-max(f
, 0) , f = = max(-f, 0) et (f) =f+

+f
-

DEF: Soit f: X-IR mesurable
.

On ditque fest intégrable au sens deLebesque sur X lorsque:

S (f)dX(+ do.

X

REM :. Ifl est mesurable positive donc son intégralea un sens dans [0
, + do]

· On note L'(X) l'ensemble des fonctions Lebesque - intégrables.

· On a également-f+.>fl

doncX-
f - (f)

En particulier, siff2(XI
,

alors f+ et f-E & '(X)

DEF: SoitfEl(X).On appelle intégrale de Lebesque def le nombre :

/fax =ffx-ff-dx (bien definicar on supposeft eff-integrables

PROP, L'application [ :2(X) R qui a f associe I(f)=/xfdx est linéaire positive
- [(xf+ Bg) = x[(f)+ BI(g)
-

e+ f(9=[(f) <[(g)
en particulier, 1/fax( < /1flax

PREUVE : Ineg Triangulaire - Ifl[fXIf)

donc(- (f(dx)(+(x -)(f(dX
et 1(fdx|/(f(dx

PROP: L'(X) est un sev dans l'espace des fonctions mesurables dans X pour la somie des fonctions et

la somme desfonctions parun scalaire.



PREUVE :

-> OEY'(x) car(,0¢X =0 (+0

-> sif(Y'(x) et <El
, (ykf(d) =((((f)(x = (x))

,

(f(aX)+ o

-> Soit f
, g(Y'(X) , ((f+g(dX(((f) + (g)dx =((f)(x +((g)dx) +a

REM :

-Soitfel(X) et ACX mesurable. Onnotelfaxffx
X

-
SiAUB = xet AMB =0 , alors MA + MB = MAUB = Mx

Danscecas
, (dx=AuB = (*A

+fBf+fx (relation de Chasea

PROP: Soient XCR un ensemble mesurable
,

et f, giX ->R deux fonctions intégrables sur X telles que fg pp sur X

Alors fdx/gdX avec égalitéssif=g pp sur XIX

PREUVE: Soient f,gEY(X) +pf g ppsurX eth= g-f.

On note NCX la partie mesurable et de mesure nulle+pf(x) [g(x) VoEXIN
.

Lafonction h est mesurable et comme /h/1gl + If)
,

he LI(X). De plus, 10 sur XIN par hypothèse, donc

04/ndx =bax =fg*x-fx ,dof
XIN X X

on a égalitéssi (yhdX = 0
,

mais hest une fonction inesurable positive,
donch=opp,

c.
a . d f= gpp surX.

IM: Supposons NCX mesure nulle
. Soitf( &(X)

, ( f(x= x+ (fax , orlfax-
En effet

,
soit(n) suite de Et(X) quitend versifi

.
Ona : (Yinkind = (ANb
= X(Aj"MN) = 0

Par TCM
, limfYnMnax = (lim In Mu &X = (/fin = 0

2) Lien avec l'intégrale de Riemann

PROP : Soit f: [a
,
b] > IR continue

, alors fest Lebesque intégrable sur X= [a
,b) et la fonction

-

F : Ta, b7 -> M définie par(a) =f f(t)dX(t) est la primitive def qui s'annuleen a

[a(x]

En particulier,
f(t)dX(t) =(Pf(t)dt(

[a
,
b]

PREUVE : Soit F(x) =/"f(t)dX(t) . Pour Ja,
bC et h assez petit , on

-

(F(x+h) - F(x) - hf(x)) (1),
**

f(t)dX(t) - hf(x)

1(f(H)--()(kx(t)

reste de lapreuve est inque pour l'intégrale de Riemann.



#V .
Theoremes limites

1) Theorème de convergence monotone (preuve
2) Theoreime de Fatou

au programme)

THM : [lemine deFatou]

Soit XCR une partie mesurable

Soit(fn) une suite defonctions mesurables surX
, positives

Alors

I
lim inffn(adX() [lim inf(fn() d X(x)

n -> +d n-+ 0 X

X

PREUVE: On se rappelle que lim inffniminffk [pas àconnaita
n->+d

Soit alors 9k:in
La Suite (9) est croissante. De plus, limgn(a) = liminffn(x)

n- +dn-+ a

On applique le TCM

niM/9n(dx() = (limgn(c est

OrKL
, n

, 9n-7fk.

Donc(9n()dx(x) (f(x)dx(x)Vk), n

Donc(In(sex (2) [inf)fil ace

lim (gn(dx(x)limin (findA

n->+d

(donc (im Index)min fnddeet

"( lim inffn(x)dX(x)
11-> +a

3) Thm de convergence dominée

PROP: Soit X CR mesurable , et(fn) une suite de fonctions mesurables surX. On suppose que :

i) La Suite (fr) converge presque partout versf :X R

ii) Il existe g : X->IR qui est intégrable sur X et telle que

UnE IN, pour presque tout ocEX
,

(fn(x))> g(x)
I ne depend

pas de n !

Alors fest intégrable sur Xet

lim fn(dx(x) =(lim(dX( =(fxSn = +dX
-

PREUVE :
-> (dans lecas or il n'y apas de "presque partout") [x]

Soit Un = 2g-Ifn-f) . Les (en) sont positives mesurables
,

donc on peut appliquer le lemme de Fatou

Iiminfuncodx liminena e

Or lim inf4n() =iminf 2g-Ifn-f11-> to

Donc/2gdX (x)iminf(29-fin-flace



2 lim inf- In

D'oùlinsu(l)fn-f)(x)(dx)O
= -limsupinle

Donc Ifn-flan-> +d

Finalement, 1/fn ¢x-(fax) < 1(y(fn -f)aX)(fn-(dx- 0

eton a montré le TCD.

Cexercice
EXEMPLE: type)

Soit) 1
.Ime(ax

Soit X = [0
,

+ ro [
, etfn: 1- e

-(1+150,n20
↑mesurable indicatrice

On veut determiner lim (fn(x)axx)
carcontinue

mesurable

n= +0X

demaxdemandesurabilitet

L en mesurable comme produit de l'indicatrice de [0
,
n] quiest mesurable sur Xet dee(I qui

est continue sur X donc mesurable.

< fn(x) = e
-(1+ ) "Mso

,
ny(x) , e *? 1 FxEX

car (1+2)" = en(n) |+z) ve = e

> On cherche geL(X) telleque

UnEIN,

le-xx(1 +4)"Hs0
,
1) ) = g(x)

or e-d(1 +2) (0
,m)(4) Ledex

g(x)Cla continuitéindeet Le El ne suffit pas pour mq c'est intégrable)

e+ g(xdx(x) = ) e=
(-1

,xbx(x)Ix 50, +[[Ocar)

ParleTCM : /e-clex(fix
Il

( e-(x-1x150
,
n)(x)dx(x)

[0
,
+ dS

↑

>
e

-(- 1)x

effe
-(-1x(x) = (e-k-1dx = Je -(-1xyo

- (-1)
"

↑ intervalle formé borne

= (1-e
-(-44)n =toOn peut passer à Riemann

=Ainsi, I
Conclusion:

Le TCD permet d'affirmerquelim (e(l+ex=xc2 - 1



Cas des intégrales à paramètre

On considère desfonctions de la forme cEX
,

F(x) = (b) dx(

Dalis la définition de Fintervient une fonction f : XXI < R. On suppose que l est un intervalle ouvert deR
,

et X une partie mesurable de IR.

PROP: [Continuite]
On suppose que :

i) VUEI
, xflu, est mesurable

ii) Pour presque tout c , la fonction 11 <f(u
,x) est continue sur I

iii)Il existe une fonction gEL'(X) +q VUEI et presque toutcEX,
(f(u ,x)) g(x)

& ne depand
pas du

Alors,
la fonction F : I > IR est continue paramètre

PROP : [C']

Soit XCR mesurable ,
ICR un intervalle ouvert.

Soit f: IXX
-> IR une fonction telle que :

i) Pour tout MEI ,f(M,c) est intégrable Sur X (pour F soit définie

in)Pourpresque toutscEX
, M1f(M,) estD. On note G

, f(U,c) sadérivée parrapport à u

iii) Il existe gEXI(X) +p pour tout UEI et presque tout (EX
,

ona 16, f(uc)([g(x)
Alors : F est dérivable sur I et

F'(m) = G ,
f(u

,
x)dx(x)IX

Idée de la preuve pour la continuité:

SoitVoEI. On veut que F est continue en so. Il suffit de mq pour toute suite (Mn)CI quitend vers Mo , F(Mn)-> F(Ma
Jenote fnickf(Mn

, c) · fr(x) -> f(Mo
,
3) grâce à ii) .

Par iii) (fn(x)(g(x)
n-> +2

n++0

D'après le TCD :

StacdX(x)- (f(uocQX() donc FCM FCMO

X X 1-> +&
(détails dans le poly7

EXEMPLES :

1) F:/Sin(ut) dx(t) . On veut mp F est définie et continuesur

Soit f: Rx 10
,
+ o->R lafonction définie par f(u

, t) =
sin (M2())

1 + 72

i) Pour tout MER
, tf(M, 7) est continue sur 50

,
tos

,
donc elleest mesurable.

ii)Pour tout tEJO
,
to[

, M sin(127) est continue
.

1+ 72iii) ( f(u, t)) =1Cu)e = g(t)
1 + t2

intégrable sur 50
,
+ (

car c'est une

(He(t) nete
Fonction positive

avec = lim I dt= +d

CONCLUSION : F estdéfinie et continue sur IR.



2) Même question pour G(m)=in (ut) e
-+
dX(t)

<
Soit f : [0, +o [x[0

,
+o

-> R définie par

f(t
, u) = sin(t2uz)e- tu

1) VuE5o
,

tod t> sin(urta) e-te est continue donc mesurable

ii) VEETUsin (1)etest continet

nechangrien donc

on prend l'I le plus petit possible

ini) On cherche pEL (30,
+o[) +elle que ( sin (u2t2)e-tu([g(t)

or1 sin (1272)e-tu/[l mais 12 (20, +o()
Mieux : il s'agit de montrer que Gest continue en chaque Mo ETO,+[ Con regardera plus tard le cas Mo =0)
Puisque Mo>0

,
il existe a30 +q a(Mo. Mieux

,
Ve E JMo-a , +o [

,
ona :

i
,
ii) sont vraies

,

et

iii) / sin (13U2) e-tu1 < e-at = g(t) avec gEY (20,
+05)

D'après leTCD appliquésur I= Ja
,

+[
,

G est continue en Vo et meine sur Ja
,+ [.

CONCLUSION :

G est continue en chaque Mo>0

+ continuité eno
, g(0) = 0 , (0 ,glu

Remarque additionnelle :

Dans tout ce qui précède, on a considéré des fonctionsà valeurs dans IR.

On aurait pu tout aussi bien considérer des fonctions à valeurs dans K : sif: R + C
,
on écrit

->(x)= ref(x) + iimf(x) avec ref(x) = f(x) + f(x)
, im f(x) =

f(x) -f(x)
2 Zi

et on convient que ff(x) dx() =fref(x) ax(+ if im f(axx)

X X X

Exemplei (Tex)cosax(isinc exce

= 2i

On aaussi (Tex) = Cer = -i)erT- er0) = - if 1 - 1) = 2i

Attention fe &(X, () lorsque(f(x)(dx(x) <+

↑ module du nombre Complexe f(x

Comme (Ref(x)) ,
limfcl ElfGl,

fEY'(X
, c) = RefetImfEL'(X)



Chapitre 4 - Intégrale de Lebesgue sur ℝᵈ
(d) 1)

Mesure extérieure sur IRP :

Dans IR :X* (E) = inf E(bj-aj), où (Tabein Et

Dans RP : -b
as by D

**(E) = infvol(pj),penReetvo(pjba
* toutes les propriétés vues précédemment sont appliquables;

mais avec passage d'intervalle à pave

(...)
#Onditque AEP(IRP) est mesurable lorsque VEEP(IRP) ,

X*

(A) = X
*

(AME) + X(ASME)
L'ensemble desparties Xd mesurables est noté L (RC) : c'est une tribu

, appelée tribu de Lebesgue
,

Les ouverts
,

les fermés ,
les pavés sont Xd-mesurables : 2(RP) contientB(IRP) : la tribu des boreliens de IRP

&(IRP) est complète .

DEF: Lamesure de Lebesque sur R&
est la restriction de X*

y à latribu de Lebesque. On dispose de l'espace mesure

(RP ,
Y (4)

,
XP) (Autrementdit

, Xd est une mesure sur 2(RP) (.

DEF: Soit XCIR*mesurable . On dit que fi X-> R est mesurable lorsque VACBCIR)
,
on af-(A)ELCIR)

Par exemple , les fonctions continues sont mesurables.

Les résultats concernant "fonctions mesurables et opérations" sont vraies. (Pacomposition

2) Les produits cartésiens de parties mesurables sont mesurables

PROP: Soit A ,CR
, AzCIR deux parties X, -mesurables.

Alors AixAz =Elo)ER2 ,EAixzfAz] estmesurable

De plus, X2 (AixAz) = X(A,) xX
, (A2)

PREUVE , voir les notes

admise

REMi ça se généralise:Ad
est mesurable quand chaque AjRX ,

-mesurable, etdanscasen

Xd)A, x

* Si AICM , Az <M&"Thesurables
, alors A

, XAzCI
+

est Xdi +da Mesurable et

↑dixdz (AixAz) = Xdi(H) xXdz(Az)



#I Intégrale de Lebesque surRI

1) Fonctions étagées positives

DEF : Soit f: RP,une application. On dit que fest étagée positive l'orsqu'il existe,, an El+ Aj= f+

(54})
est Xd-mesurable pour tout j ,

et
n

f(x) = 24Aj(x)
L'intégrale de Lebesque defE3

+(RP) est) ex =XA
d D ! pas le in d

j =

= L'intégrale de Lebesque sur Et(RP) a exactement les même propriété que celle sur EtCR)

2) Fonctions mesurables positives
DEF: SoitfiX > R+ une applicationmesurable positive. On note :

( fdxd = Sup{)d , yE(R),LEO,
RD

cette intégrale vérifie les mêmes propriétés que pour d = 1
, y compris le TCM

3) Fonctions mesurables

DEF: Soit f: X > IR une application mesurable sur XCR
On dit que f est intégrable sur X lorsquefl dXd

On note &(s) l'ensemble defonctions intégrables sur X.

Pour f(L'(X)
,

on note(f(x) (Xq()) = f f+(x)dx(() - ) f()(x)(x)
X X X

avec f+(x) = max (f(x) , 0) , f-(x)=max(-f(x),0))

RM : On a f++ f= (f)
,
donc si fe2'(I)

,
alors f+ et f-aussi

~ Le lemme de Fatou, leTCDet les résultats de continuité et de dérivabilité des intégrales à paramètre sont encore vraies.

Q: Comment calculer (f(x)dXd(x) quand XEId ?
X

III. Théorèmes de Tonelliet deFubini

1) Le thin deTonelli

PROP: (Thm deTonelli
Soit f : R2 > Rune fonction 12-mesurable
Sif est positive,

alors

i) Pour p .
t. CCEIR

, yi < fa,y) est mesurable positive, de même que la fonctionys < (f(x ,4)d,y
est mesurable positive.

ii) Pour pty EIR
,

si < f(x, y) est mesurable positive, ety / f(x,dX, Co est mesurable

iiil Deplus,S , 4) (,4) =()(dx(x)dx(y) =(dx()dE
PREUVE : voir les notes

admise



2) Theorème de Fubini

PROP : Soit f:RXR > IR une fonction X2-mesurable·
SifEY'(R2)

, alors

il 1 <(f(x ,y) est integrable surt

ii) y , < f(x
, y) est integrable sur 1R p . p. eny

iii)/inf(x ,4)¢X2( , y) =()dx()dx() =(d()axc
MODE D'EMPLOI :

On dispose d'une fonction fiR2 < R X2-mesurable ·

On veutcalculer (f(x , 4)dx(xy

1 Est-ce que cette quantité est bien définie, i.
e

. que fEY (IR) ?
On applique Tonelli a Ifl pouring (f( ,y) I ¢Xz,Lo

Supposons que ce soit lecas
,

comment calculer (f(x ,y)dX2(, 4) ?
Puisque fest intégrable, on peut appliquer Fubini.

EXEMPLE 1 : f(x , y) = e
- 450

,
+af(x) 50,x)(4)

fest mesurable

On veut calculer / ,)dx2xy

> On s'assure que fEL'(13) .
(f(x , y)) = f(x, y) car fest positive.

D'après Tonelli
, (f(x ,v)dxz, 4) = (1/axx)dx ,( = (dx()dxc

M2 pasimpositive

On calcule d'abord

(enso+ Max (4) dx(y)] exco

= (eM((()()]=O
=e-dX , (x)

Pour 170
, On calcule/

*
se dx,() =)Exe= (-xe) +(e-d

of T

== A- A
+ (- e

-x)7 Cou bien utiliser
une majoration finie

=- Ac-A-e-A + 1 >
1 quand A -> +a

xe[C . e
*2)

Gi
Or (1> xe- est positive

donc In= gico
,m g simplement et d'après TCM, /gndX < (9 &X,

11

Licede

Donc (f(x,y)dxy(x ,y) = 12 + d

Ainsi fEL' (12)

Il reste à calculer I = ( f(x, y)dx2(x, y)

D'aprèstubini, (f(c ,y) dX2( , y) = (((ydx, (4) dx
, (x) calcul dejafait



REM : Calcul de J = (((e=Mo, +oc(x)(cax)(y)ax ,()dxy(y) = (((
+

e
- +(ax(y)ax, (x))ax(y)

On a donc 5 =((so , to (4) My ,
tos(dx()dxy

= /Mso, +s (4) //esy ,
+(dx() axy s

= (j
+

0))
+Pe - xdX, (x))(x , (4) =

1

#V . Theorème de Changement devariable

PROP: Soit UetV deux ouverts de IR?
.

Soit 0 :-Vun C'-difféomorphisme

Soit aussi J& la matrice Jacobienne de D au pointe EU
.

↓ fE2(V) ssifox/det50) est dans 2(u)
ii) Dans ce cas

, (
,

f(y)dXp(y) = (
,

fod(x))de+5xd)dXd(x)

DEF: Q : U+ Vest un C'-differ lorsque :

i) D : U < Vestbijective

in) Dest C'surc

iii) D' est C' sur V.

EX : $ :J 0, +[x] -I ,+[ > 12

(r, 0) 1 > CrosO
,

rsino)

& est bijective de 30
,

+o Sx7-H , [ > IR2 (IR-X 503)

( où Q, 02sont les composantes de d=/ G
= Grsingde

(f(x,4)dxy(x,
4) =)/(roso, rsind) rar)do

Chap S : les espaces L et (P

I. L'espace vectoriel normé L'

soit (X ,
T

,M) un espace mesuré (pensez à (M,
LCI)

, Xi
1) où(i, LCR4)

, Xa)).
On suppose que la mesureM est o-finie : ilexiste une famille dénombrable(En)ne in

de parties de X
, de mesure

finie, telle que X = UEn (automatique pour la mesure de Lebesque
nEIN

1) Une semi norme sur L'(X ,m)
On a défini(X

,M) comme l'ensemble des fonctions mesurables sur Xquiverific (flam) + o
.
On a ru que

(2,
+ ) est un espace vectoriel .

PROP: Soit Mi : L'(X,m) le la fonction donnée par M,(f) =(foldusd .
Alors :

i) R ,(f) = 0( f= 0 p. p.

ii) M .( <f) = 11 M, (f) pour att

iii) M , (f+g) < Mi(f) + M , (g) [inégalitétriangulaire I

* M, n'est pas une norme : on n'a pas Ni (f) =0>f= 0

PREUVE : iif) M,(f+g) =((f+ g(dm>((f(x)) +g(x)qu(x) [((f(x)(am() + ((g())au(x)
M, (f) + M , (g)

(On ditque Mi est une seminorme sur2)



PROP: Soit (fn) un suite de fonctions de L'

1 S'il existe f mesurable ta fil fpp,
et s'il existe une fonction ge21 +plfn(x))(g(x) pp

alors f E L' et Mi (fn-f) O
n >+ de

ii) S'il existefEL' +pMilfn-f) > 0 , alors il existe une suite extraite (fy() ne IN11) +a

avec 4: IN-> INX inj) +9 fuchs <f pp.

1) Il existe des exemples de suites (fr) +p Mi(fn-f mais fn()(f) p

PREUVE :

i) TCD

ii) On suppose que fill'pour tout in
,
feL' et Micfn-f) -f(fn-flam+

(*) pour K= 1 : En +q Mi (fni-f) < 2" (def convergence) (n, = Nz-
)

pour K= 2 : Jnz <n +p M , (fra-f) <2 - 2 (m = max(Nza , n +1)

Par récurrence
,jepeux construire une suite/nk) strictementcroissante +q VK

, Milfn
,<f) <2

-

La Suite/fni)est une suite extraite de (fn) .

# Pour KEIN*, je pose Ex = [cEX , (fn(-f(l) 2
-

123
D'après l'inégalité de Markov

, M/K) -
)/22/'fikd-flam)

(*)Soit
· sixceE, fnG

en effet
, sicceE,

il existe mota E . Donc i . e
.
V)

, mo ,-f

·M)Markov > G

M > + d

doncM(E) =MIn()

CCL: (fnk) converge vers f sauf sur E quiest de mesure nulle
,

donc pp.

2) L'espace L'(X
,m)

DEF: On note L'(X
,m) l'ensemble des classes d'équivalences des fonctions de L'/E ,m) pour la relation : fug sit= 9 pp

L' (E
,m)= [[f] ,

ff &(E,m)] où [f] designe l'ensemble de toutes les fonctions de L'(f ,M) égales àf PP.

PROP: L'addition et la multiplication par un réel sont compatibles avec la relation d'équivalence ~:

si [f]
, [g] EL: laclasse [f+g] ne dépend pas du choix des représentants defetg :

sifiE (f] etgf[g] f+ gv -+ g

sif'E[f] etERR Afin xf

PREUVE:

Soit f'E[f] etgE[g] ,
f= f' sauf sur M de mesure nulle

,
et g= g' sauf sur N de mesure nulle.

Donc f+ g = fi+ g sauf sur MUN
, qui est de mesure nulle : [f) + gl] = [ f+g)



DEF: On note [f]+ [g] = [f+g]
<[f] = [9f]

pour [f]
, [g] E L' , xEM

Prop: (L'(X,M) , +, .) est un espace vectoriel.

PREUVE : Vérifier que (L'+) est un groupe commutatif et qui vérifie MAD,D2

On peut définir l'intégraled'un élément de L' . En effet
,

siCf]EL' et fe(f]
,

on affidu = /for,
car fifich-I

nulle

DEF: On pose /[f7dm=fldu pour nimporte quel f'c[f]

PROP : L'application Il . Il ,: L'(X) R définie par /1[f]II 1 = (1[e)) an est une norme sur L'CX)

PREUVE : 11 [fIll 1 = (If)am pour tout représentant
11 [f] 11

,
= 0 =f= 0 pp donc [f] = [0]

3) Théoreine de Riesz-Fischer :

PROP : (L' , Il . 11,) est un espace vectoriel normé complet (Banach
(D!, en général , L'n'est pas un Hilbert : on ne peut pastrouver de produit scalaire <

, > +pll[f]II , = <[f]
,
[f2]

#I . Les espaces L'et LP

1) Deux inégalités deconvexité

DEF: Pl XB Une fonction U:I >R ,
où l est un intervalle de IR

,
est dit convexe lorsque

A
Y VtE [0

,
17,

y(a) X y(tb + (1- t)a)[(y(b) +(1 - t(y(a)
I
a x D

↑

((b) + (1 -t)a

= a+ t(b-a)

tE[O
, 1]

PROD :

↓ si Y:Iest convexes alors ↑est continue sur

ii) siYE(2 (1)
,

alors Y convexeD 4")
,
0

PROP : Soit pE[1 , +o [
. Pour a ,

b)
, 0,

on a (a+b)" (2P
-(aP+ bP)

PREUVE : Soit 4: [0
,
+o-> R définie par 4(x)= xP

1Y"() = P(p-1)xP-3), 0 donc Y est convexe

Donc y(tb + (1 - t)a) -) + y(b) + (1- t)4(a) pour tout te [0
,

17

(tb + (1-b)a( +(tbi+ (1- t)aP

Pourt = 12 : (ba)bP

+La caf

RM: Il est très simple de montrer que (a+b)P(2P(aP+bP)
(a+ b) ( 2max(a , b)



PROP: Pour pE [1 ,
+o [(pasforcément entier)

. Pour a ,
b)

,
0

,
ona

abapbP ou (p=- s'appelle l'exposant conjuguédep)
9

PREUVE:

(t) Sia= 0 et/ou b = 0, desturai

(#) On considère a,
b>0.

Ona : ab = eln(ab) = en(a) +(n(b)ep(n(aP) + Ya(n(bP)

or Y : x 1 y edest convexe : 4 "() = e
, 0

exp(+ (n(aP) ++(n(bP)) - exp((naP) ++exp(inbp)(fa+b

t 1 - t

2) L'espace 2P
, pES1 , +S

DEF: On note 2P(X
,m) l'ensemble des fonctions mesurables telles que (flPqu +o

PROP: (2P(X ,m) , +, .) est un espace vectoriel

PREUVE : C'est un ser de l'espace des fonctions mesurables sur X :

10CYP((0P = 0) + d

Si f+ g (2P
, alors(f+g)2P

.
En effet

, ((f+g(Pdm -J)((f) +191)qu -

(24(((f(Pam +((g)Pam)) + a

RQ : Il est faux en général qu'on ait une inclusion du type&PCYP2

Parexemple,
sur X = >0

,
+o ( ,_x* (1+ x) + E2' mais22

e+ x+ (1+x)" E22,2
sauf : lorsque la Mesure est finie (mesure de probas)
(2PCYP2 lorsque p, P2)

PROP: [inégalitéde Hölder]

Soit Mp: 2P-> M l'application donnée par Np(f) = (/If1Pq)"P

On a pour fE2P
,ge2Pavec++ = 1

, (1 fg)dm)Np(f)Mq(g)
#M: p =2

, alors p
= 2 et Hölder s'écrit : Ifgldm N2(f) ((g) _)(Ife)"(/11qu)12 ,

best Cauchy - SchwarzI
PREUVE : Utiliser la22 inégalité de convexité

3) L'espace L" , pES1 , + d

DEF : On note LP(Xm) = SCf7
, fELPY pour la in relation fug que pour L'

PROP: (/P(X ,M) , +, . ) , Np) est un espace vectoriel normé complet.


