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Introduction :
Q. g quelles parkies du plan peut-on associer une. meure ?
< toules celles quebon peut decovper en nombe £ini rectongles
> les disques 1TR°

Chapitre1 - Intégrale de Riemann
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Moo -
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T. Fonctions en escalier
Dans te poragrophe, on pore defonctions £:R_; R dont rensembie de definition contient Wimeryolle fermé borne Ca.,b]

une subdivision de Iintervalle [o,b]est Ve famille fnie &= (o
0z Q<<

,an) de points o, b] 4.
{an-<snzb

Soit NE IN*, 10 Subdivision reguliere de Caub) & M+l poinds est Gp= (&o. oy QM) ovec

Vi€ N9, o= i b-o [ b.-o'/!v .
J ?Ol ? 1‘ O'J °~O+ J N Ql' ‘H‘ r -b
Le pas dune subdivison 6= (a0, ,am)ext 8(a)z mox (ayu - 03)
320, —, N-1

Si o= (0o, —, o) est une subdivision de Ca, b7, olors les ineryolles [o.', , 0341 forment une partition de Ca,bJ

Une oppliaation #: Ca,b] 5 R estdite. en esclier lorqutil existe une
svbdivision & : Cap, ,om) de Ca,b] et dex constontes

n X
(corcri——. en-d delimaue f|p 1 g ..
( fonclion constanrte par morceowx ) | ‘

outremen dit, £:0o,b7 — R est en escolier lomquielle peut enie : G : 'HL

v IR

& 1= _ZCJ ‘ﬂ[oa.og,ut + 2(BY 5y 00 1a6)= [0 & x ¢n — NS

=0 1 six €A o b

(ao) (o)

e O = (09,0, ———, a,,) est une supdivision de Lo, b)

Si fest en escplier, on peut Hrouver de nombreuses subdiuisions © pour lesquelle () est vraie
Lorsque pour 2 whdiuisions © et G’ +ous les points de o appartiennent d. &, on dit que o' est plus fine Qe s



Une application €: [a,6] 5 (R est en excalier ssi :
£ prend un nom bre fini de valeurs
Ve € RN\AD), £'(c) est ou bien vide ou bien une réunion finie dtimteryalles fermes o gauche , boenes.

Supposons 4 et i)

onnote co, —,Cv- les valenrs prises part e A)= £2(¢)) Vi€ $0,1, —,N-1Y
&, est une reunion Anie  dlintervolles Rj= [ay,, , B[V
Onnoted:z (X0, ___,¥M) laswbdivision deCa,b) obtenue en ordonnant tous les ofjme;) et B me)
Mq fest constante soctous les TP = Ui, xpniC.

Dans 3xen, % C ilnyaavcwne extremite’ des @) done fest cnstante surJxe sxe, C

er{ est continue o droiteen xe, donc elleest mostante surIp.

+ Lo reciproque est- immediode.

U L oumep» 3j,m(j)[

Soit Z([o.,bﬂ {ensemble des fonctions en esealier sur [a,8). & §, q€ ?(Ea.b’.l) 3! 'A,/AC\'R olors
Maemg € & (Eo.,b])
'Fs € ‘Z(qub'.”
1e1€ &(ta,61)

%(Co,61) CBlLab]) 06 B(La,b] estiensemble des fonctions bomees sor [a,b]

z:ﬂ:\

Soit & une Subadivision associee d.f, et G’ une subdivision assotice ag. On nate Z = oVQ? Lo subdivision obtenue en prennant
4ous lespoirts de & et de O’ ¢ les ordonnant par ordre croissant. Lo {onction f+gest en  escalier poor la_subdivision Z.

En esfet les yateurs prites par £+g sont continues Jans fq+c.(~ ij€iong, k€0, —, M-t'lﬁ, 0Q Jai note’ cg,
prises parg.

En particulier, le nombre de valevs prises por €rq est fini

(""f g) (CJ *CK) U[QJ,,Q"‘H[ n [QK‘ O'Kﬁ"[ U Ah\t d'imenvalles

CJI’CKl C.\’CK

futre prevve: Notons o = ( xo, »¥Xy) e ag = (yo,
Notons o= o¢ Vog = (2o, ' Z7)
Sor 2,201 [ fet 9 sont constantes: Si 2j zvk. = $iZj41 =X, Festonstante ef T2),2410 < Cye, %, C

= 8i 2jn = ye € xky donc fest constante et Zj=xg2 yy.1 donc gest constante
> Donc Mg est nstante sor chaque [z, zj+C.

J‘IM\

( ?(L'a, b']) est un espace vectoriel (sous espace de(ﬁ([a,b’.\)

wrB (Eo.,b]) on dispose de lo. norme (de lo oonvergenoe.] uniforme Il = sup 96| (espose complet)
Cette norme foit de 2 ( Ca,b3) on espase vestoriel norme'.  —

On sait que (IB(Eq,b‘.I), u.u,,o)est complet, mais &, b]) n'est pas ferme dans B(La,b7) donc pas aomplet
(il existe des fonctions en escatier qui @avergent uniformément mais dont lo- Anckion limite n'est posen escalier ).

On note R(La,b3) o appelle des fonckions riglels : le Sous espoce vectoriel ‘€(Ca,61)
clest llensemble dex foactions bomees qui Secavent comme limite vniformes de suites de fonctions en excalier

Soit £:Ca,b1 —3 R wneopplicodion
Si £ axreontinue, olos fest réglce
Si f et continue por morceawy, olors Fest reglee.
Toute limite uniforme. dhone. suite. de Qnclions rigices ext mglee.
Si £ est monotone, alors elle et rely(ee

s C wa les valeurs



Soit £: Ca,6) —s R vne fonckion continue. D'aprés letheoréme de Heine, to. fonction fest uniformément matinue surLo,b] :
 VE70,3x(e) =70 4q Vx,y€CLa,b] lr-yl S = l80)-£l| € €
(uniforme G.4ous les x)
Soit € = Yo pour nE NV*.
Soit ota = &( V) le reel donné por (+)
Soft NEM? g B2 Loty e G lo- subdkuision regulie de pos b-a

n
No-!

Qo £ - Toubd s R lo.onckion déhinie par €00z 2 Aoz 1\[% o C [CARIYING | 1ol 1))
=0

On o Nén-Fllo < Y0 (e=qui provue W)
M
d faire

si £ est continue par morcensx, on applique Ce Qui precéde sur chacon des morteonY o) € est condinue.

Soit £€C(Ca,b],R) et () une Suite defonchions aardinves qui conuerge yers €. Pour daque 0, on peuttrovuer une fndion
Qo en escalier 4q €0 ~g 1 < Y
Seit £20.
AN=NgEN +q Vo) N Wa-€lI<EA.
Sait alors Hg = max(Wg, %e)
Donc poor 0 Mg [1f-goll < WF-Fnll + Ufn-gUl
4 %_— +4p SE.

On suppose £ croissante sur fa.,b . Seitat= R, B=FCb)
Sott £>0. M=E %ﬁ *l
et 3 =(‘=¢(§J of, , o(&) of o =al+jE.
Pour choque sevil oy, on définit Vinstant X; o0 f depasse le niveaw of:
Xg:inff ¥ €Ca, b'j;-({x))uja
Puisque. € est croissante, lo. Suite ¥ V'est qussi
YX€ Lyy, w1 €, o jE RN oty 4
Soit alors g : X +—0 Si xE€ Loty il
Ona | (-‘00~3£Cx)| <€
Oonc lo fonction enesaalier ge approche € & € prés.

On ditque #:[a,b)— Rext ne'g\e'e. lorsqu'il existe vne. sutte Cfn) de £Ven escalier qui con vergent oniformement
vers fsur La, b7

“ "" s,“u = Sup l4‘£x\ '9\(){“
x€Ca,5)

/ > mojs “ 'c'gz" p<£

festreglee Ssi \" adme en tout poiat de Lo, b] une limite & droite (sauf enb) et une limite o ganche
(sovfen o)

U'ensemble R(Ca,b]) desfonchions reglees suc Ca,b] est un Sev de. Pensemble des fonctions bonees

sur [a,b], stoble poue [sl.




Cowrs 2 ov/04/2s
. Integrale. deRiemann des fonchions reglees

1) Gos des fonctions en esalier

Sort £: Ca,bT-> R une application en escolier: il existe une subdivision G'= (ag) ay,—— ,an) de [o.,b] et des constantes
Co, ,Cn dans(R telles que  fx)= :-;."-i"co.m:"‘) six£b o) c x
b N-t -t
Ono.ppek intdqrale de. Riemann de £ sur Ca,b7 la quantiic f{‘ = %cj(“'ht'ai) i f } f >
(8

Lo. quosrkite f ®ene depend pas duchoix delo. Subdivision O verifant ¢)

Soit = (o, ,an) eFo'= (a, ) a'w) er(co, — -, (6, ,Cn.,) de  Subdivisions ef

deux familles dereels telles que Rx)=Zc‘,ﬂ:m,°_Wth)- Z.c.('ﬂc‘- L (x) Yx€la,bL

Soit z= Vo Lo subdivision quron obtieat eo prenant -}oos les poinis de TetG* puis en les céor donnant par ordre croissast.
On oote que T est pws fine que T et queS’.

Jeaote T = ap, —_— op) ¢ P& N+M) et £br) = deﬂcaﬂe a%e. Em Yx=£b

T it ae montrer que I——C,(a,H qj) _Z.dc(ae”-a_e) Cwe) p-t

La. prevve  S'appliquero. Qussi &G, ek on oum. Quss; Zc‘KCam.-a.k') Z Jde (e, -0%)

(On pevt donc Supposer que G’ est plos fiee que 6.
On montre done ()
Onsaitque T =0V ( %, %)
On peut raisonner por recurrence Sur ok: Co —
Z=aV(x) . T existe on unique o€ 0, N4y 4q 1 € Lago, ageri [
Ne1) -1 i - N

Seit 1) = Z_C:‘(QJ-H -a@) et I(2)= Zde (0%, -a%) 4 %
»-I
Ono I(z)- e% de(a"e+. -a%) + djolaly,,,.- a’jo )+ djonlogmia ~aje, ) ¢ %:;:e (%, -a% )

Jo-t
é%_ce Co.e“‘ﬁe) + o (% '0-303 t ¢o(ajost —¥) "LCJH (a-e,.z -ag,)
ot Covanty, ,Gebg* concident ( séonter tesindices)

£ Z—cefte*. ag) + Cjalagorr —050) * Z..c, oy, - ag,)

:'Z_;.q(a,'u -a3) +qolaj, -ay) * JL ¢; (aju -ay)
E dtjodt

= I(C’)

,C'm) une autre subdivision et dautres constantes felles que :

Soit o= (Qo, ,o,M) e:!-((‘o,
{&) = LT‘EO.K QK“éq-_)c“ pour X #£b-

M-
HoMronsqueI- Z_cJ(od.H od) LCK(O.K l-o.K) =T

Notons g"=gVG'. On note que & &"(on dit que S"est plus fine que ).

Supposons que G” art-un point de plus:

Cn
| — — |

Qg = 0-6‘<<1i' {—<an=0" < A'nel <°-n+l 2@ d <°'M = <'.""l"|+l =b

Cg:Q; c'=q, 1CM=Cny €y " Cny Cya =CNa gy Y c"M=Cr'I-|

l|
n " 0.(\4-‘ Ne
an and+




= 2—(0-:']-” -aj)cy

v
= Z_(a 1-0%) o (@nu-a'9Cn +(0hez -Qha) Chas +,%Lc'3(a.'j+. %)
J:

v
= Z_( ajH —OJ':D C"j+c0.‘.'m| -G n)Cn +(Qn+\'0-"n+0 Cn * ._Lc.l" (O-J -a3-1 )
0-\

Z—CQJ+| O;))C.Ji-(am.\ an)Cn + Z_ CJCGJ“ 'O.J) -

Sot £:Ca,b]1— R une Rnction en escolier. De note T =
v;,/.,e(a Vig€ ¢ (Cabd T(Mamg)= AT() 7«1(3)
(3% pa= 2 ep]lo)

Celo. signifie que T est lincaice.
Si £€ B(La,b7) veritie Ax)S 0 YxETa,bl, alors UMHDO
On dit que T est positive.
£29 = 1) > 1(g)
On o Heupurs d2te) € Cb-a) 1Flly
Si ceLa,b] olors (sl Sul’e

V£E €(Ca,b], \[w |2‘] vl

Sotent £,9€ &(Ca,bT), N,mER
Oncoonsidére T=OpVog = (20,
Sor chaque intervalle [ 2z, zka L, les{-‘ondior\s{-‘d-s sont constantes: £=ck, g=dy

(M« /ng}(x) 'Xc«i-/udu et donc

T(2+ /“3) L(?«ck + /udu\ (zes -zla 7\2'_ Culzgy -2+ _odaCz«“'ztO = ATLF) + /mlfs)

6. 2 cjlayn—az) 20
320

T 1(#)=(ai-00)Co +(0y-ad ey +(03-2)
> R' -R + Ry

@ & & 03zb

I(#) est une somme algébrique dl'aire de rectangles

1) = Zc_‘,(og.u - o:,) Sert Gune subdivision Qstocide &
=0 -
? Je considere T=0Vic]
or| lgl< svplfad)l
X€lo,b7]

N \x € (o, b], ona
Z < (aj-4) £ b-apuisque [y, au [ < [ab]) 1o | < £6x) £ )]
Donc. Im)l < 2": I¢j) (g4, -ag) = J“(-lméL"{ <(blel
* b
LN EUw0 T Cogu-ag) > J 1£1 ‘fb“]b'” > 1{“41 <[°lfl.
§=0 o o o o o

< Co-a) 1€l g

Pour 0.<b, o0 Satt ceque vaust S'b pooc £€ g(fo.,b"ﬂ siadb, Jb#- ?
[« N

a

b o
PorCho.sles,onmi+auoir5F+f°$=f¢:o , dlod Sbh-J‘o'{-‘
a

a




2) Cos des fon clions regiees

it FER(Ca,bT) une fonction reglee, e+(£5) une suite de £(Ca,b) -telle que () —Funiformement.
Lo SUrleC[',\) dlﬁniepar:[n:fb-ﬁ, corwerge, ef sa. limite ne depend pos du choix de k. sotle (fn)
(-3

R est omplet. T ufRtt de mq(Tn) est de Guchy.
Soient p,q ER.

| Tp-Tq) =II"4’p-f"€q | =lj "p-fa | < Wp-qllenCbe0)
o Q. o

Sott£50. (fn) onuerge vers € noos {Lournis on rang N(E) € IN 1q Yp,q ™2 NCE):
Wfn-Fl o € ¥b-a

a7 Donc |Tp-Iql<E
Donc (In) conuerge vers onreel T.

On considére lo. suike (hn) definie par : b, =n

hsz =9n-
—~(hn) converge uniformement vers f, doncf ha @nuerge vers unreel K.
Or (hn) admek: @«

une sous- Suite ®nvergente vers T, done T=K

une Sous -sSutte Gnuemente vers I, donc J=K
DoncI=T0

(.;.e., T et 7 sont des yoleurs d'adherence de (rhn) donc I=Ket J= IO
o

b b
Soit £€ R([o,b7) - On appelle intégrale def eton nc*e'r £2tm j‘ur., ) 06 (£ one quite quelconque  de
fonctions en escalier qui cv unicarmément vers f. * N3

Les proprigtes i),ii), i) ef av) voes pour [es fonchions en escalier Sont €galement yraies pour les in+e'9mJes
des {onctiony regiees.

Passer alo limite ! .
uep\os,lj"f\ sj el
(9

[ 3
AR TR AL N
ajb-\slsrug 11
o Q

(‘%

b b
= lj ¢ lij 11 € Co-a) udp-Fqlly,
Y G

3) Cas parkculier des fonclions axvhinues

Soit £:1a,b0 5 R une opplication. On dit que Pagplication Fila,bL R est une primitive de £ lorsque:
£ est derivable s Ja, bl

(W)= £x) Yx€Ja,bl

De plus, 5i Fy estone primitive de fswdabl, olos £ admet uneinfinitede primrtives: ce sont les fonctions
fotc ob c€EM




Soit £€C°([a,bl). Rlors
Fo: h—:J "¢ est uhe prim’r\"\uede'?
o

x
En particulier, si € est primitive quelionque. ded ona Y £ Flx) - Flo)

o

On note sr.mem J(.'dx prmitivesde ¢ Y

Dot x€Ja,bL e+ hER 4q x+he-lo,b|: ]—o—c—E
x x+h

FCxab) -F00 -he6) o | 5 J"“" J‘ £ -nec| = Ic héee) |
{1
lhlJ lf‘(’.ﬂ -f0) dt
= | f £(ey-neeo | a
£} €€ ar € uniformement
x+h x4h
=|j 4‘(!:)-} #(x)l N oatinve.

X x X Xah

4

Comme £ ext continue sor l@ @mpact Ca,b), £ yest Uniformément continoe.
V€Y 0, V0 4q Yy v, l Wy lfa = |‘P(y.)-4‘(¢/,) <€
Sci€70. x>0 14q si |hice, alors VEELx,x+h) ona. lk-xI<a done | €(t) -F&) [<€
Donc, pour [hl4al ona |I¥h:};x-M(x)|$ lj?hl <IhIE
c.c-d. @ X
| Ix;:?f{’-“-h{-rx]' = o(h) quond h—0
-

(-

x+h |
[ | £CE)- £00) LWH
X

Ceto. prouve que Fest dénvable en, derivee ftx)

Attention: si £ niest que reglee, on paut definic Fix) - % Mais Fro aucone raison diétre déivable.

(pasvae primitive) exemple; -dlfc,b] ) x) =J':$(e) = io“ x<e
(x-c)sixdec

4

Cours3 /o9/25
Pour calwler [ £ auec conkinue, il SUfRH de anaire une primitive explicite de f: On o alors | £2 FTB)-Fla)
o

Sott M,ar La,b) —5(R ‘deux &ndmns c'
Ona J BV = L‘m)m)'] j G r6)dx / fg': £q3- J y
o .u(bvwb) -ala\v(a)

(W)’ = av’s U . .
Donc °( Y= ' w.
o Jo‘ av fav 7;44\/ “

IRE Sw\w £02)

b
et donc MVCb) —uv(o) = J A’ +fl,’wv
D verferdasssq...

(<8 a
A2
Cnlwlerj ;(SIO(X) = [xcosx'] f Gt = 0+J bs(x) = L's.nx]o =
ol ¥ o

lﬂnm;mﬂ _eoo|

plos que P(x)= et Q(B)-b . Rlocs J b&(x) =J Pc(wu)q"a)
[ o

Soit £: (2,67 R avec f' condinve et Y:Lot, BT — R une fondion C'4elle que YW(x)> O pourdout X€ [o, BJ.0n suppose de

Soit Fone primitive £ sor Ca,b] R
(Fo®)’Ct) = FL9CH) x m)p
Doac j P o) x 00 - I (Fo®)'(8) = Fo¥(PB)-FoY(x)
o ol b
S B ‘P(\f (3) Pee) = &b)-Fla) =[ ()
o o



A propos de “dx "ov “dt”
“€n physique "on note parfois P'(t) :l:_w ®
Pour simplifier on nafe x la_ fondtion ¢ dx(t) =x'(F) s dx= x/(HdE

la. formule de chongement de variable o devient I b#‘(x)dx =J g#(x(tl)x’&]dt
(3
t{ =< 1 1
PL- Fondtions intégrables o sens de Riemann

i) Somme de Darbooux

Soit £: Ca,b] — R vne fonction bornee
Sott G = (0,
Poor:, € fo,

,ay) ute subdivision de [a,bJ
N-1Y onnote my=inf $£0x), RETa,05ul Y
M;j = sup §£00), x€ Loy, 03 C ¥

O qppelle somme de Darbouk infeédeure (resp. superiere) pour Fassocice a & lo. quantite’
N=!

0. (f0) = 2 my (0:].“'0.])
J=0

cesp O+ (£,0) = Z Mj(ﬂ-ju""])

30

N- N-t
Soit @: x1—» ,2-5 m 'ﬂl'o.j o] () et WPix s ;,-Lo M; 'ﬂfaj,.a;mt("]
iz :

b
Ono W< F<W e+f°¢4?sj Y
e (-9
n-t

Soit £ 7 o5 1 Loy ojur voe {ckn eq escalier sor [a,b]. Soit 0= (ao,

;30

,ap) lo. sobdivision adrespondante

b
oh a 0.("‘,0‘)=ch = D+(4‘,a“)
e

Si T et plos fine que 6 alors D- #,0) € 0_(£,2) < 04(£,7) <04 (f, o)
Celo. signifie en particulier que lorsquion faffine we subdivision G-
0_(+,") angmenrte | +
O+ ({f,-) diminve El';fg‘ |

v

Pourtoute subdivision Zona. 0-(6,D < D,4( £,2)

Pour montrer les dewx autres inegalites, on raisonne pas retwrfence Surle nomire de points supplemen-taires
de Z parropport 6. G, et on peut ge conterter de considerer lecos 06 Z contient un point de plus que &, quien natec
o = Si o=(a0, =S ),31)E 0, 5 M- el que c€ Cayg, A30u L
. - N
! E | Bo | Ona D4(£2) = f;’%-(“&'f"oj)uj + (c-%o)dljo +(agsi©) 3jo%§f°j+:' o) Mj
| = =

06 o= SPF) < supflx) € Mg
- )C€fa§°;cc rad'o‘o‘,joflt
Jo°

D4(£,2)% Z-Cosuad My +(c-ayo) Mo + (ion )My, ¢

et Bjod s fm) <supftx) € Mjo
x € Ce,qjo¢'C %€ L0j0,05041L

M-)
Z_ Cogas -o3);
J3p+t

jo+l- O M
S 0el6,) (aj0+1- 039 Mg

Soit \.f l'ensemble des subdivisions de [ a,bJ . L'ensemble E D+(40),0€ 9 ’1 admet vne borne inferievre.
De méme, l'ensemble £0- (f 6),0€ J ﬁ odmet vne borne supereure .

Soﬂ' 0-) c e 9
D.(8#0)<0.(4,5vT)L DL (£,06VT) € O+ £,T) cor OVT est plusfae qQue T etT

Donc } 0.6,0),0€ %4 est non vide e majore; il admet une borne supérieurs ol elle que o < D,(£,2) pour +out 2.
Donc D-(£,0) = £ infD4L(£,T
g'-zp‘ ’ ) Z‘G&, +L¥) )



2) Fondicns intégrables aw sens de. Riemann

Soit £:La, b] — R unefonction bemee
Onditque £ est Riemaan inteqrable lorsque wpls)_(ﬂo')-_-
(3

iaf D, (£,0)
c€s

Les fonctions en escalier sent Riemann integrables
Les fenctions regleles sont Riemann intégrabless.

Oe plus, supt>_(¢,<r)=m40+(r,o)=j"r
o~ aehate onond

£ est Riemonn- infegrable ssi YE>Q ilexiste une sobdivision & dela,b]
td que D6, 0) -D.(f, 0)<E

Supposons £ Riemann integroble. SoL= Sup Do) = ink 04 (6.)
Soit £70. AG¢ erapiy: T -0 L Du(h o) -1$EHa
Soit Zg= GEVGE Tg est plushine que of erdg donc

0.(6 0e) < OF,2) < oy(£2) < O £,0% )

or D.(FH ) -0:(67)¢ D.(6 ) + D4 (£,2) +I-T
£ Dy () 0?) -T + 0(§ c'ad-'.\'.

04+ (F o) - 0. (f,5:) <€

reciproquement, suppasans que V€20, 3agq

Rlors, YE20, inf( D4(6,08) -D.(f,00)) <€
Donc lg{-‘ By*Q) -sup D.(£,6) =0
(<}

b
Soit fune fenclion Riemann integrable - 00 note | #(x)dx le nombre &e"ps O_(¢m) = inG{8 04 (¢, %)
Soit£:0a,bT 5 R vne fonction bornee o . @

Sait g~ une subdiuision de (a,b]
sXuai) voe fomille finie depoirds de Lo bJ4els que o $xj<ogy

r(v;‘_’/w

\/

Seit X:({o,x” =4
Onaote RIE a,x) = Z_ (050 =) R(%). Clest lo comme deRieomann poorf assodice & Get x.
J-

Onatoyours D (F,a)<R£,0.x) € Bs (£,0)

D-(#,60) —)be
0, (£,0m) _>f' ot

b
e donc R(#,0m, x) _’J £ aussi.
a

Soit Yn €MV une Subdivision Tn de pas Slon). Si 8(on)—— >0, alors peortoute foncian £ Riemann integrable, ona.:
n—> 100

X) Qg

IT. InsufRsances de lo R integrabilite’

Pas assez de fins R intégrabley  essentiellement, Q@ ne anarne que les fonctions bornees, qui sont continues par morceawx

Soit D:Lo,1 ] — R definie par DCx) =[ 1 si x€Q
O sinon
0.(0,0)= O carchaque infervalle de contient on iradionne!

0+(0,6)= |
Done D n'estpas R integrable

Probléme avec lo. convegence des suites de fAndions
« € cowege simplement vers lafonchion nolle sur [0, 1]

2
O
!
W". J*‘n‘*’d* - f Froax
1 Sy o 0
v ok




Cours 4
Chapitre 2 - Parties mesurables de Lebesgue sur R

Intro:

regorder des Schémas ,  mois l'idée est que poor llintegrale de Riemann, o decovpait vericalement alors que pove Lebesque, onvo. decouger
hofzontalement.

oo: les Age F( Ly, venl) peovent&tre irés comptiques . En to0s s, en generas ik nvest pas un intervalle.

Ensuite, onva. poovoir diee e estgroche de %— mes CAR) Y Yy

question suvivoste: % que signife mes (AK)?

T. Hewre extericure soc R

1) Recovuremends

Soit E€ AR) (pastie de R)

On dit quunefumille doovects § vy , ¢ o &F 0N reccvurement covert lorsque E< Le.lﬂ\f«
ol

On dit-quiun ensembie A est denombrable Iofsqu'il existe vne bijection enire A ef IN
Autrement dit : on pest-aumercter quec les entiers najurels |, tous ley Eléments def

IN est dénombxable, Z est dénomborale. (Z = -NUIN)
Q@ est denambroble, ré Q@ &&= P/q auec pAq=!

~ on peut identifier avec un covple (p,q) » p)a€EZ x ﬂ,\l
~

(R n'est pos dénombeoble denambrobles

Soit EE AUR) on peutfrouuer LN recouyrement denombrable de E par des infervalles cuvents:
EzLo,+ol ,V'K=-]0.-_'R-,0.+KC =EcU VY

KE m*
E=Ta,b), Vg=TJa-Yu,b+%k L ﬁ—lo,,IHC Uvk
KE IN¥

(ela déoule do foit que @ est dense dans R. T.e. pourtout XE€R, on peut trouver deux rodionnels o, 1y tels que [<x <
Soit =7(r, 6)EQx @ ,r<G et T, HINE #@7
Tout dlabord , 8 < Qx @ qujest denombroble donc est dénombrable

Soit x€E. Tl existe ¢, .E Q4q (< x<y. En particwlier In, g CNE=F , done (n.raeq
Autrement at, E< U I 6L cafd

()

Soit a,bER anec a<b
De oot recwurement § Uyl geq de £a,b], an pevt extraire un recounrement fai -
a
Joh, 0y, ———,*xn €A tels que La,bl _,UIY;‘.‘
J=

2) Mesuce exterieure

Soit E€ P(R) - L'ensemble Rg des recovurements dénombrables consttues d' intenvalles couerts pourE dtest pas vide . On peut defRair le nombre
L »¥(e) - anchzemch-a@ 1q(Jog, kL EREY

La. bome inf. existe car l'ensemble est non vide et minoce’ par O
siE,, E; € PCR) et B < E, olors AYCE) < A*(E,)

En effet siR, est un recovurement de B , alors R, est aussiun recoowement deb;.

L'ensemble dont on prend lo. bame inf pour E; contient Uensemble dont on prend la. bome inf poor B,. A¥(E) ¢ M (E) E <E,



Soita, bER et la,b) V'ondesintervalles [a.,b], La,bl ,3e,b),Ja,bl
Ona.: )\*(la.,bn =b-a

On mq A*(la,bl) € b-a

M(labl) =inf-f%[b«-¢zk] » (Tag,bkD €RE §

Sott £50, il existe un recovurement ( 'ja.i, b& E)“em q X"(Ia.,bl)gz_ (b‘f- £) +&
Clest le s en pasticulier poor (la.-€A, b+E/AD) Kew

Ono 2ZCE -o§) = bf-of =(b+¥D~(a-8) zb-0.+E

fiasi, p;ur +tootE>0, X"(Io.,bl){b-a.d-s dies A¥(la,bl) € b-o

o0 mq M (la,bl) > b-o
la,bl = Ca,b] . Soit(Jay, bjLY), une famille qui fecoowre Ca,b1. Pour Bonel ~Lebesque, je peut en exdrire yn reaourement Rai
de La,b)
Tlexiste 3,,j2, , jn€ W tels que Lo, b] < U'la,,,, biC

Quitter & renumeroter, on pest suppaser que I:s Ok sont m.(\ge.s posodee croissant, de méme que ley By -
o.jz b h""

°~j|o. by 532 ajn  by"
n

Z(bju-uju) =(gn-a3 +( Bjaq -0jn-) + + (bray)
K=t

= b}h*‘(b\n-roﬂn\ "'Cb_‘n 2 -O.Jn-\ + +CbJ|’QJ1) -0y, >, an—O:“ > b-o
Enfin, LbJ 0§ lbm-a,«> ba , diod A*(La,b7) > ba

Lot 8, =%V la, bl  La,51 WE>O
Donc X (Cat 8, b-€47) € N¥ (La,bl) € H(Ca,b3) <b-a
= por double inegatite, ono.bien XV (le,bl) =b-a

E=Co,N0%2% , X (e)=? E=lay AN*(e)=0

E < 3-8 weCU2-¢, 246 VYO Eneffd E CCa-€,a4€]
"'.lo. L UT e, 5C donc N*(F) S28 YE>0Q

(bi-q)) +(by-@y) =2 +1428 = Y€ done N(E)=0

donc N¥(E)< I+4E YESO ek N (E) S|
Enfin L0, <€ donc )J‘(r:o RPN
dlog X¥(E)=I
5027, E=013)

A¥(@\=0 bien que @ soit dense ds (R. E'\d-'fd Q e denombrotle : Q=§r,n, o, —3 Aol A*(EN)=2 ef N'(Ey)=2
SO0, WnENY, mE€lm—E— e+ [ In mais A*(&UE)= X¥(Co,31) =3
Lo famille EIn"] pest unrecmurg'nerrf denomhro.blo. de @ pordes infervalles cuuerts)

bonc X(@) € T (e ) Am-E) < T_ =22

2"'“ nciy 2

Finalement, (2-50), ¥(@)-0

s( E est denombroble , A*(E) =0
M2 ({UE) € N (&) + AY(E)



Cours S 3s0/09/2s
Mesure de Lebesque sorfR

N
M 4 b
é#—:z—l L{: ~ lY&"‘“ 4
| |
1

Ly EERR)= »(e) - in-(‘fZij-a.j) od E:J'.lo‘j, iy C revure £
JEmnv

€N
@ b 7\"(|n,b|)= b-a set
=Q

3) Propriéés

Uapplication A¥ :P(R) —» [0, +00] vérifie les U proprietes suivartes :
NE,FEPR), E<F=> N(EYSN(F)
Vo ER ,YEEPCR)  A*(E +x0) = W(E)
(lo. mesure exterieure est invariante. por transiation)
EE rxg={ YER +4q Ix EE awec y=x+xo}

2(la,bl)=b-a
Si (Ek) e ny est une Ramille dénombroble des parkies de (R, X'(KUEQ < %%‘(Ex) [A*est sous- acditive)

&= Co2] §=01,3] EuE&:=ro3d 3<u
Pas d’éadh&engehéaj.

Soitg >0 D existe un recovurement adnombrable (Li, ) o, dlinervalies cuvert de el que
M(EQ) Y T N (Tx;)- £ s
JeEnN 2%

Ona Exkc= U Ik,
JEWN

Donc pour €= Ugk ,ono Ecugw(ngIK’))

On pevtetrice E< U Iy,

CK)))EN 2N
dénombrable
Donc par defindion,

)‘(E)\?KZ)Z\*(I“,:‘)_, %ZJ. )(“C[K:D o0 IK,-J='JO.K,J, bK)E
1))€ IVx (v s
CZOEN+E)

<M L
” ((H) +£%N T
{7 W) +2¢ a en
Gondusion: YE>0, M(UEC)S T W(EK) +2 ——A
0'o0 A*(UEK) {{?\"(Eﬂ : o T e 1q a€Ja,o4EC
G

St E= [a., +ol; sna La,nI E povrtoutn
Donc A¥CE)% A*(Ca,nd)=0-a.- pourtoutn, donc A¥(E) = +a0

L - Pasties mesvrable de R
) DeRnition) additivie

On dit quiune postie E de R est mesurnble (Lebesque mesurable) orsque
VAEPCR), H*(A) = A¥CANE) + A*(ANES)
( cathatodory)




On it deja que A= (ANE)U (ANE®) ( é §
)

Donc A*CR) < A¥(ANL) + ¥(ANES

Si M(A)=+00
NHCA) 2 ATCANE) + A¥CANES) est oujoursuroi
4

Soit CEk)K une famille dehombroble de parties mesucables defR, siles £k Sont 4ous 24 2 disjoints (B, \Ek, =¢ poue K| # K2).
&« _ *
Rlors (yek)-@ (€

On peut rouver une famille (Eic) denombrabie de parties de € telle que A*(VEC)< Zl;—?t"(l:'k)

L hypothése de mesura. bilite est essentielle.
C mais cest dur)

Sott (Ek) une famille denembra.ble de. parties mesuables de R e+A €PCRY),
On veut mq A¥(aney) = KZTA*C ANEK) wn€N
K=1 =

Paur recurence :
n=l  A*(ANE) =Xt (ANE) esturad
Supposons que. (1) est uaie pourun hE IV.

n4l a (]
Ono.: ')\#(kUI HnGK) 2 X((gnne“) n Em,) * )d‘(( KC—J ANEL) N Enﬁ,) cr Eny | mesyrable

+ &1
or uﬂn&'«\n Enat= 0 (AN E¢NEny) = AMEny)
K=\ K

nel n
'Echnnc“)nE.&l = G ane NEnu )= KU ANEx
- = =l

Donc (2),dcuien+ .
A% ( Kc"ilnna( )= X (AtEnw) + X (U A0EQ)

‘ n
fivec I'HR, gntrovve A*(K(?*ﬂnEk): a\:(HﬂE'm,) + é?\{( AnE,)

) = ZA¥(ANEy)
K=t
n n n
En pasticulier, pour B = R, %"(K(jlfRnEk) z 7\"’(UEK) 2 KZX'UPHG«) = KL?\"(EK)
= K= =1 sl

on fait n_y+00
lim A*(O Ek) ?
n—y+00 K=\

Comme. %A"(ﬁﬂ: A*(K(:)' EK) £ A*(gEK)

I
Lo. suite des(a*‘(KG Ek)) est croissante et majorek. Doacelle o. Une limite dans [0,+a0)
=1 N
Rins,, lim z"'_A*csk\ <A*(UEL)
N—s 4047 Ky

2)Lo. +ribu de Lzbesgue
L Arbu = c:o.lgébrej

On note Y- 'ensemble des parties lebesque MEUMbles sur R,

Y < PCR) :ilya des partiesde R aui ne st pas Lebesque mesurable .
Ce n'estpas pore qu'ona. mal 4ravaille’ Lo rison fondamentale, clest que I'an o besoin de. axiome du choix.




¥ g &t vnetibo, c.8.-d. qurelle veite les 3 propricic’s:
REY
siE Gym N alosE€ g
st (Bi) ke, Sstune Ramille denombrable de 9q, alors KKG)IEKG 9@

De maniére generale , SiX est unensemble ,une Fribu sur Xest un so0s ensem ble de P(Y) qui qui verfie (<), (ax), et Cixn)

PEIR + P =R R\R donc P EYR dapres i) etir)
Si(E)EL g ol NEGE L : (UE ) estdans I
Donc (UEKS)® E¥R - Or (VES)% N(EC)S= NEk

On doit mq A- ﬁlve’dﬁ‘e Cn.(n.-l-hgodofy:
Soit AEP(R)
N¥CR) = AT(AOE ) + A*(ANES)

u

N CANR) /\'"(ﬁnn{C)
] u
¥ ~ MB)=0

Donc I'ego.ﬁ-l-e’ est vraie.

Soit € EXR. On veut mq E€ vérRe Qarathéadory: Soit AREPCR)
A¥(R)= X*¥(ANE)s A*(ANCES)S)?
or X* (ANE) =X (ANCES)S) = N (ROES)4 XE(ANE) = N (R) car E€ LR

Cas de 2ensembies: Soient Ei,E, ELR , o REPR)
B-4-ons M (R) = A*(AN(EUR)) + A*(AN(EL £)°)?

T

On pevt eerice T= A*((ANE) U(ANE)) + X* (AN G<ng*)

or (ANE)) v@NE) =(ANE) NG U (aNE)INE, U(ANE)
[ —

E°UE=R
(aneIN M = (Ane,)nE; U CANEINES

-@n6) ng° LU(ANG)
ponc T < AY(ANGNES) + A*CANE) +A¥ (ANGCNED)
CA¥CANGS) + X' (ADE,) < X (A) aar (E) €FR
Finalement, X(A) 3 A (AN(GUE)) + A*(ANCEUE)C)
Donc 6 U6, est mesurable  cette indjalite’ SUF.

(,'- A*(ang nE'zC) 4 )\*( H()&‘,‘ﬂEf)
= W(a06I NE) + 2% (R1G<) NEF) = A(ANE,<) cor & estmewrasle

Cas d'une rdunion finie de parties Meurables par redtence
Gas dlune rcunion denombrable: soit (Ek)ye y Ve @mille de parties Mesurables.
E: UEk et = O& pourocrtn.
Kew <=0
On veut mg E est mesurable - On sat-que les Fn sont mesucables.
Lo suite CRy) est aoissante : fy C Fpy powrfoutn
UR-=€E



Soit AEPCR).  Ona N(B) =X (ANEL )+ AF(ANELS) car Fn mes ua.ble
2 M(anF,) + X (ANE) car REDES

| Gomme CANGY).” (ANE), ona. A¥(ANF) ——s A*(ANE)
Donc en passant o lo.limre dans (3), on obtient:  A*(RA) I A+(ANE ) + X (ANEC)

Cequi prouve que € véifie Quratheadony.

3) Exemples de parties mesucables
I estires difRcile dlexhiber des parties de fR non - mesurobies.

Sont mesucables:
Tous les indervallesde R Cy @mepn's les demi - droifes )
Toos les quuerts de (R . Tous les fermes ouss
Si M est mesuble de mesure exterieure nulle , alors +oute partie de M est ég alement mesuble de mesure ext. nulle
(cwracinstique de . ribu de_ Lebes gue)

Cours 6 01/16/25

A¥:A(R) Lo +aol
A* (e, bE) =b-a
A"(E+xg0)= A*(E)
A(¢)=0
EcF = A*(E) <XCF)
A*( UEK )€ Z A*(Ex) sousadditivite”
KEn 7 kemv

EC P(R) est mesvrable lorsque YRER(R), AYCB) = A¥(ANE) + DN CANES)
On oote ¥(R) vensemble de 'ensemble des parties mesucables.

P (R)est une +ribu
Si (€) sont mesurables et 2. 2 digjoints  A(UE) =L W(Ex)

Soit (tk)ke v une famille aoissante pasties de R.
Ona [oj+0]3 klimw?}"'(&) = 7\“(950
-
(E)y est dite croissanie lorsque Ex < Ekqy Pour tout KEN

—>Comme Afestovissare , (N( EK\) I« est €galement croissante .
Donc ov blen (A€ )k o une limite LER , 00 bien A¥(EK)—s +00
— SettE= UEK
KEM
PuisqueEx=E pour tout K, X¥(EQ S AY(E)
Danc lim N(E k) < X(E)

K —>+00
ll

— Soit L= Ilm Z"(EK\
Si L=+, |lnyo.rleo a de morriver.

On se antendre urle s oo L< +00

Soit £>0. Tl existe une famille drintervalles ovverts bomes (T))je pu tels que L A*‘(IJ) 2 Xe)
Tin€

O. Comger

Poor dhagoe §, onnote = K €N, TjNEw# &

Lo. famille EIK}«(—:A est un recouurement de €k par une famille dindervalles coverts boroe's,
Donc X(Ej) <£ ?\"‘(IK) < Z A*(T;) € MH(E)+€ pour out ]

Oonc en faisan? j— +oo, Ii’m‘;“(E_]) SA*(E)+E




3) Exemples de parties mesucables :
Tout intervalle ovvert de (R est mesucable

- On commence por le s oo I =TJe, +oof avece€R £~ s veai parsoos additivite
Mq I Vérifie lo. propietede Gratheodery : YAE PCRY, X*(A) > A*(ANT) +2A¥(ANTC)
T suffitde considerer leaas 60 A*(A)<+oo
Soit £20. T eviste v reauurement ( Jay, bjL) j denombroble par des cuverts de Adq %Nx"fjo.j, bjL) SA(R)+E
Dooc Z bj-q; SA¥(R)+¢
jEm

Or MANT) < A¥( UANTay,b50)
JEM
< Z A% (107305, 55L)
JEN
ACASNT) < A(UINTay,b5¢) € LW (1nTay, 6L
jEN JEN
Donc A*(ANT) + A*(ANT) < _%mcznjq,bjc) + A (N0, bC )
J

I=Te,+al: sieXb) 10lay, -4
sie<a; , TN Joz,b5C =T oy,b5L
si aj<e< by INday, L = Je, b0
De méme : I°NJay, L = sie<ay
=laj,el siaj<e<h
=Jaj, b Lsied b
Donc 1) devient AT(ANT) +A* (ANTC) 46%; A*(TJaj ;L) {re%' N(IN gy, b)
e<h; e39j
¢ L X(lag,bI0T)» X*(Ja, 019 "c%, N(Jay,bC)

aj¢eshj
7 AT b

4 %NW“(JC, bjE)"'Af(]QJ,eE) +T L
&’.j(ch;,

$ Z_(b-e)+leay) +Zb-aj+ L bj-q;
em o <13>eb" I Tpye Y
Qjge ¢b;

< Zby-a) $2R)+E

Finalement, pouctout £ 0, M(ANT) + A*(ANTS) < X¥(A) + €
En fuisant £ 50 , on obtiedt bien Ca.rathreodory

ceux -ci peuvent-s’aince G. partic dle demi droites suvertes en effectuant les operations de passage aw complementaire, réunion
et infersechion dénombroble

Ja, bj:jo.,q-oofnj-m,bj
=Ja,+al N(J b,+aoL'°)
fa)bj:fa, +0d nj-oo,bj
:(n]a._;( ,+ooE) NJIb,+00[€
J-0,+00 = U J-n, +ooL
neEW



Les ouyects et les fermes de (R sont mesurables

Lesfermes sont les compiementa.ices des ouverts. Tl suffit de prouverque les cuverts sont mesucables.
Or tout suvert de R peut S'kerire. comme reéunion de'nombrable dtintervall es ouverts (admis)

Soit N€ PCIR) felle que 2H¥(N)=0
Alors ‘oute partie ES N est mesucable, avec A*(€)=0

- Oabord, $iECN, XM (EYSAYCN) . Danc A¥(E)=0
Soi- AEPCR). A¥(AnE) < A*(ANN) € M(v) =0
Donc A*(ANES) ¢ A*(R)
finsi: A*CA) 2 2*(ANEC) +O

> A¥(ROES) + A% (ANE)
Ponc Eest bien mesucable

4) Un exemple d'ensemble Non mesurable
(¥) OO va définic et eludier Yensemble de \Iital:
sur 0,13 C R, pdefinis uge elakion binaire R parxRy s x-y€Q.
Cefte reladion est reflexive xRX poorioutx.
Elle est symétrique : ¥Ry &> yRx
Elle est tronstive [ xRy — xRz.
[\/ Rz
C'est une relotion d'équivalence . On note [x) lo.dasse drequivalence de x€ L0, 1] pow R.
0] :E y €00,0,x-y€@Y =7 x+q€[0,1, q€e@)

flo passage, pour +out x€L0, 1, [x] est dénembrabie
L'ensemble Eo;% des dasses diéquivalence est donc infini non dénombrable
L'axiome du choix permet de définic 1'ensemb le V(de vitali) comme onstitue” d'exactement un élément de choque dasse d'equivalence
( Ritendion: il nexisie pos dralgoithme qui permette de falce o:d\oix\
Pour moner que /' ne peux pas Etre mesuroble,Onvo. utiliser invarianee partransiation de A*
Ob peut ecrie QNCN, 0 =F g, )Y puisque @ est dénom brabie.
Je note Yp=U+rg POV 0!
M*Cvn) = V)
si n# m, Un V= i.e. les Uy Sont2d 2 disjoints
Eo;GCnL(__-)‘;‘/’n puisque V< o, 13 et €[, 1]

Supposens que \ soit mesucobie. Les Un aussi. Puisquils sont 2. 2 disjoiats, A¥( é) mY") = 2 N(Va)
neEmY

FLLY)

or A¥(Lo, 1) < A¥( »Ulv.n < A¥([-,23)
|{ n "
3

2 ;" Cvn)

Supposms que (V) '-l%l Alors A*(Vn) =O- Rlors T A%(Va) =0, c'est absurde (.cause. de lo. 1™ inc'ga.(i-\'e' )

Done A¥ (V)0 et Z.{?\*(Vn\=+oo,cbs-l €galement obsude.
new

Done (2) estfausse et \ ne peut pas e mesuroble.

On appelle  mesurede Lebesque suc R Vopplication \: P(R) — [0, +oo[ aeéhinie par
As )“| : AE) = X (E)
£(R) pourE € YCR)




Cours? w/10/25

Soit (Ef) jen one famille  dénombrable de pasties de R, mesorakies
Si B B+ prtout) olors hm )\(EJ} x(UE,) [ +hm de croissance monotone ]

=A
€)

On appelle mesure de Lebesque Pappliantion ¥CR) _5LCo, +o0) definie par A€)= N'(E)

5) Autres Hibus, autres mesures

Soit X unensemble-
0N sous ensemble C de p(x) est une ribw lorsque
Xec
siECC, alors EC=X\E€ C
i (g).€eC™ €C
% (§);€C™ alors jLe)"\‘eJ

YCR) est one Hribo sue R
C ={ @, X}est une Fribu sor X

P(x) est une tribu Sur X
SoitAEP(X), C= f¢, R, AS XY est une b, Clest lo. plos pedite HriboQi contient A.

L'icdersection d'une fomille detribus est une by

? evamen (2-ibus)
Soit (T)iez une fmille de 4ribus deEsur T (Test unensemble quelmngue )

On pose T= FACEj AE T, ViETY (Test bien Vintersection destribus T, <€T)

On montre que Testbien une +ribu:

» PEToar JE€ W VLET

- Test stoble par complementaire aur,si AC T, ona AE T; Vi€ T, donc AET; Yi€L
(cor T; est stable par passage av complementaire) , donc ACET.

—> Test stable par union dénombrable, car si (An)pe n ST ona AnE T; YLET etYnE V.
Donc ((_:)Nﬂné"& Vi€ I et Yn€IN (car Teststable par union denombrable), doncné{hfline"l'-
nel

Soit ECP(H) une fomille de parties de X. T existe une tribu C felle que S C’est une by contenant € alors C<C’
Lo. tribu C donnée par cette proposition  s'appelle Hribu engendree par €.

L'ensemble desribus qui contiennent @ n'est pas vide: il confient P(x) par exemgle.
SeitC= N¢’

C'contient C

C est une +ribv qui eovieat.

SoitX=Ret & la amille detous \es cuverts de X. On agpelle tribu de Borel lo-ritu engendrée par 2.
On k. note BCIR) Ses éiéments Sont appele's boréliens de (R.

B(R)EZ H(R)

( pas compléte) ompléte)
En particuller, il existe des sous -ensembles T~ dlune partie Lebesgue mesurable N de mesurenulle qui nesont pas des

Boreliens (cf. TO4- ensemblede Cantor)




$oi+/w. C —> [ 0,+00) une opplicotion

On dit que / est une mesure ( positive) lorsque :
(@)=0
Peuc toute fomille denombrable (Ej) jeq Veélements de C 242 disjoints, on a: m ( Usj) = 2:_ /u(sJ) €[0,40J
(/ma+ o-additive) ew e

A ¥ (R) — C 0, +0] est une mesore
Y, P(R) —> [0, +a0) n'est pas vnemesure; A¥est sevlement sous additive
Dn: YCR) —=C0,+00) déhnie par Sn(E§=f ( sia.€E estune mesure de Dirac ena..
0 sinoN
X= . X:P(V) — [0,%0) dehnie par X(E) =card E  estune mesure sor PC(N); appelee mesure de comptage.

Soit X unensemble,etC onetriby suc X. On dit (X,C) ext vn espace Mesuroble (NPC avee partie mesurable)
si de plus/,« :C—3Ca,+o0) estone mesure, ondit que le+riplc+()(,c,/u) est un espace mere’.

[ Fonctions de R dans R mesorables.

1) Definitions, evemples

Soit E€ P(R) ef £: E—> R vne applition. Onditque € est mesucable lorsque YAER, € "('J o ,m[)
est Lebesgue meswable.

Pour que £ E—5R soit mesoroble, E = Uf—'(j-u,foot) doit &tre mesurable .
€N

De mani¢re genérale, 3i (X,Cyp) et ('Y, Cy) sont des espaces mesurabies, et f: X—> Y uneapplication.
Onditque fest mesurable lorsque YBE Cy, ' ( B8) € G- Frbota psgosse osste o Seor
& plos o lasavee
{ idi, on considere leas o6 Xz R, Cx=&(R)etY=R ,Cy =BC(R) e

Une application £:E —5 R est mesurable Ssi
ou bienf*! (Ca, +0oL) est mesurable pour oot x €EMR
o0 biep €-'(3-00,aC) estmesucable pour tout ol€ R
Ou bien £~{(3-00, ME} est mesvcable  pour tout A€ R

focile
si f:E—> (R est mesurable, et3a, BLR, alors £-Y(7] a,p’[\ est mesucable.
En effet, Ve, BL =3¢, 400l N J-00, BL
Done (I, BC) = (3o, L NTet, 4ol ) = #(3-e, BE) 4} o '.\a,-roo[)

mesurable mesucoble

Soit ECR. Lo. fonction M : R —» R est mesucable ssi € est Lebesgue mesuroble

g=1¢ (813) - 130, +ooC) est mesocable si Yle lest.
Reciproquement, si € est Lebesgue. mesucakie. Soit o€ R.
‘ﬂE (]o(,-eoof_)-: ? R s <o
Esi 0<a<)
@ siol

donc est mesucoble.




2) Operadiors suc les fonctions mesurables

Soit EEYCR) . Soi f,9:€ — R deux fonctions mesucables eth: 1a,bC —s Rune fachon contine,
Alors: b est mesucabie

Si f(x) € Ja, bL peur tout XEE, alors hof estbien definie et mesurakle

+‘+<3 est mesurable

€q est mesorable

h(I, +o0 E) est himage réciproque d'un cuvert par une opplicahion continve, donc clest unoovect -
Donc h'(Jx, +oo E)€'BC(R) < d(R).

Soit < €MR, (ho'F)-'(]dﬁooE) 'F-'(h-'(]el +aat))
E —a]a., oC P, R
( E ' T, b Tot, 00l
or h'(Ja,+L) est un cvvert, doac oppariient &- BCR).
Puisque F:(R, $CRY)—>(R, BCfR7\ est mesorable , f"(h"(:lat,wﬂf-)\ est Lebesque mesucobie.
Atention: h mesurable ne Suffitpas (on%i’r qucf"(z\&% mmexrabe, mais pos YCR) )

({09)-.(]d'+m r) =,%} L00>rn Zgex)> a-r)

=UJe (’.Ir, +ol) N 3"(]« c +ooE) est mesuwable.
reﬂ
9 =4 [Feg)*- £2-2 1.
Soit h: X —x2 est condinue. Done ho(ﬁ-g) = (.(‘.,.g\ﬁ est mesocable parAx)) deméme que hof=f2 et hog:gl.
Oobc fg seerit comme Somme de fonctions mesurables,
% Dapees Au.) elle est mesucable.

L g
me &Jro.ble mesucakle

SoiH-‘,s : E—> R deux fonchions mesurables.

Sont mesurables: | (1f)
£1= L (F41€1), '-_(lf‘l f) (od: £+ estlapartie postive de )
ma.x({‘,g) , min (£, 9)

Soitfn: € —5 R une wite de fonctions meswobles.
Les fonctions suivartes, de € dans C- 09, + 0] Sont mesucables
supfn , inffa UWmsupfn , \\mmf €
n n 0N —> +00

Jenote A=XEE]; ..mmmx) = lim sup £(x) Y
n—> “+o0

Alors, f:A —» [-, +0] définie. par f(x) =lim flx) est mesuwcable.

a”

Al est exactement 1o partic de Eod (fn) converge simplement. Geque. dit i), Clest que |0, oo elle existe 1o
limite Simple est mesucable.



Chapitre 3 : Itégrale de Lebesgue sur R

T - Integrale des fonchions eogees positives

1) Foactions tagees

Soit £:R —5 (R une opplication.

On dit que fest étagee lorsque
£ prend un nombre i de valeurs G, G,
Vi€F1, —nY , A= £'(§cjy) est mesucable

,cn €ERY( Lo, +ao])

Soit £ une fonction etagee.
On appelle ivtegrale de Lebersque de € [0 quantite’:

I(F) = [ £dh = PO dA) = T c.7\(€-w(§c?,)) = 2 cx\=c)
R fm CGFC(R\ c€€c(R\

onc(‘ond:on positive € geerit
£0) = ;cj a;(x)
i les ¢ “Sont distindls, cefte ekriture porte le nom deériture aunanique de £€ £(ac)

Y= C) P:j) , o=ci oblige X mesuroble
=l

Soit £: ¥ _y [R* une application mesurable, il existe une soite (W) nemn % &) quiest croissante
et qui converge simplement vers f. Y(fonctions tagees l-:a:i-h‘w.s)

[ prevve: paly ]

2 - Inteqrole de Lebesque. de fonchions étacees pasihves

Soit £ X — R* une Ronction etogee positive. On appelle iftegrale de Lebesque de £ 1o quastite”

oo

£GAANX) = ZCA« "(fcﬂ) € EO, +o ]
X [31¢€3)

avec lo mavention OX A(A) = YA mesuroble Y 0MpAs SiAR) = +a0

Pour la. fonction noulle Sor X =R ona | a0 dMx) =Ox A(R) =0

Cette conuertion permet Qussi ' off ol que pour £€ EX(R), [Fd)«:m ssi IO 049 )\(F"(?ci\) =+00
Poretemple, danste ar i = da:R SR avec A € Y(RY, ona.:

[ [ IRCIIGe) = ACR)

Doilleurs, gi £: X— (R estune fonction €tage pasitive, e+ A< Xune partie Leberque - mesorble, on Note :
[#dA:f@ﬂndA
fA X
Eo particlier, ¥ Ca, 63 I dA= N(la,b])=b-o
Co,67



Si N C R est une partie mesurable de. mesure nolle
¥V fEPRY(R) ( pourtoute Ronction togee positive £:R 5 £Q,+0] ON @
Fdr=[f A drs Z_ cAlf'(Fcynw)=0
[N Irk N iR (F'ciesow)

o Y€ FCRD, loportie f-(3c4) NNV est mesucable de mesore aulle.

Soient fetg deux fonctions de @ Hx).
Vo, BERY, lafnction #ffg€ @*et ona:
[(anﬁg}dx = deMP/ed%
X X X
si de plusP€g Qlors}#d)\s[ g
X X

Soietf etg devxfonctions de 2*(X) .Pour aet b dans Ry, poswons Ag=f €=a) e+ By = Pg=bYy
Comme lensemble des Ry e celui des By, constiuert-des parfitions deY, on a:

=2 AfaD A(By) = Z_A(AgNB
ARQ) fesa Ao NBy) o M(By ot b)

e on peut donc ecrire:
fan=L_ ar(RNBE) e /gdx =2 6M(AaNBL)
(a,b) €0 x g(X) (a,b)ERN) xg(W
00 femarque aussique Vo, BEMR,

[ (a6 Blare 2 eNEufaby=ci)
C E(xf+B9Y00)

= 2 cA(Ff=actg=b}

(Q, ) €£Cx) xg(x)
C=ola.t Bp

= Z__ (oot Bb) X Ao OBb)

(a,5) EROxEN)
et onendeduit dey eqalite's precedentes que J (f+og)dA = [{-‘dx + o [3 d)\

s £<9, alors 9= £+ (g-F) avec f, (g-F) € 3¢9}
Done [gdhs [f-‘d)w](g-}fgd)\

Donc fx qd>«>, I;{-‘dk

n
SifE€ & 4qf- 2 _q Tgj od les §j sont des parties Lebesque Mmesurables de R, posfucement disjoinrtes
¢ e Qj€ [0, 438 T pos Rrcdment distincts,
alors J £dx = Z_aj N\E)
rR J=!

n n
(porlineante’ postive: J\rp{jd)\ :%_Qj[@‘ﬂgjdk = %Qj ACE]))



1L Fondions mesurables positives

i) Deinitian et premicres propriete’s

Soit £: X—s L0, +00) une fonction mesurable positive.

On oppelle integrole de Lebesque def sur X lo. quastite :

[cax: sop f Pdr, 0B (X)), \Psrj € L Oy +o0)
X X

Si £€ (X)), cette définihon est coherente quec lo.preéedente
(grdce 4. lo qoissance de Pintegrole sur £+(R) 7

Soient £,q mesucobles positives ,if<q , alors [ fdX <[ gdr
g 3 X xg

Soit € £¥(X) 4q P<#. Rlors Y<q et par croissance de llintegrale o ¥(X), ona:
( x\Pd X < / gdX
X

aone [ £ = sup { [ tan, we 200, 9¢6 | ¢ [

Si £ est une application mesuble positive et oS0, ona
N3 x€X, £ Y) ~<fo fd)
X

Sotth=or Txex,conday ¢ NE &' ethge
covc
[yhar < [ fax
]

A (§ x€ X, €62 oh) <[ Far

Sott £: X —s [0, +09) une Ronction mesurable positive.
HlonIxfdA=O e £:0 presquepartort surX

De plus,si I;(‘dXGao alors fest finie presque partout suc X

Ondit que A(x) est vraie PP quand
N3 x€ R; PCx) estfaux ) = O

Sopposons qoe I#dx =0. Vn €MNY, par MarKov:
X

A($xey, £0)3YnY) Sﬂ[xx“dX= O c.¢.d. Np=F(Tn +0oL) est de mesure nolle,
+ 0
Donc Nrnp' Nijm= § x€X, £0c)>0Y estde mesurenolle, c.a.d €= 0 pPucX.



Si£=0 p.p surX, lo. partie mewrable N=¢x€X,4x)> 0y =£-/(10, +oot)nes( de mesure nolle,
Soit alors Y une RAnction ctagee posttive inferievns o°F, qUlon erit - Z__chﬂaj oo lesRj € LX) Rrment une
parfition de Xet q€l_'o,+a°]Vj. 9=

On o. olors: “ n
j\PdA:} Wrs L GARINN) K Z-ex(N)=0
X N =

En peenant lo borne Sup sur lensemble des fnctions etagees positives inferieures a €, on ob+ien+f)}“d>\ =0
Suppotons maintenast que j fdr<+00 YnEMNY Par May Kov:
X

)\(f.’IGX, ﬂ'x):-foozj) SA(FXEX,ECX)2nk) S‘T[xm“d)\é@w (n—s +o danne (enc'suh‘od-)

2) letheordme de cnvergence monotone (Beppo-Le\:i)

Soit Xue partie mesurable de R

Soit (£n) ne g une it croissante dPapplications mesumables positives.
Alors:

fn conwerge Smplement vers £:¥ ___, Co, +oo ] mesurable
lion fﬁ,dA: [fax:f lim €ad
X

Autrement dit, dans cecos, on peot echanger limite et integrale.

*5)

Sait £: X —3 [0,+ 0] la limite de lo. SuHe (£r). Puisque(£n) est croissante, sno. Vn i <o <F
Lo sut d)\) est croissante majoree par| fdX. Oonc L = lim d)\ existedans [0, +a] et véife L £ [ £dA.
] v e ejoree por[ fanOone L=fim _ &k e eL<|;

On morvire mairtenant que| f<L. Soit P= 2__‘.‘ G 'dgj vne fanchion ctogee positive infeneure o f.
On fixe A €J O eton pos)c( dnEN . Et\:[‘j';lGon(?(x) £falx)y
Les E, formeat une Svite qoissante de porties mesurables , et von o X= U Ep,.
(Eneffet, Ux€X, \W(x) <OG) donc o W) < o) <R)) T nen
Soit € < £0x) ~® GO0, INEEEN  +q: En=( -49)"(CO, voxC)
N3N SHMG) D) -€ aP(x) = x€RAn K
OrVnewy, \I"ﬂEn = %‘_‘cjﬂgj y IR C’r[‘?ﬂa\dx = 3=L|0~j)\ (Aann\

Oe plus, pour chaque }) \o-Suite (A;NEn) o est croissante et tend vers A;.
Lo continuite” d ganche de lo. Mmesore de Lebesque donne alors Mﬂanj) —> X&)
N—> 0

et donc [tP't(e,,dJ\ _,jzilqj'?\CA)) :[‘Pd)&
e poisque W< s En: o([we,, <[ fleydn < [Saen

et O [
ced esturai pour toute Rdnction YWE ‘8*({) infeiere €, ono donc[-FdXSL.
X



Gmme (fn) est croissonte, poor X €YX, (Fn(‘xﬂ et une suite eroissante dans [o,+e]
Donct Soit elle est mojoree, done eflecuvers {£(ax)
Qott elle tend vers tom, et onnote €0x)= 1 oo lalimite

Pour tout D, £ £ forr £F

donc [ £ndn §IFQ*‘GX < [ £dX
J X X X

dohc ( [Pndx\“eﬁonc sude cfoistante majore'e par f £d\

X b’

Notons iz \‘:'mLc“dk. Ona L é[“dh

b3

. Sot Q€ e(x) 1q \P§€

Oh pevt ecrire W(x) = Z.Cj'ﬂl-\j
j:l

St o€ 10,1 C et poor n €M, En= TxEX; aPex) € fnlY
x LetEn oot mesvrmables: & = ((-‘n-ol‘PY‘(L'o,a. wr_\
# Soit € = €0x) - W=D >0
AN = NCEN 4 YD, N, £1C0OD €GDN-E d®(x) e falx) D, Ax)-£
Done Yo, N, ono x€En.
ono X=UEn, et Eg < Em povriout n
nEM <

Pour chaquen, R = L iy de,

:\:I

K
= Z_ ¢ faneq
Jz

1<
C*J‘Pﬂen('x.) dx@ = 2 ¢y A(ADER)
X J='

or ACR)NERY — A(A;) cor APPER—R)
n—>%00 N —3+R

w
donc im [Qdg an= ke T _c;CaCayneny)

N\ D4Ry =1

w
= L Cj%(“,h :[ Qax
J=! ¥

Eovfin, o9 Agalx) LEnCX)
Donc 0([‘9(1:) dA= im otJ ‘Qﬂsnd)\

N —>40

£ Km I f D ancx) <L
n—>t0

En faisont ol — 4, anobtient | Yar &L
puis en pretact le supsor X toutes leséct Yo B 4q ¢ £

ona j‘(‘c\A: sop Pax <L
~ 0] <



L'application T qui @ une fonckion mesurable posiive sur X associe son integrale : 16) =j fd\
est posihuement lineasire: X
Y, B € R*, Vf.g fondtions Mesurbles positives f(p({-‘+(39§d)\ = ,,({Fd,\ ¢ P/qd)\

X X X

it (W) e+ (W) devy Suites dans E4(Y) 1q W ——F et Yh—g en croissant

I (oL ¥n *'B%n\ =olT () + BI(g,Q —>urai carfbactions etagées
T(¥9) —> I(¥) TcH

Z( W) —s T(9) TCM
Do T(olWn+[¥n) —> ¥I(F)+ R I(q)

z.
I(oftBg) ~TCM
j&g' Integroles delebesques des fonctions mesurables

Soit 1 X—s R une Rnction mesurable. On peuteerire £ =f* - £~ auec F=moxF, 0) , £ = max(F,0) et €] =F4f

Soit £: ¥ 3R mesvmble.

Ondit que fest integrable au sens delebesgue sur X lorsque:
f (€lan <+00.
X

[ £ est mesurable positive donc %on integrale o un sens dans£O,+ o)
On aote P'(X) lensemble des fonchions Lebesque- inteqrab les.
On a. egalement [F*élf‘l donc [er*dh \<fxl€|
£ <iel [f'd)\ <J €1
X X
En particulier, si fEL(), alors ftet £-€ PUX)

SoitF € L(X).0n appelle integrale de Lebesque def le nombre :
I fdA= I‘F*d)\-/f'd)\ ( bien defini car on upposte £t et £- integrables)
X X X

Lappticotion L: (X)) — R qui a> € associe T6)=[ fd) est lineaire positive
[ T(«f+Bg) = I(F)+R1(q) X

et £ 93 T(¢) £ 1Q)
en particulier, ol ffan|< [ietan

Tneg Triangulaie > - Il <FSIF
donc f~|9|dx sffdx S[lf-‘ldx

e l[@aﬂg[lmdx\

®!(X) estun sev dans l'espoce des fonctions mesurables dansX pourlo. somme des fonchions e
lo. scomme desfondions parun scalaire.




0 € Y00 cm[om:o 400
X
sif € PO et kER, [ lef I =[ ol €[ dA :lalflmx too
X X 3

Soft £, g€ LX), [lﬁgl dX gleldgld)\:ﬂlFld)\ :.}' laldA < +ao
X

Soitf €&'(X) et A X mesurable. On note {-‘dA f-PﬂAcD\
QRUB=xerANB =P , olors Ta+dg= 'ﬂAUB ty
Danscccns, FdA-IF tagp = S £ ﬂaﬁ-‘ﬂg J’cdmjfcv\ Crelation de Chasles)
X A R

Soient X R un ensemble mesuvroble, & €,G1 X 5 R devy fonctions inteigrables suc X telles que £<q pp socX
Rlors [ €dn \<J‘ gdk ovec e'go.\i‘l'e' SSi-F‘:g pp sur X
X

Soient £, € LX) 4q < 9 pp NrX e h=g-f.
Onnare NC X la. partie mesurable e de mesure. nulletq €(x) <qlx) YxEX\ V.,
Lofonction b est mesurable et comme [hlg (gl+Ifl , K€ #1(X). De plus,hB0 Sr X\ N par hypothese, done
04[ hd X =("hdA :f gd)\-/ fdx ,d'on-Fd}\ 4[ gdA.
X\v
On a. €galite ssi [xh dX =0, mais hestune fondion mesuroble positive, donch=0pp, c.at.d f=qpp sur X,

Sopposo s N<X mesure nulle. Sort£E 9'001 I‘ fdr- {-'dk-ff fdX, orl[{‘d” <ﬁ¢‘ﬂ~ld>\=0
X\ N N

En effet , sol(Pr) soite 7 de *(X) quitend versifl, Ona: [ Yo, N A= [ ¢j' 4 gop Dz
J=t

=2 aPACarnN)=®
Par TCM , limf\(’n‘ﬂwd)m[h'm‘fn\\” dAs leH\N:o

2) Lien avec lintegrole de Riemann

Soit €: [a,b] —, Ricontinve, alors fest Lebesque integrable sur X=Ta,,5) et k. fonction
F:la,p)—5 R dehinie parRax) =[ ALY estlo- primitive def qui Sannuleen a.
Cosx]
En porticuter, f fany) =[ beoat
Ca,b) G

Soit F(x) =f FELANE). Poor € Ta,bL e b ossez petit, onas
Qo

+h
| Floeat ¥ - )] < lr OO ~hF6a |

X+b
< [ TGORIOIEE
x

reste de la peuve est Mque pour 'intenmle de Riemann.



T Theoremes limites

i) Theorime de avergence monotone. (prevve )
2) Theoréme de Fatou ou programme

Soit XC R une partie mesuble
Soit(fn) une suite deRnchions mesurables sur X, posttives

Blors [ lim inf €o(x) ANX) < lim inf [ f10x) dACK)
N—+00 n—>+® [y
X

On se rappelle que. it lim m'FFnC::'L I|m

\r\f ‘FK
K20
Sott alors g% 1 mFPKCx)

Cpos a connaktve]
Lo svite (Qg) est croi ssante . De PIOS, limgya) = lim inffnlx)
N=>+00 N—340
On applique le TCM
tim

Ao i [ Gl dACx) :J lim g,,CX) AN
n

— +®

Or VK>, o, gnSFK-
Doncfg,,(x)d?x (=) (Jﬁ(&adkcﬂ VK> n
* X

DoncfgnC'de)\ (x) < mFJ

filx) dACX)
K2n

X

lim fgan)de) < lim jnf XPK&\d)&)
N> N—400 K3n X

donc [ lim Gn () dAGx) < lim inf [G\C’ddxﬂ
n— +0 N—s 400

0
' rlim inf €al(x) dANY)
N—> +oo0

3) Thm de N Vergena dominee

Sott X R mesurable , et(fn) une svite de. Rnctions mesurables SurX, On suppose que
Lo. Suite (1) converge presque  partodt vers£:X —s R

Tedste g: X R} qui estiintégrable sor X et felle qoe
VYn€ N, poor presque tout x€X, |falx)| < glx)

’l‘-nedq@enu
pos de n¢
fAlors fest inteyrable sur Xet
im [ @) = im0 dNG = f ) dXNx)
N—=> +00 X X ON—5+00 X

(doms leawsov ilay apos de “presqoe pariout “3 Cx)
Soit @n= 2g ~Hn-f1 . Les (W) soot posifives mesurables, donc on  peut agpliquer (e lemme. de fadoo
S lim i0f W (o) ANCX) £ N mF ‘Oncxmxz\
N—>+00
X
e i inf Gy (x) = | nf - \&-Fl
(@] (;_) il x |m wf 29 =2q

bonc jxagdx 6\ < i inf J’ 2 - f{-‘.\m - £G0) ) AAc)
X



tim i - ¥
oS lim Sp [ 1 - dMx) <O “ * -lim sup Yh
N—>+o

oom[m-ﬂdx_m
ol

N\ —> +00
Finalement, land)«-Idelé \[ (fo-Har| € J Ifn-€ldA —5 O
X ¥ X X
eton o- montre le TCD.
(e:(:spcij n
. —olc 'R n
Soit o> ). lim Je (L 2) anex)
nN—5+0 L)Y
0

Sott X= L0, to Lot fy:x +—> e’“’('*%\“ “L’o n.]Cx\

Onveut determiner tim +n () dNCx)
0=>* Jx
cu.m*d"“wu "’b‘\"'\c‘ —ofe o \N
= 0, mesurable comme prodoit de Vindiaarice de Co, 03 quiest mesorable surXet de x i —se™ ( |+T\ qui
est continue SurX donc mesucoble,

H@ =0+ ﬂro,njcﬂ_n-“‘x-t V<€ X

cor (1+2)" = “"‘“*‘) v A ze*
n

On cherche g € (X)) telleque
VOGlN,

[ e (l+__\ 1oy | €9x)
ore ™ (1+ £ 1 £o,07 &) <c‘°"°

(lo. continuite’
NesuREH-pos POUr tnq Clest integoble)

et [ 9B =J e 0F e
X E0)+m[

n +00
Par le TCM: J e- @02y o[ €0 * gae)
(o) n

f &= A, 7 (D)
Co,+ ol
e-(x-Nx

b -(ot~0x AN < J‘ oD% yo ['e-(‘e(.u\:t ']o

° -Gy "

U intervalle @rmé barne’ -(ot=0n |

> o0 peut passer d. Riemann :_ (‘- R
o~ N>t of-|

+
Ainsy, I C-&-OdeJﬂ = ' <dio
k-1
(o]

of~1

o : n a1 n O -t
le TCD permet diaffirmerqoe lim f e (XY = | e dN(x) =
o

0



Cos des integroles & parométre

On considére desfonchions de la. forme x€EX, Flx\= Iw‘-'(x,b\ dr(x)
1

Danslo- deéfinttionde F intervient une fonction £: X xT —5R. On suppose que Test on interualle covert de(R,
et X une partic mesurable de R.

On Suppose que:
VUET, x4 5f(u,x) est mesurable
Pour presque. oot 3¢ ,la. fonction AL 5 f(u,x) est cntinve sor T
T existe une fonction 9€ P'(X) 4q YUE T ef presque toutx €Y, | () ¢ q(=)

(g
RAlors, lo. fonctionB: TS R est continve farametre

Qoit X R mesurable , TR un intervalle cuvert.
Soit £ T xX—5 (R une fdaction “elle que:
Pooe toot MET ;o |5 FU,x) est inteégrable SUC X Coour Fsot definie)
Poorpresque Toutac €Y, U —secu,x) estC. On note A F(U,x) sadenvee Porrapport o 4

T existe g€ PN 4q pour oot VET et presque +oot XE X, ona. | B (a1l £ glx)
Alors: Fest deivoble sur T et

B = [ 20U, ) A
X

SoHUOET. On vest que F est continveen o T\ suffit de mq pour Houte suite (Un) T quitend vers o, F(Mn) —s Fdlp)

Jenote €o: x5 Flla, ) - 7, (X%) — Fllp, ) grdice o m\ far AM) I#n(x) ) <g0Cx) n—yre
Dapres le TcD: n—yre

an(x) dr () j\f( a0 x) AN done F(Uun) — Flllo)
X X N—=>+% [ yehails dans le poly ]

0
Fia Hrsingm E)AN(E) . Onveut mq F est defnie o continoe sor TR
(o) |+ L?.

Wit £: YR\LEO,'PME—.;R lo-fonclion definie por 'FCU,E\: Sin(;u’::}!
l+t

Pour Yoot MER ,E —>FCu, k) est continve sor [0, +0of, done elleest mesurable.
Pour tout EE Jo, +oC, s sin(ae?) est continve.

feu,b) | = | Sin (u2e?) P 1+ k2

1fcu,t) | \ Ty \ 0 = q(t)

integraple sor Co,+aol
@rcet-one

+00 " nction posidive

QUCCJ g(b\dx((:\ =lim J ! dt =/ +oo
0> +00 ° H-l'} 2

0

£ estdefinic e mtinve sor(R.



00
Yéme question poor GCu) =J+sm (w2e2) e'wdk(l:)
o
Qott £ : CO, +0[ «TO, +0l 5 R definie par
£(E,u) = sin (Pw) e tu
VU EDD, +0f E —> Sn(urkd) et est axtinve donc mesomble
VtE€To,+00l M —s sin (131 &M et continee

1 covert oufesme”

nechangerien donc
onprend V1 e plos Petit postible

On cherhe. g € ¥'(10,400C) Helle que | sincurt?) e | <g(t)
or | sin (w2t et | ) mais | §/ &' (Jo. +aoE)
Mievy: il s'agit de montrer que G esl continue en chaque Ug €70,+00C (on teqasdero. plus tard \e s uo:o\
Poisque UpY O, il existe a>0 tq o-<ug Mievx, YU € JMo-a, +o [, ona:
Qont vraies, e
| sin (#0?) et | < e = qet) avec g€ P (Jo,+e0l)
D'aprés le TCO applique’sur T = Ja,+00l, G est mntinve en o & méme sor Ja,+0 L.

G est continve en daque UgY O

+ @ntinuite en0, q(0)=0, 50 . 9w 50
40

Dofis tout ce qui precede, ona. considere’des fondions & valeors dansR.
On aoratt po +out awssi bien considérer des €fonctions G valeurs dans € - Sifi R 5 €, oneerit
£0x) = ref(x) +cimf(x) owvec ref(X)= PC::);;’CM , im €00 = @%&L

et on oavient que (F(x) dnx) - [ reflx) dAG)+ »:J im £AANEC)
X X

X
I “;z"‘dxm = I Trmsc:o dXx () n‘f "smcx) dA(x)
( o o
T =2 . i
On a.awssi J edn(x) = [c‘.x]o = .,;(e‘;“-e@) = =il-1-1) =20
° A

Bttention £€ P1(¥, Q) \orsque [ IFa) | dn(x) <+oo

X 1 module do nembre. Complere £06¢)
Gmme |RefG], [Imf)] <G,
LER(X ) = ReferImC &' (X)



Chapitre 4 - Intégrale de Lebesgue surR °
(a> D

Mesure exterievre sor (RY,
Dons (R: X (E) = inf E%_N.(bj -a), ©5 (_JG)J‘:’)E))GN €Re
WC1

dans Qd:

/_ﬁ

i
Q) b}

d
A*(E}an{-‘ij%_m Vol(P3); &0 (&) ¢ € Re§ et vol(ey) =l11l—(b5&_ Q-JK)

# foutes les proprietes Joes precédemment sont appliquables,
mais ovec pastage dinvtervalle ol pave’

A

Onditque REP(RY) est mesorable losque YEE PCRY) , Ry(R) = Xy (ANE) + A (A°NEY
Lensemble desparfies Ad - mesurables est note ¥ (fRdy cest une titw, appeleetribu de Lebesque
Les coverts, lesfermes , les poues ot Ad - mesrables : P(RY) condient BCRY) : lo +ribu des borelrens de RY,

P(RY) est complete.

lamesure de lebesque. sUC R9est to_restriction de X'y clotibu  de Lebesque. On dispose de I'espace Mesore”
(RY, L (RY), 2) (Putrement dit , Ay est une mesure sor #(R?) ).

Soit X< RYmesvrable.On dit que £: X —y R est mesorable lorsape YA<BCR) , 00 af(RIELCR)
Par exemple, les fondtions aominues Softt mesurables.

Les résuttat s concemant  “-Ronctions mesurables et operations”  sonturaies. (& Sepostion)

2) Les produits cartesiens de. parties mesorables sont Mesorables

Sott A=R, A, =R deux parties A\ - mesucables .
Alors & x Ay = TCxux,XER? ,30,€ AL €A Y est A, mesoraldle
Ve P\US, )q_(ﬂlxﬂz\ :N(ah x %.(Rz\

voir les notes

odmise
Q@ Se generolise = Ax A, ’é x Ad est mesxoble quand chaque AR A -mesuralde , etdans ce s
N A x xAg \= EA\(Rj\ e
sSihCRY, R,Cﬂldt“ mesurabiles, alors B xA, R est Nd| ¢q, - Mesorable et

Ndixdy (Ax Hz] = )\dl(ﬁl\ x >\d2CH;\




T Tnteqrole de Lebesqoe sor R®

1\ Eonclions €togees positives
Soit fRd_,fRune_ application. On dit e fest ¢tagée positive Porsquiil existe ¢,
est \d- mesorable poor tout § , &
fx) = % g dpx)

,en E® 40 A= (Tg)

n
Llintégrale de Lebesque de £ € E'CRY) est j g(ad Dgx) = ]Zl—c,- Ad (Ry)
(R — =

Dt pos lednd

Uintegrale de Llebesque sur T(RY) ol exackement les méme propicte’ que Celle Sur EHR)

2\ Fonclions mesurables positives
Seit 1 ¥ R* une application mesurahle positive. On nofe
£drg = sup ij PdAd, 9€ E(RA) ,¥< £ €00, 407
RY Re
cete integrale verfie les mEmes propictes que paur d=l, y compris le TCM

3) Fonctions mesurables
Soit £: ¥ __ IR une application mesocable sor X RE
On dit que £ est integrable sur X larsque J |6 1 A NG < 400
Re
On note P(ax) Pensemble defondlians ittegmbles sor X.
Poor FEL(X), onnote f £G) dAg(x) = I FHx)dAgx) - J £x)dAg (x)
X X X

awec €¥(x) ~max(¢ca, 0) , £(x)=max(-fx),0))

On o £+ £ =1¢|,donc si £€ LY(R), alors €+ et €-aossi
Le lemme de Fodoo, leTCOe les résuttads de continuite’ et de deRuabilite des ivteqrales & parmétre sontencore vraits.

Comment- calculer '[ £x)d Ay (xX)quand X € RI?
X

. Theoremes de Tondli et de Tobini
(\ Le 4hm de Tonelli

Soit £: IR2_, R une Rnchion ),- mesarable -
Si € est positive, alors
Powr p.b.x€MR, yi—s flx,y) est mesurable pasitive , de m&me que lo. fonction yi—s j#(x,q\ d\ (y)
est mesuvrable posrtive. R
Poor pt y ER, scr—s Flx,y) est mesucable positive, ery —s | £(x,) d A, () est mesucable
Deplos, f €0x, Nd Ay (e,y) =f ( £(x,y) A m) dN(y) = J [ [ £Cox.q) AN y) ) dXlx)€ [0 4]
R R

R RJIR
voir les notes
cclmise



2) Theardme de Fubini
Soit £t RxR—s R une Rnction A, - mesoroble.
Si £€ L'(R?) , alors

.’JU-)J'F(x,LAQS'\- ilﬂ'&%r&bb s R
y — flx,y) est integroble sur R p.p.eny

(mf(x,ﬂd)\z(x,th: I(R( f ﬁgcx,q) dx‘(x\)dk‘(q\ - j&( J ﬁ({(x,q)dh(q\)dh(x\

On dispose dlune fonction : R2— R N, ~mesucable.
On veut calculer [Rf('x,tﬂd)\sz W)

Est-ce que cette quontite’ est bien definie, 1. e.que FELY( R) »
On applique Tonelii o- |fl pourmq Jmlf'(x,q) ldA(xe) <100

Supposans que ce soit lecas, comment aalculer I e,V dX (x, )?
Puisque € est integrable, on peot appliquer Fubini,

'P('x,\l\ e LO,+oL () “COJ'&](Y‘)
€ est mesorable

On veut aalculer ! £Cx,q) d Xy Ocyy)
R

On sassure  que £ € &'(R?). | £(x,0)| = £tx, ) car Fest positive.
D’apres Tonelli, I £,V dh(x,) = [ ( f £Cx, ()d\ Cx) ) d) (g) = [ ( f FCx,t,}d)\l(q]) dX, ()
fR‘l ':.,;l.l m m R rR

Cor positive

on calcole d'abord
RIR

0

- J P e d N (x)

:?"Cfxdl\(q) ] X (o)
o

(o]
.x7R A
Pour B20, On clcule noce."‘dAle) = nxc"“dx.-_- l:-lc‘]o +f eXdx
ol? 0
o
=-Aefy L‘-e""]oﬁ (o Bien uhliser

uhe majo rachion fete

= ~Ae-fefy —> | quand & —s +oo e gce™ )
OF X 1—» XX eyt positive
donC gy, = 9ﬂto,nﬁ g simplement et d'operds TCM,I Gn d),—>Jq d\
I
s nxe'xdx _)
(o]
Donc [“x,q\ dNx,y)=1(+0

pinsi €' (R?)

Tlreste & aalcoler T = [ £0x,y) dryCx, )
DJQP'!‘S'FUbI'ﬂl', [F(I;V) d)\z(x)Y) :[ (Ir-;(z,q\dA‘ (97 Q\)\\(J()Cblwlde:)a.'co.l"l =1
R



Colcolde J = j(fc*" ﬂmﬁm(n dto,':c'j () dk.(z)) dn ) = I[/o+°°e-x Teoyxg (VAN () )d)\ (y)

Ona done J:[R(f{*ﬂm,w () Ty vp OO Nl ) ddycy)

:f 1o, var (v\(fﬁs."" ey, smr (VAN AN ()
R

-_L:Q({omc'"c(x‘m)d)\((q].- [

IL . Theoréme de Changement dlevasiable
SoitUet v deox ovverts de RQ, Seit ¢ :0—s Voun C' - diff€ omocphisme
Soit anssi Tx § 1o madrice Tacobienne cle ¢ an point = €V.
£€ LCV) ssifoP x|detdq | est cans ¥(v)
Dans ce @s, f £04) d )y (y) =I £0 ¢(x) | det T, d | dXg Cx)
v v

$:05 Vet un C- aiffeo 10rsqoe:
Q: U—s V est bijective

¢ est C' sor U

¢ est C'sur V.
}:7J0,+00L xI-m,TL— R?

(r,0)— (rax @, rsin®)

¢ estoijective de T 0, +oolx I-T,TL— R2\ (R"x§07)
. ¢.—.—( LX) aeq>,) 0o @, ¢, sont les composantes de ¢

>d, d%d.

_ [®@se —m‘ne) ~>ldc{.3x¢l=r
sin® rcosO

j{-‘(x,q)dkz (x,4) ;j “"/n[# (rcos®, in®) rdid
0 -

ChapS: lesespoces & et 1P
T. Lespace Vectoriel norme L*

Soit (¥, "t',/«q un espace mesone(p:nsez A (R, ¥CRY, )\\\ oo(fRd &PCfod) }\d\\
On suppose que lo. Mesure m et o-fnje ; ilexiste vne famille denombrable(En)qge ny de PartiesdeY, de mesore

fioic, telle que X= OEn, (astomatique pour lo-mesure de Lebesque)
nem

) Une Semi nortme. Sor &P‘(X,M)
On o.defini L(Y, /M) Gomme Uensemble. des finctions mesorobles sur X quiverfie [IP\dp( 10, Ona Vo que
(.’f‘ } et on espoce Vectorel. %

St My (Y, /vﬂ_> R lo.fonction donnee pac () = l\c(':ﬂ\d/v\(::\. Alors:
M(F)=0 & £: 0 p.p. X
ML F) = [ M(F) pour RER
M (-F+g\ < M(H) + Mi(q)
D! M plest cas une norme : o0 nia pas A=0=F:=0

MiCe13) f €19l dmg f kg (Bld(x) < ] 160 i) » [ 9@l

Mi(£) + Mi(q)
(On ditque M,estune seminome suréf‘)



Soit (fo)un suite de fondions de &
S'ilexiste € mesuable +q fn—s F pp, o vil existe. vne Ronction ge ' tqfnGa) ¢ g pp

olors £ € &' Ny (fn-£)—0

Nn—1c

il existe FE ¢! +q Mi(fo —F\}__;g yolors ilexiste une suite extraite (""PC(\Q nEN
avec ¥: W— IV 7 inj) q -Fq,cm—y £ op

D\ T existe des exemples de suites (£a) +q N|('Fn-£\ —— O mais 4q n(x) —f> €0x) PP

—> v+

Ten

On suppose que Fo €' poor ot 0, £€ &' ot W (Fn-F) -[\{‘n-{-‘\d/n—zg)
Iy g M) (Fiy- £) € 2 Cact convergence) (e ) o
An D 4q N (- £) < 27 (m=mar(nza s oY)

Par recurmence, je pesX aonstruite. Une suite(n) Strictementarissante 4 YK, H(#n,€) < 2™

Lo. suite £ )est ute suile exiraite de ({-’n)

Por KEINT, jepose Bg=F REX , M - |> 27

Dlagris E) € 1y [ 1) |am € 2o 27
/A( K)\ /2_ I K d/Vl S T N

SotE- N U g

M2l Kym
. sic g E, £, (x) —556d
R —> +e0

-K/2
en effet, six¢E, il cxlshmo'lq'xﬂgjmig.DonchKr;mOEkc,&-e. VK2 mg» Mg exy - &) L< 2 0

~K/2
. <2 < 2 50
/" [Igiﬂ\ Ky ™ /”‘(E:"0 < %‘m 'L"“"“,V“_,.. 0

donc/u(E) =/w£\r;‘(‘%en“q\\=o

(foy) averge vees £ sowf soc E quiest de mesure aolle, done pp.

2) L'espace LCY, m)

On nofe L'(X,m) r'ensemble des dlasses  dleiquivolences des fndioms de ¥'(, /,A\ pour lo relation: f~g sif=q pp
L'( E,/A\:f irl,r€ &)‘(E'/“\H o 1 designe lensemble de tovter legfonctions de Q"(E,/v‘) eqales 4. pp.

L'addition & lo. mothplication pason reel sont compahibles awec o wlotion d'equivolence v
si[€7],0q7 € LY, lo.dasse [€+g] ne dépend pas dochoiX des repregentacts de fet g:
si F'EMF] & QECG] fig v f+q
S PETL] et €EMR  af’~of

Soit FPELET et gCLgl, £= 4 s00f 30rMde mesure nolle, ef g= ' sauf suc N de mesore nalle,
Donc £1g=£'4+q sanf sor MUN, qui est de mesore nulle: E*‘ug']:thg—l



On rote 01+ Cgl = [€4g]
€]zl
pour C€1,097 € L', x€R

(L‘ O(,/VD, +, ) est unespace Vectordel.
vénfier que (L',4) estvn groupe commutadif et qui vérfie MA DD,

On peutdéfinir Fintegralediun éiémem del'- Eneffet, siCFIE L' et £€0F], 0na /' fdm = [-Fd/n s
car [{-f’ =0

t Mmesoce.
oulle

On pose. I €] d/u=[ £'dpm pour nrimporte. quel £'€.C4)
U oppticion [|. [),: LON s 1R dehnie pae IC£I| = [ | EC'J\d/u\ est une norme sur L'CX)

ce = [ 1€ dpw pour tout representant
NCfIN =0 =Ff=0 pp donc ¥ = [O]

3\ Theoreme de Riesz - Fischer:

(L, 1111)) es+un espace vectosel norme complet ( Banach )
(D, en general, L' niexd pas on Hilbert: on ne peut pastrouver de produtt salaire <, S g ||C€ U, = ‘J(CF],LT‘D

IC - Lesespaces PPt LP
1) eux incqalites de conuexite’

Uoe ®ndion \0:T —s 1R, 06 T st un intervalle de IR, est dit-convexe losque
vee Lo, 11,
Y(tb+(1-0)a) < E®(b) +(I1- &) V@)

| a > b
[N

(eb) + (1-t)o
=Q.+(:Cb-—0)
t€lo,)

-]
Si W. I — 5 R est convexe, olos Pestmntinve suc T
st PEC? (1), alors Yonvexe & W0

Sott p€C), +o [. Povra,b>0, on a (0.+by>\< 27 (aPevP)
it P: Co,+0 [ — R definie par Wx)=xP
Wiex) = p(p-f\-x""a D 0 done ¥ est convexe
Donc \(’(l:b*Cl—t\ o) < LR +( 1-£)9(a) pourtout £ € [o,1]
(o +(1-B)o. \"ftb‘% (-Daf
Poor b =¥a: (B) <L b Lo Pogfd

Tl est+rés simple de montrer que (a+B)F € 2P(oP+bP)
(&+ b) \< Q_max(q ,-b)



Poul p€ L 1,+00 L (pasforce’ment entier).Poor @,b% 0, ona

abgT‘-Tq oo.%.-.-_%-l (q.—_— —,q ¢ pellc_l’cxposmcon)uguedep)

s; a=0O e /ou b=0, Vet urai
On cnSidére o, b>0. Ona : ab=e!N@) _ eIn(ad +In(e) ¥elpn(af+ Ygin(bt)

or Yix 5 e est convexe: $/(x) = €% 2 O
exp(As In (a")+_ln(bq)) _txpClne.P) * cxp(ln b‘!) K-"gcx."*-‘?bp
3 - l:

2) Lespace €P, o€ L1, +ool

On note. ¥ PCX,/V\\ l'ensemble des fonctions mesorables +elles que I)}F|Pd/v<+oo

(QP( X,/b\\,+,.) est un espace vectoriel
C'est un gey de Vespace des foncions mesvrablessor X -
OCLP([0P=0<+w)
si f19 € & P, alors(£19) € LP. En effet, flﬁg |Pd/n <I(H‘l +lg|)Pd/,,\ <2 (f’”Pd/n /lg'Pd/") {+w

1 est fawxen generod queon ot une inclosion du +qpe.éfP'C§l’ P
Parexemple, sur X =0, +00  ,%i—3 "2 Clex)7E€ Q" maiy &2
o xrsCx)’ €82, £¢
sauf: lersque loo Mesoremest finie Cmesure  de p'obos)
(ipczﬁe” lOquUC 1] >, P)_)

. V)
Soit Mp: 2P R Vapplicaton connee par Npté)= ( [161Rg) ©

On o pour F€ QP‘QQ Y9 Qvec_‘p_ﬂ_q:l, J'Iﬁa\d/v\g Ne(£) Mq(q)

P =2, dlos q=2 et Halder ot H-'g\d/m N (£) Nz_fg) <({|F| d/n\ ([H‘]1 clcs‘l-(‘qnchv. Schwarz
tiliser 10.2% inegalite” de onuexite

3) L'espace L® ,p€ T, + ool

Oo note Lp(X/m\:fCC'l, e€LPY por la @ relation Fag que paur L.
((L" ()(,/A) )+ ) )Np) est unespace Vedonel norme complet.



