


T02 - Induction structurelle os/on (25

Exercice.'i H
Q_\ longueu(‘(f"ﬂ =0 (cosde bose) Q2. Par récormnce sor 4:
longueor (x::€) = (+lonqueur € (heredite’) Concox (CT,62): 0,

Concos (x::€, €)= x:: concat (€,€)

3) V¢, ¢, € liste , longueor (concat (8, €)) = longueur (8)+longuenr(€,)
Par recurrence sur €4: ‘
° longueur (conCQi'(x::e,ez))
= lonquene (x = concat(@,Y) [ definition de ament )
I+ longueor (concax (2,0,) [ défnition de. longuear ]

« lonqueur (concad (C, 97)

= lonqueur () =1 +lonGuenr(l) + lonqueour(€) L por hyp de rec]
= longueor (&) + longuenr(C 1) = (1+100g8)) +long (8,)
o =ld9 (K:'.e) + (ons (Ez)

W) V&, &, g5 e liste, concot (Q,,cmcn:l-(fz,esj)= wncat (canca (8,6, ),03)

. e .
Par rew"?: Wa:ﬂ o) wncat x::8, concat (@, )
concad (L1, conca(®y, &3 = ¥:: concat (2, concod (&, €5))
= concar (@, 03) = %u Concat (concat(e,8y), @ [ porHR’)

= conmi(c&no&(g,ez ,22)) = concet (x:: concot(¢,6),€3)
= coficat COOCO.'F( x:: @ ,ez) ,€3 Lde@nition deconcodt’]

Exercice 2. rey(c3)-C7, reu( x:8) = concot (rcu[e),t::f'])

!\ Ve liste, longueur (reu(e)) longueuf‘(é)

Par returrence Sor &) tonguenr ( reu(x -.-.e))
longuenr (reu(C]) = lonqueur(C 1) = tonquene (concat Crev(@) ), x::03)
T par definition de cev) = longuenr (reu(e))+ longueur (x::[.ﬂ

= lonquenr (@) +longuenr (x:CT) por HR
= lonquenr (e) + longuenr(x) +\ongueur (TT)
2 longoeor(e) + | = longoueor(Q()

2) ¥@,,2, Eliste, rev(concot (€,6))= wneok(reu(e;) @) @y

Por retwrcence. sor &:

ecas CJ: « Cos x:P
rev(conco&(t'.\,ez))z reu(e,) rev( eoncodt (x:: 4 ,e,_))
= cancot Creu(&), CT) = ey (x:: concad (€, Q-,)) L def deamcct]
= concad (renCey) ;reuCT 1Y) = conco¥ ( rev (concot (Q,Q,_\) ) X €CT) [ defderey]

concot (concat( feud), re.u(e)) ) a(-.:l"l) pas HR
concat (reu(fy), concad Crew (@), x=:C7)  ossociedivite de Ganest
conce ( rev(8y) ntv(x-.:e))

n




3) Vecliste, reu(rvce)) =€

Par rcawrrence Sor @-

o cas X::€

~03 €7 rey LreuCe3) ;‘éuctj) reuCeeu(x::€))= reu(conaat Creu(e)), x::C7)
e

=C1 = concat Crev (x::07), revCreuced) (Q. precedente
= concat (x::C3, @) [packr ]
= X'.'.Q

Brercice>  rev_rt(e) = awx (¢,C7)
avx(C},a) za
owx (x::0,¢) = anx (E,x-.:o.)
Mq Jee iste, rev-ct(e) = ceu(e)

« Montrons par recomrence sur @ que Yo, ook (0,a) = concal (reu (@), o)
sl avx(tla)= o

= concat (T, o)
= concot ( revCr T ,a)
o QS x:.Q. o.ux(x-.'.e,o) = awx (€, x-.:o_’}

concat Creut®), x:a) porHR , Lso0s-lishe
concat Crev (9, concok (¥,00))

concat (concat(rev (@), %::C3) ,q) ossodativite de concot
concot C rev(xn@), o)

n

Exercicc Y,  E. arbre yide

N(biom) b )t sag,sad , n: efiquette de lo. racine
1) infixe : arbre 2liste
wfixe (€)= []

infixe (N(ky n,t)) [infixe (W) = 0 = infixe(tz)]

2) oppartient : (N x artyre B
appartient (o, E) = folse

oppartient (n, [\ (l:ul“,tg)) == m\ \ pepartientCn, L.))\/ é\pw\-im‘('C(\,L,_))

3) a) N(N(FLF),2 ) NCF/3,F)) |~ ol

3
b) N(F,2,NCN(F)I,F),3,F)) 2 oo caf dest dans le Sous-arbre drott dunoesd portont vetiquette 2.
7\

/

3
\
'3\ l
2
4) / \3 l\/ Y N(N(F,I;F),Q,NCF,B,F)),M,F) 2/‘-!
! 2
Ny ‘/\3

5) Si b ABR, alors infix(t) est 4 [ HYP]
Par cecorrence suf b

cas E: infix (E) = T3. Lo_\iste vide est 4rice. = Vi@
ws N(k,n,5): Cet arbre éant un ABR, ses saus-arbres b ,t, sont des ABR egalement.

Par hypothése dececomence, i0fiX (k) e infix (ky) sood trices . En outre, tous leselts de infix &y (cesp infix k)
gomt &= (respD=) an.

Oonc n:: infix (k) estrice, et sonc concat ( by, Nuiky) = infix ( by, Mk est4riee egalement .



10 3 - grammaires
&
2¥(2*3+1)*3

™ 2
/\ \5 Bropes de decivation:
A M’ Eane = ne(MEIMIE > ne(n ¢ nOINE
> AN'g > nx (ANENNE! >0# (0r 03 MEIME
S aNe’ = ae(nNEINE! ok (nr0x av’e’ywe'

= neAM E’ 2 or(p v AMEYME | S nelnenso NEIWE’
S0 EYME’ | Saehn #aWEINE [ Dnalnenan)wn

&2
) T D 2) T (W 3) Les dewt gmmmoines n'outodsent pas ”,* eomme symbole teminol
L SR L — SR e ne penvent donc pas dénver(, s,).
R —,8 |€ o vae Sele regle. permet 'introdouife le symbole vicgule et cette rigle introdutt necess airement
| € R—,8R  ya symbole s immediatement OPMES. On ne pest done pas  avoif one Vilqule Qvivie. immedia-
tement par one parenthese.
() T (5 59)

&3 ((l:o'm \E()’J « Lol

Grommaice: T_s ()

-
(2 T2
|TT
|CT) T
|(T) /\ /™
/N

((c<>]33( (\') C c/\sr_] ]

134]
) Cw 2+3)
NH oGy  :impossible e
£ E  foree lohilisation de parentheéses
M & chaqoue enchalnement de2+ouv*
Qlle ntocepte pas 1+2+3 mais
accepte (142)+3

4\

-p\z

mais (142)+3 {mpossible car

on e pevt oos avoir ()+. wmais que
(Ve .

- —>®-2Z_m

P=?-2—m
W—-p—32—M



2) 2"3*:’ C’Ol G’l C.“'G?,

. G‘o'.

L
2

/]

R " o
"1 | A
a a I ™M
| \ A
]
3

2 # 3% 1 2 ¥ 3

— Grest ambique

3) Grommoire: Go: E——>E+M G: E—EsE
lE-M . |e-m
oM oM

reste ambi s'c:e

(;3-.E-t‘1r\e. fonctione poss, on otilise putst M-E
E_s M€
| n-€
P (€- € aeconuient paspoxx Gy)

( defun dooble (

2) La sevle r&‘sle irroduisast ne pasenthése icdrodoit
cgalement vaeparerthese fermante. Deonce lo. phose
nlest pos postible



TD S - Automates 29/09125

Exl:
) a(alb)* 2) o*l b* 3) (blab)*(ale)
Mots commencant par o- Mots uniquement faits %eh ov vide Mots nayont pas de o consecutifs
oL ae
4) (o 1b)* 5) (as*a |b)*

Mots auec des bloes deo. de longueur paire  Mots ayant un nombre pairde a..

Ex.2:
) mots de lonqueor ow plus deux  2) mots de longueur paire 3) mots contenostt lo. Sequence ab mais pas la. Sequence ba.
(alb1g)(alblE) ((u 15)(atb))” (o) (ab) (bY* ou: o b*

£ +aille ao plus 2

l-\) moh contenasrtaw plus 1'one des deuX sequences ab ou ba. S') mots corfenant 1o Sequence ob mais pas la. Sequene. ao-
Torb¥)1 (b%a®) b¥ (ab*)'a?
ou: b¥ ab(ob Ib)*(al€)

E3. /taa...x/ D) pas dietoiles suivies dun\ ds le commen-tosre
[¥+/ /A‘o.b#«i-:{) I /2]  [es/e/

amréfer lautomate ILmWChCmS

Cr*] *

NN
) @050 —0L050

A
/] o
reponse du prof': [¥xaxa/*/ #.0-

.2g o
/\‘
20=—=0 —>.
2) nombres en €aiture decinale  w—@ @“_3@ a R
0

€
0
0.9

) Co.9]

700
Eo q':l /ov

sl-uﬂ'—>@ L9 @ > e @PEO qJ

\ /a3 \%)%G\%D e;j @ 7140




Exy [determinisodion

9 a e b b
—7©—>@ A= 1 |23k /\ h=f1Y

o. < 213 0) — 2 8=%2,3,
DNSE i | @500
®_) @ ° \ D =31%

8= 23M 3 3
D= 3 234 |

Lonquage. corespondant (ab | aob labb)*

&S. 0-.-010...0
X2t \
N N
() Ces N premiéres +ransitions visitert N+l dhats. Comme il niya. que IV dads dans Vaurtomate, an moins 4 etat est visie’ 2 foi's .
Lo pochion de chemin errfre les 2 AT isites decet dot foome vnayde de longueur K.

o
D ex: O(OO-:O—QJOJ—?O
o~ °
On aobtient encore A chemin en retiront 4 passage dans le cycle iden+ifi’. Ce chemin racaouri st etiquete’ par le mst O o™
qui est-alors rcoiv mais Sans Ere un palindrome.

3) Shuctue asmplete: preove par llabsurde.
On suppose que. P est reconnaissable, et par les 2 pints prete dents mentionnet en 1) e+2), on en deéduit lo. centrediction (la. declo.ration
que O ™ ot appartient o P). Donc Pne pouvvart pas Etre reconnaissable. PSIP=> 1 = TIP VLS pvL=P
Lemme de l'€hoile: per o
"0 ms= mm, M3 , m, == E L (M,m,_“‘m) €L
On feadm= o X e N 2P

Sot my= *auec | € xgn ¢2°

2Pex .
Lo, B 20 /9P f,2¢
On wredt & \'::n%mpde my A fois det impassible qar 26 2P < 2°+2
~N i ~— ae+
pas rennaissable pas une.

puissancede 2



10 6 - Analyse ascendante

Exle
SE#
E_p a
|E+E
| E£
| Ce)
i) étapes de tanalisse asendante de (l+2)+(3+4)
pile entree
£ (162)+(344)  #
( w2e(344 ) #
Cn +D+(3+W) #
(E +2)+(344) #
(E+ 2) +(3+4) #
(E+n ) + (34U
(E+E Y+(3 +4) #
(E )+ +\)#
(€) +(3+W)#
E ¢ +'-l)#
E+ (3+4) #
E"'C 344) “#
E+(n +W#
E +(E +l‘\) #
E+(E+ W) #
E+(Ero Y#
E+(E+E Y#
E+(E VH
€+(E) #
E+E #
E 4
E# #
orbre de denvation:
E
3 €
: I
: :
9 T E =
|T| Pl

Ct +2) + (3 +4)

adtion
s(shier) (
shi#t n—>\
reduce a—~E
shift +

shift 221
reduce E4n
reduce E<E+E
shift )
reduce E<(E)
shi¢t +

shi#t (

shift 3>n
redoce E<Xn
shift +

shif+ U-=»n
redoce E<Ln
reduce. ESE+E
shift )

redoce E< CE)
redu@ EL E+E
shift #
reduce SLE#H



2) (1+2)(3)

pile eqfree action
£ (w2)(3) # S
( 1+ 2)3) # S
(1 (D # RTE>n]
+2)(3) # S
(E+ )Q3) # S
(E+2 Y3) # RLE=>0]
(E+€ (3 # RLE->E+€]
G Y(3) # S
() (3) # RCE-»Ce)]
€ ) # échec
B2
S=E# Autamate LR(0)
E: n
| €€ o = ®
) —f . [oEA
E-)Eo-i-E
(4]
\ .
( E - D. * socadi -|-e
[}
© comFurCt) de lyaddlﬁon)
® ( [E—E+ E] progression ou réduction passible
¢ E —(eE) |+ca3 c (i€ a une ambiguite’ de la.grammaire
(@~ ; I+ 2¢3 ¥ % 2qrtves difRrents pOUC Une Méme expression)
+ E —y E+Ee P
Eq E.‘I'E
E €
®
E »(E.)
E _>(Eo 'l'E)
)
b o
3) 24344
€ E
E e
—c 1 i E * 3
E v¢E 4 | I |
E' T E' | | E + €
TR K | E + €'I
( 2 2
| {
& > 3 L(
favon se g & >
redudion foyonse lo.  progression
&3
') Gramaice G-
Su:= E#
E::: S(,m
I (L)
L== EL

3



2) deferminiser l'astomate :

), =]

q3

Qs

hl 92
E
— [F=E [ —
E—) .(L) q3
E>esym | ____Sym o <
¢ e e
v, Qy
E —’(0L3 Q¢
L—s¢. SN
E— .st L [R— eo ;
E L—) oEL
NS
E _)O(L)
3) +ables dlaction et de deplacement
Actions Sausts
Sym ( ) # E L
Q) 93 | Y4 qz
ql oK.
93 Ee— sym
qy || 93 Iy L& (ooflit) || q$ Q6 I
qsfl9s T o T —¢ Qs a8
% | [« ]
Q3 Ee— D
Qg L ——EL

Y) it étatle (+S) sorS apres auai lu lo 1€ parenthése

wofiit état 5: (SC))

ooflit suc la. 22 parenthése
10 pile cntientEetle prochain symbole est (

5) Le—¢: sert aterminer (o liste

les éfads Uet S permettent une reduction de la rgle
L<—§&, mass €golemeat de progresser auec les
symboles sym et (

crest on cnflit hift /reduce

Exl:
it X then if x then X ese A

E
I

if €E+hen E

|
| if € then€ else €
3 | [ |

X X X

E
|

ifE+hen Eclse €

X

X #€4hen €
| |
b

X



77

|) €. automaton

q3:
Ay:

Qs

Qe
Q3

H s—$opfog

: expr 2IFe COND seq

: expr—> IF COND » 52q

IE ConD o SﬂanGSEq

expr ~» ATOM e
expr-> IF QOND Seq e
IF COND teqe ELSE seq

: 36q > Seq  SEM] o expr

seq =¥ seq SeMl expre
expr > IF QD seq €LSE « Seq

Qg: expr-> IF CoNDseq ELSE seqe

s‘eq. SEMI expr

qq: seq => &(pre
Aot Prog > Seq « &F

Seq - Seq « SEM/ expr

qll: prog-> seq EOF
qi2: S-7poge

4% @eoflit: etat 8, shift/reduce sur SEM
IF QOND seq ELSE Seq [ exp €OF

HRB% A: progy

/N

Seq cF
|

expr

ARBRE 2: prog

/\

seq  €of

/TN

T
expe

IF QWD Seq ELSE seq

€@  SEMI expr

— favoriser \a.ceduction
—s % renassoc Sem!

2% conflit. similaice

3% aoflit:  Sur IFCOND IF COND geq ELSE seq

ARBREA:

exp

/T~

1 ©ND 5‘:“
exp
IF COND Seq Q3 S€9
~———— fowonse - progression
%6 nonassoc  ELS€

ARBRE 2:

&p
IF cono SEG  Ese seq

exp

N

IF cowvO 39




M Fooctions:

curryfice: let f x y= «x —(y —3x+Y) £3: y—>3¢y
decwrryfiee s let £(x, y)= x+y £3S: 3+S-=%
&G‘C\Cﬂ 2.
/\ or /\GOF
expr  €OF cl""
| simp le-expr
Simp_
, pl e{ | ambiguite entre
epr <X RPAR tuple (e) w comme uae exp entre porenthese
Cp'ogcssionB / | \ et () W comme un n-yplet o. 1 €lement
LPAR Sepaadedlisy RPAR
|
( ¢ )

- fworise lo_ tedu chon

onflit2: SurID fuple GOF

P9
(Prog /\ « £(a,b) cmmeun agpel wiryfte’ ol lo.
/\ Hmblgui-l-:'en‘l'n!: expr €of aml dontle 1¢ Serait un n-oplet
/t' CoF «f(a b)) w @mme I~
o e unagpel ¢ ta. C Tp  IiskC simol -exir)
| ( decorvire) |
I l“_l) simpl -exr
£ (a,b \
tuple
€Ca,b)

o sevl argument (ab)



108

Trepiiond Tre;int

T+n:int T —x:T(x) Trene, - it
TrepT — TrekT Tr2:TLT T &:int

TrTles—.&]:20] T —ele) : T

&\
l) ELT+2: ok oxec+ype () pour b et résuttat detype iot
7—) tleC}: 2
3) ECTICY]: oK avec type TCILT pourt et resuttat detype T
y) ECRI[ k04T ): nonar te Hype de T deuroit & lofois anoir laforme TCICT et loRdeme int L3
S) [0, t3T]: okauee +gpe TET poork et resottad detype € LT (42" rgle de 4ypage’]
€) [k, 0S1) : nontypadlecar & de +ype7=2°C)
Ct,eCo3]
?EJ ';_’/avec't: T

Ex2:

Notion de paiire:

- (e,,¢;) mastuction d'une paire

- fsi(e) extractionde lo. premiére compasasnte

- snd(e) 2%
T xTy type des paires dont lo. 12 composante ale 4ypeTi et 2S T,

Re‘g\es de ¥ypage:

M—eT M-y

Ti—(e,e):Tix T,

M—e=(e,8):tx, T—e:Tixh

U — fst(e) T, T —snd(e) -G

Exz.
- consfantes true etfalee

- opbinaires ede, @ze, e e,
. exp conditionnelle ey?e:e,

Reégles de Aypage:

Pi—troe:bool 17— false :bool

Ci—epint Me—ey: ot Ni—e T [M—e:t ™ 1—e;:bool e, :boo)

™ — ele; : bool O — eze;: bool O — e 3L ey: bool

Mi—ep:bool C—e:t  T—8:T

C— e’ ere T



Exu:

Definirune fonction ¥ Qi transforme vne expression @ en eliminant Poperateur 88
(e, B¢, doit Etre remplacde parune exgression eanditionnelle)

Demontrer que sr f7—e:T alors T— F(e):T

Fle byey) = Fle))?F(ey) : False

On vevt mq poor tout expr- e de-ype T alors F(e)est de +ype T

Pour les cas sons 43 : Fest un morphisme

Poor F (e &sez) : on démontre 1o propicte parrewrrence sor lo dervation (7v—e: T

Seul cas interessant: (7 — ¢ &b, : bool ovec les premisses (7,—e;:bool et Mi—e;: bool
Par HR, ana [’ Fe)) :bool et [7— F(ey): bool

1" 1— false : bool awec un+ype qui est bien eal au +ype de &,
-> on peut-oppliquer (o régle de typage duv ? pour abtenic:
7 — F(e,))?Fe,) :false: bool

ELS: n fxt—e'?l:_ n
(Cl‘ 32)! xe-e'Y - e‘iau-t Y e.g‘xé-eﬂ,

\/Px(_e’t’: e Si x:v

ly sy
(q&,_])ixed - Clx':u—c“j [eze:u-e, 11-]
Ee\, aeﬂ—lexég Y < Ce\z"e_ey)—/ cKiz‘_e"'i

Mg si M—enT e (T —e:T alorst?_ed%¢ %3 ¢

Recorrence sor lo. defivation de M x: T —eT
- @S e T—n:ind  : [immediaf car ,,Eu—-c'a.;n)
- as ¥, x U —e-g :int: anec 7, T r—&:int et 1] X g int porregle defypoge
(e, _el)tu—"‘:= e'?xc—e"J _eziau—c",
Par HR ona: 11— i %Y int &t \""..__e,_EJ“_en] Vit
Op endéduit [y— o€ g2y iy
.cos [} x* T —Y: T ovee T le 4ype associe” ALy Par Venviconhement etendo (Cto,T)
deux SOUS Als:
. Simcy olors T=T' et Vixee‘Lc.
enandos por hypclrhe‘se, e —T
. sixFy olors T= () ety T€ 0oy
Conclusion par lo.régle detypage desVonables.
Les 2 cas destableasy sont Similaires au @s de o Soostracton,

TPQ: Projet



1010
Ext: [ Troduire entiPs]

wavention:  $og argd

$q o2
$V0 resuttar
sprOQ  spU spt€
let t = o,
l) enco nht|eafiee — [0%2[ @ [oo |
then 0
else n mod 2 + compte (n/2)

main: 1 4a0 -8l compte:
jo! compte wht $sp, 40,2
move $a0, $v0 w  $€p, 8($p)
i 4v0,4 o $ea, u($se)
syscall cddi $€p, $s0,%
i 4N0, \© brez  $00, ompte -rec
syscoll i $vo,0
b compte _fin
compte _vec: compte -6n:
rem $t0, %a0,2 i $ra, UCS)
s $k9, 0($sp) w $6&, 2($%)
subi $sp, $%0, Y odde L, $50,9
sSra $Qo, $a0,\ i $eo
nl compte

add $%0, gse,
lw i\:m OC%QQ\
ada $vo, $ko, $Vo

VERSON AN TP

compte: compte - 6ni
whi $sp, $0,2 w $ra, UCHs)
ww  $ea, u($se) w $6, (%)
brez  $00, ompte -rec i $eo
i $NO,0
b compte _fin

J(ci » PO besoin dlun Hobleqo

ifn=20
then acc
else compte (n/2) (acc + n mod 2)

let rec aux n acc =
2)

let compte n = aux n @

compte —+r: avK: QK- TeC
\ io\,o bnez $00, ovy_rec em $o, $a0,2
j aux move 4V0, %al add §o),8a), 40
i $ro wa Y00, $00, \

:| auk



let rec f91 n =
if n > 100
then n - 10
else f91(f91(n+11))

£Qu-
whi $1p, $3p,¢
w $ra, WY

¢ $ko, 100

ble $09, Sko, £q)_rec
subi ¢y, §vo,
b LA\ &a

1O

VERION AVEC FP.
£4u.

abi $t0, $30,¢

=0 §4p, U(Sse)

w $ra, W0

0 3k, 100

ble §a9, Sko, £qi_rc
dvo, §Vo, 1©
b £ Ko

subk

£€q1_reC: £ai. 6
add: 440, $a0,11 lw §ra, W§ o)
jor €4 addy $sp, $30, 2
move $a0, $vo ic§ra
0l fal

Al @0 crest llasqument
ool (e 2% appel

£ai. &im
\w‘:m., \L(‘QS@
leo $€0, (40D
addd $sp, 430,
icr§ra

Ex2: Some e: valeur optionnelle miclee pare epretentee par un pointeur vosun bloc allove dans le 4as

entéte: nbets ds leblee ,

LN champs par el dublac (O n'est pos un pointeur Volide)

None : valeur absente repretentee representee comme Ventier O

© %e:d

0 Decrire tétatdes regisires et du tos aprés V'etecution do code + valeur dans $vo

li $a0, 8
1i  $ve, 9
syscall
1i  $to,
sw  $to,
1i  $to,
sw  $to,
move $t0,
1i  $vo,
syscall
sw $to,
li  $to, 1

sw  $t0, 0($ve)

2) Some(Some(2Y)

tto

i;('\lo

1

o($v0o)

2

4(%$v0)
$vo

9

4($v0)

OX\COHOTOO ORVOOYOOL

%ao0=

letas =

b4

4 <E>2 o Q)

( 2 blocsansecutes
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3) WwmeSome »)
§v0, u( $00)
$vo, Y(vo)
( $ 0O contient un pointent yssanbloc @), dot 1e 2% chames contient un potnteur vers un boc B,
domt e 2¢ dnamps aomhient 1o valese o rechechee. onlo stocke. fervpoairement dans $vo pois
onvaive \le2¢ chames de @90

L\\ £(None) = -
£ (some n) =041
st le pafametre vaot O, ¢.d.d. None, onsontie g U etan chare -1 dans (e resultat.

sinon, onva e |e EMenv du 18 chamer e on I'ineremente de 1.~ L2 dstousies cal puis onrevient @ loppelent
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