


TD 1

EX.

xR
,

1IXII .= xil ; 1xI: le = max le
1i<n

1) Vérifier que c'est des normes
M

1 . lIXXIII =[Axi=il=il=IXI, Chomogenit

inegD n
2) D : 11 x + y (12 < 11x112 + 11y112

· 1IX+ y11=Kitilili =i+il Sine, On prend 11x+y(12 = (x+y, X + y) par def

= ((x|1 + 11y)13 + 2(x ,4]

· - ((x(12 + ((y(13 + 2((x((((y1) CS

donc (vil =0 donc Xi =0 Vi [définie] (1(x+
2+ 114112)2

· IIX111 7, 0 [positivite] Somme de valeurs infinies

2) Cauchy Schwarz

On étudie(+ 11x+ty11), 0

(x*zy , x+ty) = ((x(12+z2(y(p+ 2t(x , y)

*= 4(x ,y72 - 411y11211x11
2

<0 car f(t) >OXt

d'où < X, y)2 [11y11/Ix11
*

((x,y))(((y1))(xI)

3) Ma lIxIlo IIXII, nlIXII o

SoitXER"

-joEIN +q Xjol = max Ixil On sait que (xjol, Ixil VIin
0[i] n i

=il Ixjol
i = 1

=> IIXII==i 1) nIl XII d

-O 30

=> IIXII , 7, IIXII do

Ex 3 Caractérisation séquentielle des fermes

*

() Soit FER" un ferme (E) Montrons que FpasferméJ(xn)nEIN d'éléments def cuversXF
Soit (xk)KEIN etX sa limite

.

Fpas ouvert EJXEF", VS)o , Blx
, SInFf

Supposons par l'absurde que XF UneIN, B(x,
Yn)nF

Donc XEF qui est un ouvert En prenant XnEB(x,nRF
, (Xn) cu vers XF par construction.

=> 7970 ; B(x
, 3)<F

(Xk(kin-> X
-> IN

=> VE'TO
, JNE IN +q Vi), N , 11xk - XII. E

d'oùXkE B(x, E) Xk], N

DONCXKEFC

Or XEF contradiction XEF

Ex4) SA= A E

1) IR" i = IR"(A
,

Siferme ↑ ouvert
,

doncVi ferme

A = In+ (A)
,
i = Adh(A) IRU F

=R"A

n°CA (Douvert d'où

IRIA<IR"A IR" A CIR" no

d'où IR" A <IR"A (stable par inclusion



Supposons par l'absurde que l'inclusion est stricte
&

7)xIR" A (IR"- A)

·
Six EM"A

ça ne peut pas arriver

(A) donc XEA

doncXA)
-

IR"A fermé donc M"-IA) est ouvert

XEIR"(i"- A)

78 +qB(x,
S) CR"\(R*A)

=>IR" - A CIR"LA
-

=> IRP(M"-A) CA
passage au complémentaire

B(x ,
s)M(A)Ch XEi Absurde.

GA=-A = M("-i) ,
d'oi SAfermé .

↓

fermé "ferme

2) 2H = EXER" If 370
,

B(x
,
SIMA + 04 & B(x

, E)n(IR"(A)O
S

F =M(A)MIRI =LA = SA

3) SA = SAS

SA= En RLA

G (IR" (A)
= RCA MI d'où SA = SCRYA)

4) A ferméE SACA

() A fermé, SA =
Eli = ALE <A

(E) Si SACA
, MpH= A

# = La°UA8

=
Savi CAUA =

A

d'où #C A

et AC d'oiÄ= A

5) A ouvert E SANA = Q
-

#

=MAfermé SBCB I
E SACM"La

(X5) D = {xfUihi(x)0f1fi< p4
1) Dest ferme

Notons Di = [xEU ; hi(x) -
204

P

+qD=Di
i = 0

Les Di sont fermés car c'est les images réciproques des fermés J-0
,
07 de M par les les applications continueshi.

Donc Dest un fermé.

2...

3) x(SD , mqFi +phi(x) = 0 4) Exemple D'XP
j

Dfermé
,

SD = DID
↓

h(x) =0
.

D'= 0 (h nevarie pas
orD'CD d'oiSDCDID' d'oixSD XEDID' h: R

->R
↓

ouvert donc Ji +qhi(x) = 0



EX 1 .7 :

f : R>R forme linéaire

1) MqJVfflR"+pf(x) =<Vf,
X]

. existence

Soite, , en la base canonique.

On pose Xi = f(ei) pour in

Uf =(i) , an)

Soit XERX
=Exili

f(x) = f(xici)= Xi f(i)=xixi = (Vf , x)

2) unicité

Si vivérifie < vi
, X) = f(x) VxER

Ona fleil = <Vf, ei] = Xi

Mais Flei) = [Vi, ei]

d'où <V: ei)=Xi Vi
M

doi V= [(v,ei) ei=e
i = 1

Ex 3.

1) K compact Et VMnEK , 74: IN-IN extraction +pMy(n) > MEK

a Soit(Un)nEIN une suite convergente +q Un , MnEK . Notons Usalimite

K est compact donc 74: IN-IN +p My(n) > l'CK
n- +0

or (Un) est convergente donc MeinI > M parunicité de la limite

n++d

Donc M='EK
.

[caractérisation séquentielle desfermes]

b) Supposons K non borné
.

(Xk)KEiN ,
XREK Vi et 1/ Xk11 + + ox

7): IN-> IN extraction +q xe(n)-> XEK [K compact

d'oi11xy(n) 11 <11x11 +o - la norme
11-+d

est continue

Contradiction : caron a aussiIl XyCn
n+o

7+d

2) FCIR"fermé et bornée
, (XK) Kein une suite d'éléments de F.

a) On note Xk(i) la ième coordonnée de Xk

Mq7 (xy,(k) (1)kein
sous suite de(Xk(II)Kein qui converge verse ,

[Thm Weierstraß] Ona Bn-dn+ = Bordn =2xent réponse de la correction,

On saitque X(k) E [-M, MJ car xin est bornée
.

On pose Fo= SMM , ITKotBo,B ·
A, > > An tous infini

On Choisi(1) E A,

[i = Exo , Co
+Bo Al est infini donc 74(2)EAzL Y()

:

Il y a un nombre infini d'indice ntqXn(1) El etIn (An+pY(n))4(n- 1)

Con choisi le 'bon' I, qui a unb infini determes

pourl= Itou I, EnXnClfl} infini Donc U: IN-> IN est strictement croissante

Supposons In = [an , BnT et En un (1)In est infinit et Xycn)[In , et Xy(n+ K)EIn En

An

On construit de la m manière In+1 et Anti (Xy(n) est de Cauchy = Xy(n) converge



réponse reformulée :

Comme F est borné , il existe M)O telque FC [-M
,
MJP

On note lo=C-M , MJ et Ao = EnEIN; Xn*E 103
On divise lo en deux sous-intervalles de même longueur

Is = [- M ,0]
, 18 = [0, M]

L'un des deux ensembles Ab = [nEAo, XnElb] et A= GnEto , XnE18] est infini .

On choisi celviqui estinfini, notéA
, et l'intervalle correspondantIk.

À chaque étape K
,

on divise Ik en deux parties égales et on choisi l'une des deux contenant une infinitéde Xn".

On obtient deux suites: (Ik)KEIN d'intervalles emboites

(Ak)KEIN d'ensembles infini décroissants.

La longueur [kl =
2 M

> O donc ilexiste un unique point liEMIk
-> On choisi ensuitenAk croissante et on a Xn" -21

réponse correction :

K est borné, donc lasuite (XK(II)KEIN
est bornée. Or, c'est une suite de réels, donc par le thm de Bolzano Weierstraß, il existe une

sous-suite qui converge.

b) Il suffit d'appliquer lemême raisonnement quià la question précédente à la (suite Xe, (4) (2) KEN

c) On obtient 4,, 92. Un

X9, 0420 ... On(k)(i)-> bi Vi
↓ F

X4
1 4n(k)EF e EFI

en

* reponse correction :

En procédant par récurrence, on construit les sous suites (Xe
, 0 oYm(K)(m) KEIN VI men qui chacune converge

vers Im . Posons 4= 4, 0 ·Yn . Alors , VImen, (Xn()(m)) kein
estextraite de lass suite précédente,

donc converge versem.

Autrement dit, XY(k) (li , , lin) .EK
[ car K est fermé.

3) Soit (Ak)KCIN +q UnEIN, AkEO(n)
Posons Ak , Ap , Au les vecteurs colonnes de Ak

AkE0(n) donc Fin , Il a l =1

DoncAlEBf(, il ferméet bornéde IMP, donc compact.

Donc VIifn
,

il existe P : IN-IN strictement croissante telle queA Bl,

Posons 4 = 0, 0 o 417

Alors Ayck) = (A'y(k) Ack1)
i ++> (Al, - Ay OnCIR) carOnCIR) estfermé (*)

(A) O(n) = [A "AA = 1d}
Posons f: Mn(R)->Mn(R)

A +HA-Id

donc On = f-50: 3 , 20 4 est ferme

fest continue car lesentrées sont polynomiales
d'où O(n) ferme

M

4) Dans R?

Soit Po la projection sur l'axe des abscisses parallèlement à la droite d'angle 0.
N

L'image de (0
,
1) par Poest (-tano)" , O) donc II Polk, tan(O) -

X10 ↑
>

L'ensemble des projections n'est pas borne.



Ex. 3.
2

1) UML O FRM si ll XII)/ Rm = f(x) L, M

2) On pose M = f(0)

3) fest continu sur Bf(0,
Rm) compact

f

DoncJxotq f(x) = minf(x)
XEBf(0, Rm)

[Thin des bornes atteintes]

Montrons que f(xo) est le minimum global.

Soit XERen
.
Montrons que f(x) > f(xo).

cas1 XEBf(O , Rm)-

f(x)7, f(x) par définition de f(x) = minf(x)

cas2 : XBf(O, Rm)
XEBf(0, Rm)

Par construction, f(x)
,
f(0) >

, f(x)

d'oif(x)), f(X0)
.



TD 2
Ex 1

. 1

f('EX1> Jf(x) est continue de IR" dans MnCIR)

[Ona f: IR" > Rm

(X,, , Xn) , <(f,(X, , Xn), (fn(x,,, Xx)]

Jf(x) = +f(x) Jf(x)
2x1 8xm

afn
[X) Ofn(x)

XXI 2Xn

Sfi
X1 < Jf(x) est 20 Vi, j X1 est continue

# f est (par
&X
definition)

Ex 2
.
2 f :RRapplication linéaire

1) dérivées partielles def

of (x) = lim f(xxf(x) siga existe ou f est linéaire donc f(x) = AX s XEIR et A = Caisim
8X; t < 0 jan

f(x + tei) = f(x) + tf(ei) = Ali = ième colonne dea

d'où f(x +tei) -f(x)
= f(ei) > f(ei)

t t > 0
(v Dfx = A , Dex( =AHD(=fX

d'où Of ERM existe etvaut flei)
OXi

2) différentielle de fen tout point 3) +Cl ?

f(x + h) -f(x) = Dfx(h) + o(((k() ↑ h fixé
,

or f(x+h) -f(x) = f(h) par linéarite X1 > Dfy(h) = f(h) est constant donc C'

h1 > f(h) est linéaire en het 0 >0

11h11- 0
donc f(x+h) = f(x) + f(n) + 0

M
d'où Dfx(h) =f(h)hER

EX 1
.
4

F(x) = (f(x) , X) => dérivées partielles +C'

D+ x
: LCRP,

IR *) Etapes:

DFx : L(IR" ,
M 1) écrire f(X+ h) + developpe

2) identification des parties

linéaires (en h,à X Fixé
F(x+ n) = (f(x+h)

,
x +h)

↳ des 2 côtes

= (f(x) + Dfx(h) + o(h) , x + n] -donne unterme en h2 3) Montrerque le reste est

en o(11h1)
= (f(x), X) + <Dfx(h), x) + (f(x), h) + <Dex(h), h) +<o(h), X) +Co(n) ,h

linéaires en h pour un Xfixe

On pose Ax : h1 < (f(x),h) + < Dex(h) , x]

Ax est linéaire.

F(x + n) = F(x) + 1x(n) + <Dfx(h) , n) + [o(h)
,

x+ m

< Dfx(h) ,h) IlhIl
. IlDfxCh) Il Cauchy-Schwarz

d'oi 1 <Dex(h)
, h> l = 0(1)h11]

De meme, (0)((hl) , x+h 1 = 0(1lh(1)

On a donc F(x+1) = F(x) + Ax(h) + o(l)h()

FestC' car fest polynomiale en les fi et Xi et chaque fi estC'



Ex 1 .
3

B: R"XR"
< IR forme bilinéaire

17 B co

B forme bilinéaire donc JAEMn(IR) +qB(X, Y)=x , Ay]
où A = (B(ei,ej))i

, jn

B(x ,y) = B([Xiei , [xjej)
écriture de la bonne

= [xiYjB(ei , ej) ( bilinéarite manière
·

i
,j [ => polynomiale

~ Best polynomiale en Xixj donc Best CO

2) Différentielle defentout point
Soient hx CM

, hyEIR

B(x + hx
, y+ hy) = B(x,y) + B(x

, hy) + B(hx , y) + B(hy , hy)
On pose Axy : (hx , hy) , < B(x, hy) + B(hx , y)

donc B(x+ hy
, y+ hy) = B(x , y) + Axy(hx , hy) + B(hx , hy)

↳ (revenir à ladefinition)

où /B(hx , hy) = < hx
, Ahy> /11hx11. 11 Ahyll = 0(11hx, hy )

↓

= 0(1)

terme linéaire

d'où DB(x,)
(hx, hy) = B(X , hy) + B(hx, Y) XX ,Y)EIRXMP et Vhx, hy R

Ex 2
.
4 M < MK

nMnCR)

1) CO?

[Note : dans le cas danst

Fix 1 < Xk
, DFx(h) < Khyk

car : (x +m)
= X"+ K.

hx"+ polynômeen h d'ordre7, 2

CMAH)= (MAH) x (M + h) x x (M+ H) C! le produit matriciel n'est pas commutatif)
I 'Kfois

= MP HMP MAMPET MIPHM MPH + termes avec au moins deux foisH (= HxH = 0(H) >

↑ M fixe' :

AM : H I CHM M. MIHMKi MEMn[T)
11 MIl = sup 11Mx /1 norme

XE B(0, 1)
11 MXNIl X II M II . II NI

Donc (M+ H)= MK + AM(H) + termes avec au moins deux fois H

↳ 2H /H 112. 11 MIlk-2

"O(11HIl)
3) f: M > M2

df,(H) = HM + MH

dfM++z(H ,) = H, (M+ Hz) + CM+ Hz)H,

Hi fixe M , >dfCHi ) = H,M MHI = H , M + H , Hz + MH, + H2H
A

MnCiR] est linéaire
. = dfm(H ,) + H, Hz + Hz+

Il
La différentielle de cette application est elle-même

terme linéaire + o(((Hz11]
2fM(H,, Hz) = +z+HzH en H2

d3f= 8 =(ne dépend pasde M Hi , Ha fixe
~ fonction constante] Mi < d (H,, H2) =HitztHzt

2
M+

(HIH2) = HzHZH =CfM(HiHz)



EX 2
.
3

Mi > det(M)

EMnSI) EIR

1) Cos

det(Mij) = [E(5).Mi,il
SE8n

polynamiale en mij donc fest Co

2) Dérivées partielles au point Id + différentielle

* espace de départ : MnCR)
dim = 12

~ n2 dérivées partielles

(Eij) base de Mn(R)
j

D det n'est pas une application linéaire

det(Id+ t(ij) =det)
I

i

j

Si i =j det(Id + tij) = det I O = 1+ t

'+ t -i
01

~ Of (Id) = 1

-Fi
,j

Si i Fj : detCId +tij)=
t

= 1

O I

doi of (Id)= 0
&Eij

différentielle :

(H = [hijfij dfidEY(MnCI), IR)
i
, j->

PfI(H)=(

-hii = TrCH)

3) AEGLnCR)
f(A+ H) = de+(A+ H)

= det(A(Id+ AH)
= det(A). det[Id + AH)
P det(A) [detCId) +Tr (AH) + o(1)11)]

= det (A) + det(A) Tr(AH) +0(1)H())
Comme H > det(A)Tr(A+H) est linéaire deMn(R) - IR

dAf(t) = def(A)Tr(AH)

A"= COMA

det[A)
-> dAf(H) = detATr)

+

COA H) = TrtcomA



4) En déduire la différentielle entout point

GLn[]estouvert

GLiCIR) = f"(IR 503)
GLn(IR) <MinCIR] est dense

M > dfy(H) est Cocar festC

Si MoEMnCR)
, JAmEGLnCI] +a Am-> Mo [densite]

m-> +N

Parcontinuité, dfam(H)
in ,fMH)

II

tr(tComAmH) < dfmg(H)

La fonctionAComAest Co

Si Mm > Mo , tCoMAm > [ComMo
donc Tr(tComAm XH) >Tr(tComMoXH]
D'où dfMo(H) = Tr(+ComMoXt]

NOTES

MoEMnCIR) GLiCIRY P(E) vEPX/

Soit r)8 3 -+

ocardet(1d+)
P(t) = det (Mo+EId) est polynômeenE P(E) n'est pas nul et est degren
det (Mo) = P(O) = 0 par définition de degréau plus 1 O , X11 , Xn-i des racines deB

. 3 < +o SId + Mo= E(Id +M fr >,min((xi) =P
,
150

-> det(Mo+Eld) = {"det (Id +M sir<min((xi) P(12)0 Mo+IdEGLnC)
i(n-1

5) M> M
+

a) M=
1 <Com(M)

det(M)

Les coefficients de la comatrice sont polynomiaux donc de classe Co et le determinant est une fonction de classe Co
,

donc il en est

de meine pour l'inversion.

b) On commence par calculer les dérivées partielles. PfI(H)=(
Si iFj,

alors :

(In + tij)"= In-Eij =bisH

car(tij)2= 0

donc (In +tij) (In-tij) = In-Etij = In donc Dfid(H) =
-H

donc la dérivée partielle correspondante est-fij
O

· En déduire la différentielle en tout point :Sii =j : In+fi = )'o+1, Soit AEGLn(IR) et HEMnCIR)

E = 1 +x

(A +H)" = (A[Id+ A+H])
-

a = 1-E=doncEntfil=(o =In = (Ib + A+H) A
- D! (AB)"= BA

- 1

=) Id - A-H + 0(11H(1))(7+

donc la dérivée partielle correspondante est - Fin = A" A + HA - + o(((t))))

donc la différentielle en A est Hi > A"HA+



EX 2
.

1

fiR > RC

1) MpF(, ti f(x-ct) & E: (X,E)f(x + ct) sont solutiondeF
OF (xit = f(x-ctx C

= xf"(x-ct) .
Aussi

,

GE(xt)
= f"(xc=

GEx

2x2 2x2

=2

donc
aF

= c af

dt2 2x2

2)a) P :R < R2

P(x , Y) = (X+
Y, 4)

F= Fo . Mqzy= 0

Ona(x) =( et =0

Aussi,yay = F"(P(X , Y)) x0"(X,) = 0

b) En déduire Jf, g : R
->R +qF(x, t) = f(x-(t) + g(x+ct)

OF
= 0

2X8Y

) =0

(X , Y) est unefonction constante en X à Yfix

(X , Y) = C(Y) ou Dest unefonction continue

Soit g(y) une primitive deDC4) . gi(Y) = G(4)

(X,4) = Eg(Y) p((X,4)= ) = E" ,
t = E)X

F=Fod) F(t, x) = Foq
[F(x ,y) -g(y)]= 0 Y= X + ct

, X= x- ct

#X fixe: #(x, Y) -g(Y) = G (X) où c est unefonction de X
-

F(X, Y) = g(y) +((x)
F(t, x) = g(x+ct) + G(x-ct]



Ex
.
3. 1 f(x , y) = x2+ yz + xy+

1) Calculer le gradient de feten déduire les points critiques .

f(x
,y) =

2x +y

2y+ X

f(x , y) = 0 = 2x+ y = 0

EEXTYEX=
0[2y+ X = 0 E

L'unique point critiqueest(0, 0)

2) determiner la nature des points critiques en utilisant une identité remarquable
stuer lestermes mixtes"aXY.

f(x , y) = x 3 + y2+ xy+ 13
=(x +(y)+ yz -y42 + 1 =

x+ y) +
x-+ 2xy+42 + 1 = (2+42 + 1 +

(x
+y(2)2

= (x+(y)+y+1-
1 = f(0,0)

I ↑

somme de deuxcarres

~>(0 , 0) est un minimum local

(0,0 est un minimum global

4)g(x,y) = x2+ 42 + 4xy -2

gradient+ points critiques

g(x ,y) = 2x + 44
=

2x +44 det(42) + 0

24+ 4X (4x+24

g(x ,y) = (0,0)()
-

2x + 4y = 0E)X= y= 0

- 4X + 2y= 0

L'unique pointcitique est(0
,
0)

5) en étudiant la restriction de g à deux droites bien choisies, determiner la nature despts critiques

g(x , y) = x2+ y2+ 4xy-2

= (x+2y)2- 4y2+42-2

= (x+2y) - 342-2

On pose 4 = [(X,y) ; X+ 2y = 0 3 = Conapis les termes linéaires au carre]

(2 = [(X , y) ; y= 03

Ona: (x,y) (4 ; 4+0

9(x, y) = -ya - 24-2 =g(0,
0)

(x ,Y)EL4

g(x , y) =(x+2x)2-2) -2=g(0, 0)



Ex3.1)

f(x,y) = x) +y2+xy+1 g(x, y) = x2 +47 +1xy -2

1) Of + pts critiques 3) Vg + pts critiques

Vf = (2x+y, 2y+x) -g = (2)
-

2x+y =0 = x= y =0

L 2y+x =0 pt critique : (0,0)

2) Nature des pts critiques 4) nature des pts critiques
f(x ,y) =

x2+42
+ 1 +

x2+2xy + 42 g(x, x)=(2-2) -2 =g(0,0
2 2

g(x ,
-x) = -2x - 2-2 =g(0,0)

=
xz+ 42

+ 1 +
(x+y)2

Ainsi il il/y apas d'extremum localen-2 : on aun point selle.
2 2

->(,yK, 1 min global en(0
,
0)

Ex2) (extrema locaux +globaux des fonctions
(...)



TD 3 - Contraintes d’égalité

Ex 1
.
6 C= G(x ,y)EIR2; (x2- 1)+y2(4} f(x

,y) =xY

1) MpC Compact

fermé: Posons g :R2 IR

(x
,y) 1> (x)- 1)

2

+ 42

g est continue car polynomiale,
C=g(]-o , 4.1) est ferme

borne: Soit(x,y)EC
,

ona (2-1)"+ 4234 ferme

=> 42 74 => 14142

de même
,
(x2-1) 2 ((x2- 1) 2

+4224

d'où 122-11_2

((x2 - (11) < (x2- 1142

=> x-(3 = (x)
-
>3

On a montré que CC [-V,
53] x [2

,2] d'où Cestborne

Cest fermé et borné
,
donc compact.

2) En déduire quef admet un min global et un max global
f est continue, Cest compact ,

donc parthm des bornes atteintes
, fadmet un maximum etun minimum global surC.

3)a) Xf(x, y) = (y ,x)
b) Mqf possède un unique pt citique dans Co+ le déterminer

(x, y)(+p8f(x,y) = (0, 0) = (x ,y) = (0
,
0)

Réciproquement, (0
,
0)ECo et est un ptcritique.

4) a) fc=
c)

= (C = 2(, y) ((2; (x- 1)2 + y2= 43
b) Y = xy - X((x) -12 + y2-4)

1-⑫ = y-X(2(x - 1) x2x) = y - 4x(x-1)x=0

=e
y= 4xx(x-1)

,
x= 2xY

comme yo (car (0,0) fGC)
On trouve X==4x)don(8

c) pts critiques

En remplacant le résultat précédent dans la contrainte
,
ontrouve

S

(x2- 1)2
+ 2x2(x2- 1) =4u3x4 -2x-3 = 0

x ==

g(x ,y)= 0

=> y2 = 4 -62-172

= 4 -( -1) =...=2

9

4 pts critiques : (F,
5) En calculant les valeurs de faux pts critiques sous contraintes , eten comparant à f(0

, 0)

on trouve f(xt, y+) max et f(x, y-(min.


