3) Determiner ce minimum
O Le lagrongien est:
&‘ta\:,v, TN ,)\5 s -x? -y? -)q(zx-;-y-z) +N2 % +)\3\/

@ systeme RKT: (A, , 0, N3€0 car clest UN Minimum )
-2x -2+ M =0 ()
242 -3 +2A3 =0 (2)
M(axrwy-D=0 ()

Nx=0 [\
>\3 Y= (e] (S)
dishinctionS des Qus:
(2 M =0, 6:%0 Wniinodive.
N F 0N #0, AM2=0etA3:0, M#0OekA3 =0, A= ek Xy =0, etwoirles Sous s pour Ay, powr ensuite dedoire 2il existe des poiﬂhci‘ﬁque.q
®)Resoltion
I { )\2: )\3 =0

() 2 22 -24=0
(2) 2 -2y ~\=0
¢ 81 =0, x=y =0 e SINF0
() 2x=-2)\ 7> X=2
Pointentique: (0,0) (2)-2y=M ]
('33 2cay=2 = UHysy=2
>y= 25
o done. x= V8

K . 2
pt ontique: (3§ "g‘)

—> si MF M £0
(W) (&) = x=y=0
ce qui implique \=0 (2)
(1) = Ny =0 contradichion awec l'hypathese
Done c= cas n'est pas passible (en effet, @ comespond av @S A3 les 3 ateintes soet actives)

— §iM220, M F0 —8i Aa#£0, M=0
) > y=0 () > x=0
(1) > 2x-2A=0 donc (1) = =27 +N2=0 donc N#0
(2) = —N+N3:=0 done (3) = y=2
> N=M done N0 (N\=0 impossible) | Paint eritique: (0,2) |

donc (3) > 2x-2-0 Dx=\
| Polat ertique: (1,0) |

(©) Voleurs def en lespts attiques pourtrouver le min global:

£(0,0)=0
£(o,)= (0,2) est le min Qlokal

€(,0) =-
(s, 2s) =-\Is




Ex2.2
BEMR, AR SR, (x,9) > 2+ Ry sous les contraintes:

xX%3y2-5<0
[ x-y-240 les controintes sont qualifices enon point
) Mqles contraintes  Sont toujours quolifiees si les gradients des cortraintes actives ence poirt
on note hy(x,y) = a2 +y2-S ebhy(x,y) =XY-2£0 forment vne famille libre
Vhy (x, §) ==, 2¢)

Vil g) = (1, -0

gi_gevle hy est active:

x2¢ \f’ -$=0

= (244225 (x,y) # (0,0)
donc Uh(x,y) = €0,0)

Dorc lo. famille Ewhy estlibre

si sevle b, estachive:
Vx"l ’ Vh] =(l|'\\ ¢ (010)
donc § U} foome une Qumille libre

Qi et hy 00t ackives:
Y X*+y? =G et x-y=2 (D
Sopposons Ix g Thylx,y) = A Vh, (x,q)
2x l
ot (2y> = 7\(_‘)
2x = A
2y =-A

= 2x+29=0
= X= -y
dofc (2) S -2y=2 =y=-l et x=I
or () 24 cntrodiction
= §Uh,, Thyy Remeat vne Qamille. libre (e send pas @linedires dans R?)

<]

v Les grodients des contraintes actives forment +ovjours une famille libre
> les contraintes sont qualificer en ot point.

2)Valeors de B poor lesquelles(-1,2) est on pr erfique. 3008 cxviraintes
(le pof enTD o juste retoud le grobléme dloptimisadion engeneral, ?oorﬂ\suﬂe,-\-rouw [3(([ expime X etyen et deB\]
(U Lograngien:  QPlax,y, X ,0g) = 2x4By = A\ (x? 442 -8) - M(x-y-2)

@M‘ KKT=| 2-2MT~M=0 ()
B-2ay +N2=0

A(x*4y2-6)=0 ()

Mloe-y-2=0  (y) [ +reCiproquement, sif3 =~y
on pevt prend®@ A (=-lex A\2=0
_s contraintes actives en(-1,2) (la Seconde contrainte
hi (-1, 2) = (-0)? +22-5 =0 = atrainte 1 a.ctive est inactive) por vehier que
hy(-1,2) = -1-2-2= -S<0O = contrainte 2inactive (-1,2) eston pt citique Sousantraintes
done Az O )

S oohmve@
(M= 2-2:(-D=0 = 220 =-2 = \=-1 {0 Vek
dove () D - W:-N+P =0 3|B=-Y




'5) minitom global?
venfier que D est compact:

D= E (%,¥) ER?; 32442 &S yx~y $2_2] fermee car de'Rinie par daine'salﬂ'e's lasges.

Deplus, UG,Y)ED alors X2 x*+y2 S

> x€[-15,5]

y2§ XP+y2 &3 et y € [-45,5]

Donc Dest bornee.

O est compacte

Oe plos, £ est cortiaue (rpalynomiale)
Donc fadmet un Mminimum qlobal sorD.

poitds entiques pour |3:-L(:

- st =0
Ao =2 (MPOstible cor Ny €O A2 -y-2) =0
— Qi )\2?0
) ynx =2 (2) = 2MNY= -Y
-\
= Yyx=zl = xzUN = My=-2
=D \y= -2
— ™

=N =-l CcarM £0O)
daonc X = -\ et Y:?_

voleur de£en ces points: ~10, 6- V6 et §+44¢

KKT=| 2-2MX~0=0 ()
4y +R220 (5

A(x24y2-9)=0 (3)

cw)

— i MM FO
(K) > x-4-2=0
=\y==-2
N = (2-2D+x228 = x?-Ycey +x2 =5
=>ax?-4x-1=0
A= \>’-'-|<1Q=“"Jt Q2 =2y
atz U2V gy

Poittsedti que: ( \+¥6/2 ,—\*'ﬁ'/zv)

(l.ﬁl;, -\"{2/23

~> donc 6n0-UN Min global en G-\ ,'J-)




Exa3 13/\1]1202S Ex0s2.3,28

flx,y) = x+y
x+y <1
l) En quek points les contraintes  soM -elles quatifices?
h(x, y) =xy-1
- v h - 0 ==
Vhix,y) (,x) Vh(x,y) (0) & x=y=0

Rinsi lescontraifttes 2ot qualifites Vix,4) £0,0).
Blez ne sont pas qualifices en (0, 0)
2) Trouver lunique pt o0 les conditions KKT sont verifices

L= x4+ y-A(xy-1)
KKT= ﬁ: - 2y=0
z:’ 21X =0 /
N(xy-)=0
@® sixy-1<o (lo contminte est ino.c:tive) (9»0)
=>2A=0 Ni] stilya un point critique a Viederieor, (- ‘\Q
KKT => 1z0 impossible ~ abrucdite”
T
@ »y=!
y= l/'JC

KK T=y [l-_;\?=o > A=x
(- 7 x=0 = R:-lx-
X=Yx =510 <> x =%\
On trouve (X =, y=0) = O (rdoit e <0
(xz-1,y=-) A<O
Donc l'unique solution es+(~1,-1)

P ™
3) Hq e pom-l- nest POS 00 extremoa. local Conprend dey soites Quitendent vers -1,-1 4q € (xn, qn}lxtc\ O /£,y I<EC, D
2 pasun

e (-1, -0) = -2 (on pose PE)=-E2-142¢ o o)

(-t =) = -t- T<-Q_ (pour b proche de 1) pc) =0

P(E) = -[£2+1-2t]
-£3-1 a2t =-(t-0)"¢O 4k
donc (-1, 1) ntest pas vh min ol v VEER, -t - (—2 l'-;“\

et (-1, ~) n'est pas on max local:

£ (-t -1at) = (-1+B) + (-14k)  (E7O)
= -242E -2 YEYO

d'ol (-1,-1) n'est pas un max local.

25
TR2_JMR minimiser Sous -contraintes: z x? +y2 <Y
x,v|_}XC|+l.’a) V)l" ma/'-l

3 Justifier I'existence d'on minimum global =x2+y3- 4, hy = (- X2 3:7--7
Posons K= F(x,y) € R? ; x? 442 <y byt '):’/C(‘ﬁ

D est defini par des inegalites larges, done D estferme’,

Si(x,§) €0, x*+y2<Y donc x€[-2,2]et y€ -2,2]



D extferme’ et borne’, dgnc compac,
f est CO dessys. Done £ admet on minimum glokal,

2) Mq les contraintes Sont qualifices en 4out paint

Vh,:()x ) Vh,_:{"/zx)

2y -1
(th VhA paslibre & ) x=¢=0 ou

dd‘(m‘\l,Vh)):O 2x 'Lz'x =0

29y I
»-2x +xy=0

(vhl , Thy) pas libre = x(y-2)=0

D= Fag0yNEh <o}
Sip€Tx :oljno
p= (O,) 00  42-4 <O
[ - x£0

>aY ] agli=2 «€0L2]
s o €1L20  t(p)<O et hy(p)<O
sinon, o=l ou ol =2 mais une Sevle condition est active
Pour tout Vhi(o,N 0  Th, (0,1) #O

Uh(o2)#0 Vm(0,2) #0

Dans les deuxas, p=C0,1) au p=(q 2) , les Contrairrtes sont cualifices.

et 3} V:lenD :fCQz)ﬁ
1+ qualife’

'S) o.)écrirc le Systéme. RKT

kf 'x-(l;;l/’) /A. (%2y2-4) {:,1;( - x= t/‘)
_a_ = (Y- Qrffu 0 )

KKT- e¥ _ 2 (2)
xy-2 o
» /‘““/"/41.
/ﬁ(x’ﬂ,? ~4)=0 Q)

/"‘z( (- ‘/) @] w

b) On sugpose les deux cntraicvies sovtastives. Calculer o, ¢ 5 o

(h=1,=0)
X?+q2-4=0 [ x?+4y2-4:-0
[ ’X._" .'.\_Ll =0 ‘-Iz -‘-H-q- "(l/:O
Q
&E [ X y2-4=0
Yy-0=0  CUEie.
doﬂc 3 Oext pas venfice.
_ (-0
(2, = (2,0)
en '.>C-=t2, vy=0

R _.. o ¥ _. _
L i Ao

ot pest sur Vlone des draites

Soit avasne des deox )
1 qodi ents frment
une fomtile libre

(9pED sip€ Ix=0Y U Ty=2Y
pest Quali&e
sinon p € fa=04Uf y=2Y

0
(Iniled » Phyte)) libre
clonc pest quali e’



dons les deuxans,/ﬂﬁo pas possible, e rify @52t My=O et X3+ @=\
(x =-2,4=0) W) 3 wv?s2mx
C) on suppose quiune Seule matrainte estactive (2) = ayx=2my
@st: =0 et I-x%-y=0 Siy=0, = ¥2 . maiS ix=2, W O. done x=-2

siy#£0, (D) Dx-= 2m
donc (V) = +y? 22

2:!:\/ 'l-/‘]_: (»)
2 2x?-y2-1=0 etxr: L-y2

y= 1= Xy
"‘7/“z=‘2‘l3c daas (1) > - 2Yy2-y3-1=Q p -2+ =0
domne y2 =ty-uy2 (X 4- Yy @r b,=0) IR PRV LT
i.e.Sy2- Uy 41 =0 cette equation 0'a pas de Solution = x = ¢ \El_s (-@/3, '513\ VedGe m; 0.

@[ Iy + 22 =0

d) En deduire le minimum: ilreste lecas od les 2 conrtrainrtes Somt inadives Jhizma=0 of ilnty o. pasde solutions dans
ce@s. On amlwle f(chogue voleur) »

Exercice 2.4 (pos fait en TO) ) deX
X1 Yn Um 3C n‘L {'hb deVY
cabt de fobncadion: Clae, y) = 5224+ Sy -2y ~2x. -(DOCO

\) x,y ERY | 0(x,y)=?
PCx, y) =X+ '3k/ - clx,y)
argert generd at de. roduction
par \es yoito res
2) Qapacite de produchion: 20 joets par joue
On cherche 4. maximiser P savs 1o cmratinte x4y =20
On pote (x,y)= x4y -20
VUqlx,4) = (1,0) 2£ O entout point.
On peut donc utiliser lo.methode de Logronge.
Q(x,v, Nz P - Aglx,y)
on feswnd lesysiéme: VPG, )= AVUqlay) | Lx D=0
1042443 =N = ~10x +2Y+43 =-\0y +2:x+3
[ -0y +2x 43 Y N 2y -2x =0
= Y4Y-x=0 Yy=-2
En_remplagant dass lo- condvainte on obtient x=y=10
(10, \0) = 260
Powr les conivaintes addifionnelles %,y 0 ,elle nesont pas venfiees surD ssi (x,4) =(20,0) av (x ) =(0,2.0)
or €(0,20) = €(20,0) = -QUO donc le maximum est bien atteint en (10, (0)

3) Cophimisation asec X +y £20 |
On pose hi(x,y) = ~x, hy(x,y) =-Y, h3Cx,q) = X+y-20
1) QualiGaation des aacstraintes
Th=(-1,0) , Ty =(0,-1), Tha= (1, 1)
- \es Svecteurs pe Rorment pos une famille bibre dans Yy
> st on prend tun Cils sovk4ous 7 €0,01) o deur de ces veeteuss , 1o Rumille est libre.
> 1 sofiit dorc de. VOIC que les crvtraictes ne peovent pos étre. adive en ™ Hemps
Lon auratt x=z=y=0, 0=20 impossible
Do les contraintes Sontqualifices entout paint .




2) Lograngien
QCxy, Nyda Nl xedy - Cl,y) gy + Aoy - Ma(x+y-20) avec A, N, )\3>,0 (il slagit de mavimiser )
3) Syséme KKT:
M0 +2y+3 4+ A1 -A3=0 (1)
-0y +2< +3 ¥A2~A3 =0 (2)
)\\'J:T-Q (3)
)\2\[ =0 (10
A (xry-20) = OCS)

y) Resolution:

[ cas- AN=ANyz o, M #)\7_'#0; AN=0; N #0 >NFO; X,_:Oj
si Ng#0: X4y=20 nous somme dans lecas traite pretédomment.
On suppote \g=0

—> S M=A2 =0 (hy, by inactiver)
o > -lox+2y+3 = O =>':L:\f
() = -\oyx2e #3=0 J o) >-Qr:--3 2= =y
poict evtique: (?/3, &/3)

— SNFENF#O

on auait x=y=Q e done V) = A= -3 cequi coftvednt N7 0
— SO #£0, X220

(D= -Ox+2y+T= -\

) > "\0\{-\-'2')& +3 =0

() x=0

donc (2) = -\oy=-3 =>y=3ho

done (0 > M= Yo+3

= M <0 cequi Matredit \D,0

Y S\)\\’O, }\’)_¢O
(W) 2y=0
done (V) = - 10X +3=0 3 =o
done () > ;\2._. )% -2
= N2<0 cequi contdit \20

P(3/ e, 3/9) S (1o, 10)
donc le. profit sera. plos grand sion nNe produit pas o pleine capocite’.



Ex 3.) 6oco qeosses vorluns
10000 pelites

600 unvtes o ~ {( favt yne vnite’ dec
40O uniteS caoutdiouc  etune dlocier pourproduife une pefite Voiture
une unift’ . et 2 d'acier povr produireune grande voiture
1) %: grosses voitures
y : pdites vottures
£(x,Y) = 16000+ (0 QOOY moximiser
gousies contraintes x+y < 40, 2x4y 600, =2 0,y20
anpe by (x,4y)=-x
\-\-),Cx.,q\ ==y
tyC x,y) = =4y - 4OO
by (ae,y) = 2x4y - 600

Ono: C= G st £0 ;A€ $1,2,3,u)

est compack cor Rrme et bome. et € ext (Odenus, donc Fodmer yn mavimom surC
C cequi & €+ foit enTD J:
Par tedvm de o solution sommet, la. Solution est sor un commet ( pblinefof"e\

[ b,y )= )['xw-Lm 0

= - . P xzyz2CO
hyCx ) =0 23 +y 60 :=0 Y

(En ignorant les contraintes byetty )
£€200,200) = 5200 000 &

idK Why he storted Yecting the other ones2?
> [ (N0 & x=y=0 hioy)=0 & x:=0,y=6a0
b2Cxe,4)=0 £C0,0=0 [

[h| c,4)=0 &x=0,y=-l0
‘\ng,q)-_C)
hyCxip=0 400, &)= Yoooso £0x,4) = Lo 000

[ halxx) =0 &) x:=0, V=m| =0 Xz wony:0
hylxe,y) =0 €(0,200) M, =0 wmpestible cor by (xiy) 220000
=43 00 300

7 le maxint est S200000€ atieind en x=200:=y.

Avec KRT:
QM £ ( Xy, 0,0, %3 A= 16000 + 10 Omy X 40y - X3(xag-4oo) -)\q(uw-@)
o8 N, 2, M, AyD0 ( cor o0 cherche @ maximiser )

9) RKT: (enignoront x2,0et y20)
16000 ~A3-2My =0 (1)
(0000 -2g-7\4=0 (2)
N x4y - LOOY:O ()
Ay Caxwy -600)=0 (L)

(M) =(2) = €00 -Xy=0 => M=6000 et doncda=lioao
donc{x+q:l{oo donc x=y=200.
234y =600



2) s\ Von pasrt de Joovnites dadier
Les corrtrasotes sont-toutes lesdeux actives poisque to. ¥ equation ne change gos.
Ona: ) x+tY =400
Z 24y =300
done x =300 ety=100
(profit de 5800000E )

3) fvec le @ raisonnement,
2c+4y=400
[ 24y = Q00 donc x =500 et y=-100
ory dott &reVO.
~> onfepeut pas ignorer les carvtraintes sar lesvonables.
> 'une QW ™MOINS deces aontraifrtes dott Etre adtive (Soit x=Q sotty=0 d.\'opimum\

Six =z O, y=u00 ~> ofrt = U0 000
ol y= 0, % = LOO ~> profit de €400 00Q.
¥ otsokr\im
fnaximale.

Wo) £(mv)=400s+ 600V (minimiger)

sous les contraintes: exphicafion: A=pr xdlachat dione unite de qoutchoue
= PAX dlachok dione unite diacier

w4V 10 000 @0t total £Cu,v)= ool +600ns
’ Le fabAquant daccept era. de vendre ses stocks Que 3i cet gu Moins apssiavantagesy que de fabiquer des yoitures.
efite vottore © 4 coootchouc + lacler vendue 10000E
L+2V> \6 000 B
rosse_ UoHure 4 2cdier, 8OOQE
4N, 0 8 v oo
y> 0 1,056 Comx positife )

) Mq ledual de e grobléme est eqgivalent au probléme deénance’

-l -10 000
H= -2 d=|_ic 000
it 0
0
oauec 2= (u) V)
lepimal st min cz sous Hz<d o8 ¢ = (0o, 600"
le doal est: moxd;,. sous H%:c,/v\go
en notant A= (,\A\:/Wx\/*s,/hq\ S

onobliett: max - 10000, - 16000/, tout
S M Img - my =

AN il o VAL B )

e renomManTt oA pose M = -w; (4F 30) e+onmnomme/&'j enm-

Le Pb dU Ql dﬂ\lfﬁ(\’h
amisr 10000 e s ‘5100 VA

M 1,//43,/#14,20

D et (2) = M= 400 -/M‘-r/V\,_),O
/1y =600 eIy, 0
donc e e {£uoo (max loooo/wnsooo/v«z]
Mi+ Q/mz < 600
M /W_) 0

Enposant x= /M, yzpn | ORfetrouve exactement le b de  lo. Question intiale.



®S) Thm de do olite’ forte
may do pb MMal = tmin pb dual
donc 4 = 14000 , U= 6000 ( ety en ar)
( autrement dit, le concorent doit proposer U 0o0€ por unite de caouchaue et 6000 € por une diacier  pouc que
le fobaquant soit-indifivent entre Uencire tes Stocks et podoice des \Joi'lwves).

Ex 3.3 [ po= foit enTO)

100000 € : adctions 2000 lunite  oc:= nb actions achetee
300/an lunite’ yi= nbmétres cafres achetes
tecraing 300 m?
100 Jan |m2

0 On cherche G. toximiser : V00 + 100y Sous les coatraintes: m-r'aoon,{ 100 OC0
x20 ,y20
2) Dessin des aontraintes:

N

3

Arotte \= Q'_OI'. - 100D
E 3

So

's) exishence diun proft maximum
Uensemble D des points sadisfaisant les contraintes et ferme’ cor ilest défini par des inegalites \arges
Oe plus, wmme. 3, 0, Y(x,y) €N: 2000 W0 x+ 300y £ 10O OO
donc x€[0,50]. Dem ,yELO, 1000 ]
Donc D est compoct. fest continue, done | existe LN paxi mum qlobal

'-\) Trouver le mox
D'apres thm de lo. solution sommet, le moximom est adteint enun sommet de D.
— Lintersecion de 2000 +300y = 100 000 etx=0 donne y=.000 '000 V eifie les cotralintes
—5 i 2000 +300y =l00O0 ety=0, k=80 V verfie les contamintes
— S =0 et y=0 ona le point (o)o\
£(0,100) - 10000 | £(s0,0)= U000, ¥(Qo)
Lo P\os%m.nde ugeur est LOOOQ ,donc lemaximum estaodeintpour X=S0ety=0 et yout Yo 0L




TD 4 - Convexité

DEF: M R est dife convexe { Vx,y € UextETO,V]
2+ t(y-DE U (& (\-b)x+ky €C)
PROP: €: RLSR  Hess () = atovte ses v.p. 20 S €convexe

£0=> fooncate
Al Tl favt pouvoir denver 2€ais. €250 = fmauexe
X +—>lx) estconuexe mais

pEF: Lest convexe e(i Ve€ ronl, € ((l-l:)aul:ﬂ é(l-é\'?(x)*t‘“ll)

& 3(xy) iv2Fx) Y estunensemble aonvexe
(l_t')‘(-'f'x)

TERY) par exemple pour £x) =l
\\E % bary

cecrive | (1-B)x+ by | él(l-l:bclﬂ(—.vl IneqV
= (-1l tlyl
L (OB ty)

= (- L-)‘f(x\ +l—_-FC(A

exemples: exp conveke

lin€aire convexe (d-cmco.ue_\
loq concave

Bt C parlie conveke de (R”
) ﬂqaconuexc .

Qoicn+:r,\/€C, EE€ECoI]
dxn€C ; xn —x
n—>+®

Iy €EC; ynmy
by+(1-t) x - i by W(1-E Yxn €C
0

d’ou‘l:q-*(hb)ﬂc EC

v
q
2) Nqacorwewe (o (.
Supposans 3x,y € C et ta€LO, (14 q=(I-to)xttoy € C\C’=dC g/ 9n
3qn ¢ C, qn —9- aC=CR"\ C\ “Li{lgﬁ‘gww
n’“=q\'\_q —>0 ertain moment
18V0 B(x,&)C
B(y,&)=C
INZ0; UndN  lleall L&
\[2

Yo2 NV X+t € BCx, &)C

y+ea€ QL x, €0) < C
x+ o, Y+ EC

= (I-tp) (xtrn) + l:o(\/mrn]GC Ya 2N
"
(-kg)x + bo‘{ +Qrny
"

qton=Qn, orqn & C
Absourde

3\ e+ G convexe = NG onvexe

Solent x,y €G NG et €O, 1] . Rlors (1-t)xrby ECipar converiteet dein €CG
domc C\-B)x tby € (NG . » (I NC) convexe



Examen:
optimisation lincaire

contrainte dinggalite’ |Eos 2.1

optimisaton comwsxe %25
EAT

Ex2.1:

-Pq_'. 2_>TR

(3,4)—> %+ 42 -axy -2x -2y

) VE&+ Hefa
Vfa = [2:;-0.(/ -2 ]
Ay -aoc -2
He(z,Y) _-[9. - ]
-a. 2
Poorquelles voleors dea. la fonction £ est elle convexe?
i les valeurs propres de lo hessienne sont positives strictement , alors € est conuexe

| H"ch)‘hl =|9. -0-| =y -q?
- 2

Tr(HeGuW) =4 20
T faot que 4-a2 2 0 i.e. @€ [-2,2]

3 Mg powr a€J-2,20 , fa posséde un unique minimum global + le caleuter

Ona: €a(x,y) = x?+y2-axy-2x -2y
:('.1‘ .Q_qu = Hz -H/:-Z'.‘C'ZV
2 u

= (:t -&!\2 +y? L (l'&l_\‘] -2x -2y

lim folxy) = +00
llx,yll — +00

fo est continoe , elle admet un Minimom global
Pt crtique de fo: Vfa = 04:[21-04,-1:.0 — (2 - \(x)= (2>
2

- - ~Oo- y
2y-ax-1:=0 | . QZ xe U420 _2(2+0) _ 2
o[ x)\= y-02 ~ -
(L’ L-ar g 2) < [y= L+20 (rad3) 2o
Y-a2
ini (ol Y 2
Le minimum glokal est (x,4) (2-0_ , 2_&)
u) lalv2
@) Calevler falx,y) -Lz< Hfo_(ﬂ ,(‘\’f)}
= ~xx-ly

b) Mq € n'a. pas de minimum glokal

Ho = (2 - @&

{o. (-o_ 5

Polyrdme caraderistiqee : X2- 4 + (U~o?)
vp=(2-a),(2+a),
Une des valeurs propres est neqative (on a.Soppaie [aldy 1) . Notons lo. M. et prencasv. son vecteor propre
vteR, €°(h"\'|7< Hfglbw) kY
2 ()L 2 Hea (1)) - = fg (ky-) ~ L2 AN, )
2 . 2 2
= (k) -5 A el =<( ) e

2
2



doac fa(tn-) = L BN liae |7~ £ < (2} , )
2 2
sit—s 00
foltm)—s -0 car A.<O
donc o nla- pas de minimum glokel

S) 0= +2°7
folxsy) = (x%"‘Y' 2x -2y
\{: t’ X= i

- =20k _
f( 9k, €)= =295 -2t

z=tl-a-2
sia=2: €(ak ) —— -

Y t—>+t00

sia=-2: £,0x,y)= X442 +2xy - Ux+y)
Cee)?-\ - 2xey)

= (xay-1) -2
> O PN MINMUM -2, qui est adteint ¥ix,¢)+q x4y =

%25 £ R SR
() —>e™
minimiser saus hix ) €0
nX <o
Y

| 2 in
) conuexe ? ’+ min Qlobal CROSR R >R
[ composee: go{-‘ comvexe i€ mavexe dg conuere ehcroissante J

(%,4) —> -x est lin€aite donc cnuexe
(%) —ye™ est mnuexe est croissawrte
donc (x,y) —>€ - € est Onuexe

gradicﬂ‘l'-l- hessienne de h:

Uhix,y) = CT"Z)

-

=

Y
2 -
Hh('x.,q\ = 'T’- % )

-2x 2xt

.\ Y2yl
1y Son deerminont = (@)
Ly Sotroee 20 cary> O
Hy Cx,y) est Une madnicee positive, donc b est conuexe

Lo contrainte ne peut Etve Satisforte que poorx=0, €C0)=1 = minimum def'.

2) o) dua! +resoudre
Loqrongen: g(x,y,/.\ = e* /\.\% ,/mso (on minimise)

On dsi colcoler to-fonction duale $4()= inf ;‘i’(x,y, /“)
x€®R, Y0

ofr ﬂx,\l’/v‘B ),o

+ se* >
o Lo ‘h/“\‘f—éfaa x._)«ooo

donc ¥ (n)=0 Ym0
Donc le pb dual est: max f*'(/“)= mox(0) =0 > lemaximum est otteint pour toute \Jodcur/m <0
JAso <o



b) [ RMPPEL: [Thm de Sioder]
Soit £, g,, ——1 g, hyy —— hp- V— TR un probléme d‘opﬁmisdion convexe.
On suppose que 3R ED =§x€EV;g; (x) =0 h(x) {0 tq : Eein
R(RYZ0; Y 1<j<p » OEIGEY, o0 ¢:U—s R™= ( 9')
T confraintes

9

nctcment
Sotisfautes

Plors, sif a unminimmum 3 (global) sous contraintes |,
Cle min primalest

)‘C(Rm /";\e‘mp*q(cx)_ (x /\,\) ‘F (A /“3 €gal ou maxirum dual )

+ [ chadGPT:
p*:= valeur optimale do probléme primal
d¥:= volew optimale du probléme dual
Saot de doalite”: = p¥-dt
si $=0 : forte dualite”]

8- 1-0=1%0
> legb ne verfe pas la. dualite’ de Lagrange forte
~ les hypothéses do Thm die Sloder ne sont pas sadisfaite (Ax,4) 19 h(x 4)£0)

(thms
Ex3.2: + Scradeh?)

R SR
(%) —x*+y

\) Eeeice € comme unefonchoh quadrodique. £convexe

Eers-
(., ,%n) = ‘Lm,nx, «\‘Z__bl:; +C
S4,5&
A= (Qq |<A,,<n nase
b= T
bm

£ =<Ax, X V4 < b,xd+C
Lest cowexe ssi A0
€ est concave sst A €O
Si A défnie positive, fest shickmerndt oeve. )

On pose.
A- 2. (o et b-TO .
1. termes lineaices

'C+ermes q\mdmhq (éﬁﬂ?:\?n
A est positive, donc £ est convere.
Si on considére (0,0) et €0,0 V"

£V geada E&K)-ECxD)
M( D=y <1 e s LaCy wif siictement coavere. b=l

f(o,0)+.L (F(o - {-‘(oo\\ =
= €C0, )

= f( 5(0,0)+L.[ (0,0 - (O o)'h
Donc € ntest pas Strictement convere.



2) D=t (x,¢) ERY;x3+y2<\3 8 or.-w)-l'ﬁ
a) Oessin

b) Hq cest une partic convexe
~ Totersection d'on disqueet d'on demi-plan , quisonttous les deuy anuexes. Clest donc bienune partie convexe.
€) hyi: (x34) =5 X2 4 -3

hy : (x,g) — -x -y

3) Mg contrintes qualifiees entout point

Vhilx,y) = (2x 2y)

Thy o) = (- -1)

—5 si sevle h estactive,

Ut #(0,0) done { Uy famille libre
—» siseule hy active Ty £ (0,0)
_5 Si h; ethyachives: (intersechion &> uoir dessin)
(x,4)= (2,-3) oo (x,4)= (-3,2)
~> \a qualifRcation est venfice

L\ conditions nekessaices et suffisante < €0 SOit Min g\cbal
Les conditions KKT sont  necessaires poisqueles contrairtes sot qualifices e suffisante parce quela.
fonctian est convere.
KKT= ll:x.= 2:7v|‘-/u,_ Q)]
= 2y - M2 (2)
(e B3)=0 (?2)
/A,_(- l-x-y\ =0 (W

S) Determiner les mins globawX
Resaution deKKT:
—s St <O, hy<O
(2) =0 =\, pas desoluhon KKT
— Sih=0, kO
() e+ (W0 = (x,P=(2,-3) ov(3,2). Six,y=z 2,-3»
(O = Uz l-(/v«.—/vu '1 :)/v.l=3/\o> O wntradi'ction
(1) 1= -6 My
St x,y=z -3,2
\_ 6= -y - my '—?/Wl'-‘ /10> 0 ®ntradiction

A

—s St =0, <D ( s o)
(l\ > lCl —/ub;t.:O
sixz0:pas de Solution Qs pm =0
donc 2c=Q. done (2) 5 y= L _<O donC(?s) = q-_-'ﬁi
2 donc h) est ackve ~> ontrodiction



—> Sin =0, 7 <0 (f,lrcﬁ
(2) 2 My=-\
dox (N =>x=lfy
donc (Y) = y=-32
et ('h,-32)

On a.on pt catique Sous corrtraiintes: ("1,-3/1)
erf(a,-¥) =1 -3 =-SA,
2

Ex 3.4:
REMACR) >0
bER",GE MpaC® ,cER®
min de €: R" R
Xt %(“1,357*<b,3c> sousGx:=c

§ jskRer que Lagrange s‘opplique s8I G surjechve
Les matraictes ot donndes par les fondions g, :xx1— (G, -
Les g; sont C' caf lineaires et Vg, = :’ » 00 L= la &-éme ligne de G

dow f Uge 4. est libre ssi $L:3. libre ssi G est generadnce Clignes de & forment une fomille \ikve )

ssi G est Sorjective

2) 4 unique minimum
Sott Ay la plus petite vpde A -
Yo €RT, N 120 e I* =16l Nac |

done () I\ +o donc € admet un min Qdhal
Ixll — +00

A definie posttive, donc €est sticiement asauexe, donc ce minimum est vnique.

3) LE (>\|: ,)\p)
x enfct de A =?

Mot plicateurs de Logrange: si min XER®, 3N,
V?Cf.\::Z_'T %,;Vg;('i)

//\PQ(R'\-q

c.a.d. Af+b= Ge)\ o8 A= (N, ,)\p)@(RP

= = H'I(G".A - b}

W) Mq GR'GtX= c+GAD
S cs 6X
=66t GR'p
(ontrainte) T £ admet LN min doncon tel )\ existe

5) Mg GA"G* invesible +X
Vy €RP
L ERGE(Y), ¥ = CA'65(Q), GHY)Y D0 car A definie positive
Donc GA'GE def pos eren particulier inversible.
Onadoe A=(6 H"(r‘)"(c+6-ﬁ"b)
done X = A~GEXA'b
= 0-'64( GH'64) '« ATGE(G-A 'GE) G-R'b -8 |y

€) £_s+o pasdemo,

monher Qu'on a. YN Min dans
le cos convere:

nq W\ — s+
1 X\ — 400

donc € admer b min
+ il estunique.
(x.e. giotol)



