
3) Determiner ce minimum

De lagrangien est :

2)x ,y ,
x

,, x2 , x3) =
-x -yz -x, (2x+y - 2) +x2x + x34

② systeme KKT: (X
,, X2 ,Xz0 car c'est un minimum)

-
- 2x - 2x1+ Xz = 0 (1)

-2y2 -x + xz = 0 (2)

X, (2x+ y- 2) =0(3)

X2x= 0 (4)

u X3y = 0 (S)

distinctions des cas :

(si Xi = 0 , hi <0 hiinactive .

↑2 + 0etX3# 0
, Xz= 0 et X3 = 0

,
*20 et 13 = 0 , Xz=0 et X3 #0,

,
etvoir les sous cas pour Xi , pour ensuite déduire s'il existe des points critiques)

3 Résolution

->sixz= xz = 0

(1) = -2x -2x= 0

(2) = - 2y - X1 = 0

· sixi = 0,= y = 0 . six0

(1) 2x = - 2x => x = 24

Pointcritique: (0, 0) (2)-2y = X I pt critique:(1
(3)2x+ y = 2 = 4y+ y = 2

=> y = 25

et donc x= 4/S

> si x2= X3 +0

(4)e+ (5) = x= y =0

ce qui implique X1= 0 (3)

() => Xz =0 contradiction avec l'hypothèse
Donc ce cas n'est pas possible (en effet, ça correspond au cas ou les 3 contraintes sont actives

>
si X2 =0

, X30 > si X20, X3 =0

(5) = y= 0 (4) = ( =0

(1) = 2x -2x = 0 donc (1) = - 2x, +X2 =0 donc X10

(2) = - X1 + X3 = 0 con (3) => y= 2

=> Xz = X, donc N*0 (X,= 0 impossible) Pointcritique : (0.2)

donc (3) = 2x - 2 = 0 =x = 1

Point critique : (1, 0)

④ Valeurs def en lespts critiques pourtrouver le min global :

f(0
,
0) = 0 S

f(0, 2) = -4 Co
,2) est le min global

f(1 , 0) = - 1

f(4/s ,
2/s) =

-415 .



EX 2 .
2

BER ,
filR3-IR2, (x ,1)> 2x+ By sous les contraintes :

-

x2+ y2 - 520

- x- y -20 les contraintes sont qualifiées enun point

1) Mp les contraintes sont toujours qualifiées si lesgradients des contraintes actives ence point

On note hi (x
,y) = x + yz- 5 ethz(x, y) = x -y - 20 forment une famille libre

Vh, (x, y) = (2x , 2y)
Vhz(x, y) = (1 ,

- 1)

si seule hi est active :

x2 + ya - 5 =0

=> x2+y2 = 5 = (x
,y) + (0,0)

donc Vh, (x,y)+ (0,0)

Don la famille [Uh,] est libre

si seule h2 est active :

Vx, y , Vkc =(1 ,
-1) + (0, 0)

donc [Vh2} forme une famille libre

sih, et ha sont actives:

()x+y7 = 5e+ x-y=2(2)

Supposons 7x +p Vhi(x ,y) = X V(2(x,y)

= (22) =
*(+)

= 2x+ 2y= 0

=> x = -y

don (2) = - 2y= 2 = y =
- 1 et x = 1

or (1) 2 5 contradiction

-EVh ,, Vhal forment une famille libre (ne sont pas colinéaires dans IR2)

~ Les gradients des contraintes actives forment toujours une famille libre

~> Les contraintes sont qualifiées en tout point.

2) Valeurs de B pour lesquelles(-1 ,2) est un pt critique sous contraintes

[le prof en TD a juste résoud le problème d'optimisation engénéral, pourensuite trouver B (il exprime xetyenfet deB)]
& Lagrangien :((x,y ,

X
,, x2) = 2x + By - X ,(x2 +ya -5) - x2(x- y-2)

-

GUT KKT=
2 - 2x1x- 12 = 0 (1)
B - 2x,y + X2 = 0

(2)

x(x2+y2- 5) = 0(3)

-

x2(x - y- 2) = 0(4) -

+ réciproquement, siB =-4

on peut prendre X1 =-let Xz= 0

-> contraintes actives en (1 ,2) Cla seconde contrainte

h (1 , 2) = (172 +22 -5 = 0 = contrainte 1 active est inactive) pour vérifier que

h2(-1 , 2) = -1-2-2=
-50 = contrainte 2 inactive (-1 , 2) est un pt critique souscontraintes

-

donc X2= 0

-> on trouve B
() => 2 - 2x(- 1) = 0 => 2x1 = -2 = x= - 120 Vok

donc (2) = - 4(- 1) + B = 0 = B = - 4



3) minimum global?

verifier que Dest compact :

D = [(x, y) El2;+42[S , x-y _2] ferméecar définie par des inégalités larges.

De plus,
si(x ,y) ED

,
alors (2)+ 42 S => xEC- VS

,
VS]

y2(+y2)S -

et y ([-Vs
,
5s]

Donc Dest bornée
.

~ Dest compacte

De plus,
f est continue (carpolynomiale)

Donc fadmet un minimum global surD.

points critiques pour B =-4 : KKT=
- 2 - 2x,x- x2 = 0 (1)
-4- 2x1y + x2 =0(2)

-> si X = 0 x(x2+y2- 5) = 0(3)

X2 = 2 impossible car X2 0
-

x2(x - y- 2) = 0(4)

-> si X2 = 0 ->sixi , X2 + 0

(1) = 2x,x = 2 (2) = 2x,y = - 4 (4) = x - y - 2 =0

=> x,x = 1 => x = 1x => x1y = -2 => y = x - 2
↑ -

(3) =(x-2)2 + x2 = 5 =x- 4x+ 4 + x = 5= y = -
↑ => 2x2 - 4x - 1 = 0

(3)= =
S D =

b2- 4ac
= 16+ 8 = 24

et==Il
=> -= 5 = Xi= 1

X,
=> x = + (carx, (0) pointscritique : (1 + 55/2

,
- +55/2)

donc x = -1 et y = 2

(1 - 5512
.

- 1 -56(2)

valeur defences points: -10
,

6-VJ et 6+

-> donc onaun min global en (1 ,2)



Ex 2 .3 13/11/2025 Exos 2
.
3

,
2

.
S

f(x
, y) = x+ y

x + y -
7

1) En quels points les contraintes sont-elles qualifiées?
h(x, y) = xy - 1

Th(x, y) = (i)) Vh(x
,y) = (8)Ex = y= 0

Ainsi lescontraintes sont qualifiées V(x ,y)(0
,

0).

Elles ne sont pas qualifiées en Co, 0)
2) Trouver l'unique pt où les conditions KKT sont vérifiées

2= x + y- X(xy- 1)

kkT=

-

Gy = 1 - Xy= -22
= 1 - xx = 0

sy
- X(xy- 1) = 0

① sixy-10 (la contrainte est inactive(

↓
↳il

joa
=> X = 0 s'ily a un point critique à l'intérieur,

KKT = 1 = 0 impossible-absurdite

bordu domaine

2xy = 1

y=x

kkT=-= = 0 = X = x

-1 - xx =0 = x=
x =yx =x-1 =0Ex =1)

On trouve ((=1
, y=1) = X)0

expoitètre <o ! )

(x =
- 1

, y = - 1)= X0

Donc l'unique solution est (1
, -1)

pas un max

V local

3) Mq ce point n'est pas un extrema local Comprend des Suites quitendent vers - 1. - 1 +pf(xn , yn)) f( ) ,
-1) /f(xn , yn)(f(-

,
-
1)

param. locale
min local

de l'hyperbole f(-1, -1) = -2 Con pose P(t) = - E - 1 + 2t
[ pas un

f(t, E) =
- t --- 2 (pour t proche de 1) P(1) = 0

# P(t) = - [t2+ 1 - 2t]

-[2- 1427
=- (t- 120 VE

donc (-1, 1) n'est pas un min local -> VtElt
, -t-t(2 , t(1)

et (-1,
-1) n'est pas un max local :

f(- 1 + t
,

- 1 + t) = (1 + t) + ( 1 +t)(t)0)
== 2 +2t) - 2ft)0

d'où (-1 ,
-1) n'est pas un max local.

Ex 2
.
5

f : /2
> IR

x,y 1 x(1+ yz)

minimiser sous-contraintes : [TY/
& Justifier l'existence d'un minimum global h1 = (+ 42-4 , he=-Y
Posons K= ((x , y) EIR 2 ; x + y2(4 &y(1 - x/4}
D est défini par des inégalités larges, donc Destferme-

Si (x , y) ED
,

c+y2[4 doncoct (-2
,
2Jet yEF-2 ,2]



D est fermé et borné
, donc compact .

Fest Cocessus. Donc fadmet un minimum global.

2) Ma les contraintes sont qualifiées en tout point

m = (22) , 04z = )"2)
(h1 , 8h2) pas libre e = y = 0 ou

&
det (Vh , Vhz) = 0 2x =x = 0

24
- 1

u -2x + xy = 0

(hi
, Vhz) pas libre =c(y-2) =0

D = 5h40315h20}
sipE(x =031D **p = (0

, 2) où -
2 - 440

-1- x0

=> >1 <V = 2 xE[1, 2]

sicE]1, 2[ hi(p) <O ethz(p)O

sinon , <= loux =2 mais une seule condition est active

Pour tout Vhi(0,
11 #0 Vh2(0,

1) +0
Soit pest sur l'une des droites

- h2(0, 2) +0 Vh2(0
,
2) +0

soit aucune des deux I
Dans les deux cas

, p = (0
,
1) or p= (0, 2)

,

les contraintes sont qualifiées. ↑ gradients forment

une famille libre

et (y =23ND =50, 23 (VpED sipESx=OYUSy= 24
pest qualifié

I qualifié sinon p[x= 03034= 24
↓

(hi(p) , Phy(p)) libre

conc pest qualifié (

3) a)Écrire le systeme KKT

y =x((+ yz) -

m ,(x+ y2 - 4) -Mz(l- - 4)

KIT=- en
(1)

(2)

M, (x2 + yz - 4) = 0 (3)

- M2(l -7 - y) = 0 (4)

b) On suppose les deux contraintes sontactives. Calculer, y ,Metha
(hi = n=0)
- x + y2 - 4 = 0 E

- x2 + y2- 4 = 0

+-y = 0
- y2 -4+4 - 44= 0

(
-

x2+ 42- 4 =0

5 Siy = 4
, = 0

-y(y-4) = 0 la1 équation

donc
n'est pasvérifice

(x, y)=(
I

en (= 2
, y = 0

= 4 m +
Mz=0 =

M
= 0



dans les deux cas
, M2

=0 pas possible, Mi =
=4 cas2 :

Mc= 0 et x+ 42 = 4

(x =

- 2
, y= 0) (1) = 1 + y2 = 2mp

c on supposequ'une seule contrainte est active (2) = 2yx = 2 MY
cas 1 :

M= 0 et 1 -x2- y = 0 siy = 0, x = 12 . mais six = 2
,M1), 0 . donc=-2

E
- 1+ y2 +M = 0 siy+0

,
(2) = 2x = 2M

2xy +Mz
=o donc (1) => 1+ y 2 = 2x2

- y = 1 - x2/4 => 2x2 - yz - 1 = 02+x= 4- y2

Mz = -2yx dans (1) => 8 - 2y2 - yz- 1 = 0 = 3y2 + 7 = 0

donne (+y2 = 4y-412 (x=
= 4- Yy car bz = 0) => y2 ==13 = Y= = F13

i
. e . Sy2-4y + 1 = 0 Cette équation n'a pas de solution =x= 1 VSTz (-VSlz , #(3) verifie m,0.

b) En déduire le minimum : il reste lecas où les 2 contraintes sont inactives M. FM2= 0 or il n'y a pasde solutions dans

ce cas. On calcule f(chaque valeur)

Exercice 2
. 4 (pas fait enTD)

ib deX
hi de Y

X - IE Ye 3 ↓ ↓
coût defabrication : ((x, y) = 5x2+ byz -2xy -2x - 10000

1) x , y EIRI ,
P(x , y) = ?

P(x, y) =(x+ 3y
=

- C(x,y)

argent généré coût de production
par les voitures

2) Capacité deproduction : 20 jouets parjour

On cherche à maximiser P sous la contrainte c+y = 20

On pose g(x, y)= x+ y - 20

*g(x, y) = (1 , 1) 7 0 en tout point .

On peut donc utiliser lamethode de Lagrange .

2(x
, y , x) = P(x , y) - Xg(x,y)

On resoud le système: VP(x,4) = XVg(xy) , g(x ,y) = 0

-
-10x + 2y + 3 = x = - 10x +2y + 3 =

-10y + 2x + 3

- - 10y + 2x + 3 =
x = 12y - 12x = 0

=> y -x = 0 = y = x

En remplaçant dans la contrainte on obtient= y = 10

P(10, 10) = 260

Pour les contraintes additionnelles (4), 0 ,
elle ne sont pas vérifiées surD ssi (x

,y) = (20
,
0) ou (x ,y) = (0,20

or +(0,
20) = f(20

, 0) = -940 donc le maximum est bien atteint en (10
,
10)

5) Coptimisation avecc+y20]
On pose hi(x, y) = -x

, h2(x, y) = - y/ hy(x,4) = x+y -20

1) Qualification, des contraintes

Th = (1
,0) , 8hz =(0

,
-1) , 8hz = (1 , 1)

-> less vecteurs ne forment pas une famille libre dansM

-> si on prend l'un (ils sonttous #(0,01) ou deux de ces vecteurs, la famille est libre
.

->
Il suffit don de voir que les contraintes ne peuvent pas être active en in temps

↳ on aurait= y= 0
,

0 = 20 impossible

Don les contraintes sontqualifiées en toutpoint.



2) Lagrangien
2(x,y,

X ,, x2 , (3) = x+ 3y - ((x
,y) + x, x + X2y - Xz(x+y -20) avec X

,, X2
,X30 (il s'agit de maximiser(

3) Système KKT:

-
-10x + 2y + 3 + x1 - X3 = 0(1)

- 10y + 2x +3 + x2 - X3 = 0(2)

Xxx = 0(3)

x2y =0(4)

x3(x+ y - 20) = 0(S)
-

4) Résolution:

[cas : x1 = Xz = 0
,

x, + x2+0
, x= 0, X2+0 , Xi*0; X= 0]

Si Xz#0:+ y = 20 nous somme dans lecas traité précédemment.

On suppose Xz= 0

> Si Xi= X2 = 0 (hi , h2 inactives)
(1) = - 10x + 2y+3 = 0 =>x= Y
(2) = - 10y + 2x +3 = 0 -

dom(1) = - 8x = -3 = x = 8/3 = y

point critique : (813 , 8/3)

> Six* X2+0

on aurait= y = 0 et donc (1) = X1 = -3 ce qui contredit X,30

> six,0 , Xz = 0 > sixi = 0
, X20

(1) = - 10x + 2y + 3 =
- X (4) = Y = 0

(2) =- 10y+ 2x + 3 =0 conc(1) = - 10x +3 =0 =x=3/10

(3) = x= 0 donc (2) = 12=
- 2x - 3

donc (2) = -10y = - 3 =y =3/10 => X20 ce qui contredit X20

conc (1) = -x = 00 + 3

=> Xi 20 cequi contredit X1)
,
0

P(3/8 , 3/8)(P(10,
10)

donc le profit sera plus grand si on ne produit pas àpleine capacité.



Ex 3
.
1) 16000 grosses voitures Exo 3

. 1

10000 petites

600 unités a ~> il faut une unité de c

400 unités caoutchouc et une d'acier pour produire une petite voiture

une unité c et 2 d'acier pour produireune grande voiture

1) x : grosses voitures

Y : petites voitures

f(x
,y) = 16000+ 10 000y maximiser

Sous les contraintes C+y (100
,

2x+y600
,
x

,
0 , y), 0

On pose h, (x,y) =-

h2(x,y) = - 4

hy(x,y) = x+y - 400

hu(x,y) = 2x+ y - 600

On a: C = [(y) ; hi <0 j if (1. 2,
3

,
43)

est compact car fermé et borné et f est Codessus
,

donc fadmet un maximum sur C

[cequi a été fait enTD]:

Par le thm de la solution sommet , la solution est sur un sommet (pblinéaire)
-

13(,y) = 0 <C+ y - 400 :0

hy(x ,4) =0 = 2x + y -600 = 0 Ex= y= 200

-

(en ignorant les contraintes h, etha)
f(200

,
200) = 5200 000 E

idk why he started testingthe other ones ???
- hi(x,4)=0 Ex= 0

, y = 400
->

- hi(x, y) =0 E) x= 4 =0 - hi(x, y)= 0 ESx=0
, y =600

- hz(x, y) = 0

-
hz(x,y)=0 f(0,

0) = 0
- hy(x, 4) = 0 f(0

,
600)= 400000 f(x, y) = 400000

-

h2(x ,y) = 0 E) c =0
, 4=300 hy(x,y) = 0 ESx = 400, y =0

- hy(x , y) = 0 f(0,
300) h3(x ,y) = 0 impossible car hy (x, y) = 200) 0

= 4800 000

~ Le maximum est 5200 000E atteint en c= 200= y .

Avec KKT :

1) Lagrangien : 2(x
, y,

x 1 , x 2
,
x3 ,

x4)= 16000x + 10 000y + xxx + xzy -Xy(x+y- 400) -Xy(2x+y - 500)
·ù Xi

, Xc , X3 , X 4)
,
0 (car on cherche à maximiser)

2) KKT: (en ignorant c)
,Oet yL,0)

-

16000 -x3 - 2x4 = 0(1)

10000 - X3 -xy = 0 (2)

Xz(x+ y - 400) =0(3)

-
Xy(2x+y - 600) = 0(4)

(1) - (2) => 6000 - X4= 0 = X4= 6000 et doncx3 = 4000

doncx+ y = 400 doncx= y = 200.

I2x+y = 600



2) si l'on part de 700 unités d'acier

Les contraintes sont toutes les deux actives puisque la 18 equation ne changepas.

On a : x+ y = 400E 2x+y =700

dolc x = 300 ety=100

(profit de 5800000E)

3) Avec le in raisonnement,

- x+y = 400

-
2x+ y = 900 donc = 500 et y= - 100

or y doit être>0.

~ on ne peut pas ignorer les contraintes sur les variables.

~> l'une au moins deces contraintes doit être active (soit=0 soit y = 0 à l'optimum)
Six = 0 , y =400 profit = 400 000

si y = 0
,
x = 400 > profit de 6400 000

I solution
maximale.

4)a) f(u,v) = 400u+ 600v (minimiser
sous les contraintes: explication : u = prixd'achat d'une unité de caoutchouc

V = prix d'achat d'une unité d'acier

-

u+ V), 10000 cout total f(u
,
V) = 400M + 600m

Le fabriquant n'acceptera de vendre ses stocks que si c'est au moins aussi avantageux que de fabriquer des voitures.

u + 2v>, 16000 petite voiture : 1 caoutchouc + lacier vendue 10000

=> M+ V, 10000

uS
,

0 grosse voiture, " zacier , 16000f
=> M+ 2V) 1600

-

V, 0 U ,
UC, o (prix positifs)

b) Ma le dual de ce problème est équivalent au problème de l'énonce

On calcule la matrice Het le vecteurel correspondant :

-

H =
-i

-

d =

= 10000
- 16 000

-10
O

0 - 1

-
O

-
- -

avec z = (M , V)
le primal s'écrit min (2 sous Hz

_
)d où c = (400

,
600)T

t
le dual est : maxdu sous HTn = c

, m-
>

en notant
n

= (M,M2 , My ,mu) -

onobtient : max -

10000m, -16000M,
Sous-Mi-M2-M3= 400

- M,
- 2 M2 -Mu= 600

-Mi , M2 . Mz ,My0

changement designe :

en renommant on pose = -M; (;,0) et on renommej en u;
Le pb du al devient,

maximiser 10 000M , +
16 000M2 SousCOMM,

-Mi ,M2, Mz ,my), 0

(1) et (2) =Mz = 400 -M, +Mz),0

Mu
= 600 -M, +2Mz), 0

doncMi+M2(400 (max 10000m + 16 000m2)
Mi + 2M24600
·Mil M2L, o

En posant (=Mi , 4=Mz , on retrouve exactement le pb de la question initiale.



4)c) Thin de dualitéforte

max duph pimal = min ph dual

doncu = 4000
, v = 6000 (mie+

m
en Q)

(autrement dit
,
le concurent doit proposer 4000E par unité de caouchouc et 6000 E por unité d'acier pour que

le fabriquant soit indiferrent entre vendre ses stocks et produire des voitures).

# 3
.3 [pas fait enTD]

100000E : actions 2000 l'unité: = nb actions achetée

800/an l'unité Y : = Nb mètres carrés achetés

terrains 300 m2

100 /an /in2

1) On cherche à maximiser : 800x + 100 y sous les contraintes : 2000 +300 y -
/100 000

x
, 0

, y7, 0

2) Dessin des contraintes:

M

X

droite y= 20x - 1000I 3-
.

3) existence d'un profit maximum

L'ensemble D des points satisfaisant les contraintes est fermé car il est défini par des inégalités larges
De plus,

comme x)
, 0

.
f(x

, y) ED : 2000x/2000x+ 300y <100 000

donc cE(0
,
So]

.

Dein
, y EC0

,

1000 7
3.

Donc Dest compact . fest continue
, donc il existe un maximum global

4) Trouver le max

D'après thin de la solution sommet
,

le maximum est atteint en un sommet de D.

< L'intersection de 2000x + 300 y = 100 000 etc=0 donne y =
1000 ~ vérifie les contraintes

> si 2000x + 300 y = 100 000 ety = 0, s= 50 V vérifie les contraintes

< Six = O et y = 0 on a le point (0
,0

f(0, 1000) =
100 000

, f(50, 0= 40000
, f(0,0)

La plus grande valeur est 40000 , donc le maximum est atteint pour c = 50 ety=0 et vaut 40 000E .



TD 4 - Convexité

DEF: M CIR" est dite convexe si V
,y E VetteFo

,
17

x + t(y+(u(x)(1- t(x + ty(C)
PROP: F : /R"->IR Hess(f) = a touteses v

. p.
>0 =-convexe

Lo = -concave

1) Il faut pouvoir deriver 2fois. F"O E fconvexe

> () est convexe mais

DEF: Fest Convexesi VtE 50
,
1]

, f((l-z(x+ ty) <(1 - t) x) + tf (y)
( {(x, y) ; Y), f(x) est un ensemble convexe

(I par exemple pour f(x) =(x) :

f
X

, Ibarycentre
((l- E(x + ty)(((1- t(x) + (ty) Ineg

I

( +((1-+(x+ (4)
= (1- t)(x) + t(y)
= (1- t)f(x) + tf(y)

exemples : exp convexe

linéaire convexe (etconcave

log concalie

Ex1 : (partie convexe de RP

1) Mpconvexe

Soient
, y EC , te 20,

17

JonEC ; 6 (x
n -> + d

JynEC; Ya
n= +34

ty +(1 - t)x
=im to

tyn +(1 - t(xn EC car YnEC et tE[O
,
1]

douty + (1 - t)xC
<
X

2) Mpconvexe ↓
absurde inSupposons7x

, y ECettot(0 ,
1+pq = (1-to+ toy ECC= -C -XY

L ↑ va être à l'interieur79nfC , 91 19 . C=(R" (C) P de la boule

au bout d'un

bn = qn
- 4 > 0 certain moment

72030 B(x
,
90)

B(y,E0)CC
INX0 ; FnL, N IlWallEo

H

Un), N c+un [B(x,
Eo) <C

y + vn B(x
,
[0)

x+ bn
, y + vnEC

=> (1- to)(x+wn) + to(y+en)EC (n >N (Cconvexe)
Il

(1-to)x+ toy
+ bi

P+ en = an , oranC
Absurde

3 C, et C convexe e GICconvexe&
Soient,yGRC et tE Co

,
17. Alors (1-Elec+ty EC,par convexitéet dem EC2

conc (1-Esc + ty EC, 1) (2 . GRC convexe



Exameni

optimisation linéaire

contrainte d'inégalité Exos 2.

2 .S
Optimisation convexe 3

. 2
3.

4

EX 2
.

1 :

fa :RR

(x,y)> x+ y2 - axy - 2x -2y

1) Vfat Hsfa

&fa =2x-ay-2-

-2y - ax - 2
.

Hg(xy) =(2
-

a)- a 2

2) pourquelles valeurs de a la fonction fa est elle convexe ?

Si les valeurs propres de la hessienne sont positives strictement , alors fa est convexe

Hfa(x,y) = 2 -a = 4 -a
-a 2

Tr (Heal,Y)) = 4)
,

0

# faut que 4-a2, 0 i
. e .

af -2
,
2]

3) Mq pour af7-2
,

25 , fa possède un unique minimum global + le calculer

On a: fa(x,y) = x-y2 - axy- 2x - 2y

= (x - ()2 - aty +y - 2x- 24

= (x) -(4) +y[(l-)- 2x - 2y

lim fa(x,y) = + d

11 x, 411 + +d

fa est continue, elle admet un minimum global
p+ critique de fa : fa = 0( 2x -

ay-2 =0 = (a -(i) = (2)
-2y- ax - 2 =0

= (2) = cana
= 4+2a)

=2
y=

4 + 2a
-

4 -a
Le minimum global est (x,y) = (2a 'ca

4) (a)> 2

a Calculer fac,4) -t(H+a(2,) , (i,7
=-2x - 24

6) Mpf n'a pas de minimum global

Hea= 12 a
Polynôme caractéristique : X2-4X + (4-a2)
vp = (2 -a) , (2 +a) ,

Une des valeurs propres est négative (on asupposéla1) 2).Notons la X
-

et prenons v-
son vecteur propre

VZER
, falter)- Hfaltert ,

ter

= fa(tu.) -12(Hfa(v- ) ,
v

-7 = fa(tu-) -Et*(X-

v- , v)
= fa(te.) -=t X- 110

-

112 = (2) i-)



donc falter) =- EX
-

112
. 11 - =( (2) ,

2
.)

sit+ do

fa(ter) > - carX
.
10

donc fa n'a pas de minimum global

5) a = + 2 ?

fa(x,y) = (x -ay)2 - 2x - 2y

y= t
, x= a
f( , t) =

- 2at -27
2

= t[-a - 2]

> - dsia= 2 : f(at , t) = = + 0

sia= -2 : f
.z(x ,y) = x + 12 + 2xy - 2(x+y)

= (x+y)2- 1 - 2(x+y)

= (x + y - 1) 2 - 2

-> a pour minimum-2 qui est atteint f(x , y) +px+y = 1

Ex 2 . 5 f: -IR

(x,y) +> e-

minimiser soush(x ,y) [0

40

1) convexe ? + min global
:M->R R-IR

[ composée : g of convexe sit convexe etg convexe etcroissante]

(x,y)+c est linéaire donc convexe

(x)>e est convexe est croissallte

conc (x,y):= f est convexe

gradient+ hessienne de hi

h(x ,y) =

2x

-
yz

Hn(x,y)=
y2 43

↳ son determinant = 0

↳ satrace7
,0 cary) O

Hy (x,y) est une matrice positive,
donc hest convexe

La contrainte ne peut être satisfaite que pour= 0
,

f(0) = 1 = minimum def .

2) a) dual + résoudre

Lagrangien: L(
, y ,m) =e-n Con minimise

On doit calculer lafonction duale f*(m)=infL,
or 2(xy ,m)L, 0

> 8et2(x, y,m)
- + o

donc f+ (m) =0 Vm>
Donc le pb dual est

:Maxf
*(m)=max(0)

=0 le maximum est atteint pour toute valeuren



b) RAPPEL: [Thi de Slater]

Soit f
, g, Im , h, , hp-U-> R un problème d'optimisation convexe

.

On suppose que FicED = [xEVigi (x) =0
, hi() 03 +q : Consatisfact

les contraintes(

hi() <0, VIj<p . Ofg(u) ,
où g :-> R=

91

↑ contraintes
strictement (Satisfaites

Alors, sif a un minimum cé(global) sous contraintes,
gi2

Cle min primal est

7EI,MER: +pf(5) = 2(x,, i) = f+ (x, i) égal au maximum dual

+ [ChatGPT:

p*: = valeur optimale du problème primal
d:= valeur optimale du problème dual

Saut de dualité : S = px-d

si S = 0 : forte dualité']

S = 1- 0 = 170

~ le ph ne vérifiepas la dualité de Lagrange forte

-> les hypothèses du thin de Slater ne sont pas satisfaite (*(x,4) +qh(x ,y)<0)

(thmS
Ex 3

.
2 :

+ scratch)

fiR
-> IR

(x,y)x2+ y

1) Ecrire f comme une fonction quadratique. -convexe

[cours :

(x, >)=Article
A = (aij) 14i

,j < 1

b

=
f(x) = <Ax

, x)+ (b,x)+ C

CORR · Fest convexe si A)
,

O

fest concave ssi AX0

Si A définie positive ,
fest strictement convexe

.

]

On pose .

A = [20] e+ b = [0] termes linaires

(x2 si pas Un

[ termes quadratiques terme Croise)

A est positive , donc f est convexe .

Si on considère (0,
0) et (0,

1)mais
f(x) + t(f(y)-f(x)-(1-1) f(x) + Ef(y) sit strictement convexe . 7 = 11

f(0, 0) + +(f(0 ,
1) - f(0

, 01) = 112

= f(0, 12)

= f(z(0,0) +t((0,
1) - (0

,037)
Donc f n'est pas strictement convexe.



2) D = 3 (x ,1) ER 2; <2 + y2 <138x+ y), - 13
a) Dessin

i..,
..

/

b) Mq c'est une partie convexe

~ Intersection d'un disqueet d'un demi-plan, qui sont tous les deux convexes. C'est donc bien une partie convexe.

c) hi: (x,y)> x + 12 - 13

h2 : (x
, 4) ++

-x - y - 1

3) Mp contraintes qualifiées en tout point
h. (x,y) = (2x24)
hz(x,y) = (- - 1)

-> si seule hi est active
,

Vh (0,0) donc [8h,3 famille libre

, si seule he active ,h2f (0, 0

-> sih, ethy actives : (intersection voir dessin

(x,y) = (2 ,
-3) ou (x

,y)= (- 3
,
2)

~ la qualification est vérifiée

1) conditions nécessaires et suffisante CED soit min global
Les conditions KKT sont nécessaires puisque les contraintes sont qualifiées etsuffisante parce que la

fonction est convexe .

KkT =

-

2x= 23u , -Mz (1)

1 = 2ym,
-

M2
(2)

M((2+yz - 13) =0(3)

M2(- 1 - x- y) = 0(4)

-

5) Determiner les mins globaux
Résolution deKKT:

> si hi <O
, h20

(2) = 0 = 1
, pas desolution KKT

> sin, = 0
, hz= 0

(3) et(4) => (x , y) = (2
,
-3) ou(-3

,2)
.

Sicc
, y = 2

,

- 3 :

(1) => 4 = 4M1 -Mz
-

=>m ,
= 3/10) O contradiction

(2) = 1 = - 6M ,
-Mc -

Si x , y = - 3 , 2

-- 6 = -6M .
-M2 =M = 7/10) 0 contradiction

-

1 = 4M ,
-

Mz

si ni =0
, h20 (mc= 0)

(1) = 2(1 -

m ,)x= 0

six = O :pas de solution carM, 70

donc= 0 .
don (2) => y=10 donc (3) => y=

-v
2mi donc hi est active contradiction



->sinz= 0
,

h, <0 (mi= 0)

(2) = Mz= -

donc (1) => = 1/2

donc (4) = y =
- 3/2

pt : (112 ,

-3/2)

On a un pt critique sous contraintes : (112
, -3/2)

e+ f(((2 ,

-3/2) =yz =
-5/4 .

Ex 3 . 4 :

AEMnCR), o

bEIR"
, GEMpnCR) ,

cEIP
min de f: IR"

->R

x> <Ax ,
x) + (b,x) sousGe = C

I justifier que Lagrange s'applique ssi G surjective(
Les contraintes sont données par les fonctions gi: (Go)i - Ci

Les gi sont C'car linéaires et &gi = Li , ou Li := la i-eme ligne de G

do {Bgi 4:
est libre ssi [Li3:

libre ssi G est génératrice (lignes de G forment une famille libre
ssi G est surjective

2) f unique minimum montrer qu'on a un min dans

Soit X, la plus petite up be A. le cas convexe :

-VxERY,
llf(x) (1), X, 112112-11bIIIIscll ma Ilfil 7 + 0

11 XII-> +a
donc 11 f(x)/Il L to donc fadinet un min global

Ilal->+ do donc f admet un min

A définie positive, donc fest strictement convexe
,
don ce minimuin est unique .

+ il est unique.

(i
. e . global

3) x = (xx) , xp)

en en fet de X =?

Multiplicateurs de Lagrange : si mince
,
JX,,, XpERta

P

f(x) =(i9i()

c .
à . d . Aci + b = G

+
x oix= (X1, Xp)ERP

=> c = A
+

(G+x - b)

4) MpGA"GEX = c+GAlb

si c= G

= GA"GEX-GA"b

(contrainte) t fadmet un min donc un tel X existe

5) MqGA -Et inversible +

Vy EIRP

(GA"Gt(y) ,y) = <AGt(y), Gt(y)))O car A definie positive
Donc GA"Gt def pos eten particulier inversible.

On a don X =/GA-(+) "(C + GA -b)
conc = A+GtX-A-

= A-Gt)GA-"Gt)-c + A+2t(2A-G()GA- b - A- b

6) +-> +0 pas demax
.


