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1) PROBLEMES - EXEMPLES

APIS MELLIFICA

Probleme d'optimisation : Quel est le temps de butinage optimal par fleur pour maximaliser la p . total de nectar butine dans unejournée ?

On suppose que les fleurs sont toutes identiques et réparties de façon uniforme. On note :

2. temps de trajet entre une fleur et la suivante

N(t) : Qu de nectar que l'abeille est parvenue à aspirer au bout d'un tempst
,

donnée par :

B : Qt de nectar contenue dans une fleur

&: ce mesurant la difficulté à aspirer le nectar
A

n : nombre total de fleurs visitées par jour

T : temps total de butinage

N(t) =
BE

M =

T

t + 2 t + 2

7

La quantité totale de nectar ramassé dans une journée est donnée par la fonction :

f(t) = N(t)
T

= +
Bt

Pour quelle valeur de t la fonction fest-elle maximale ?
t +2

(t+a)(t+ z)
E O 2 +D

f'(t) = +
B(t+z)(t+2) - Bt(2t+ 2+ a)

=
+ B(xz- tz)

f(t)
> fmax

(t+ z)2(t+ 2)2 (t+z)2(t+ a)3 > O
,
0

t prend des valeurs positives,
donc f'(t) = 0 = t=2

NEURONES

Un neurone est un objet prenant en entrée un vecteur àn coordonnées et produisant un nombre

Les coefs (ail ,in ne dépendent que du neurone et aoest appelé le biais.

X = ao+aixi Cette operation est la partie affine

> Le résultat produit par la partie affine est utilisé comme argument d'une fonction d'activation 4
[ Fonction de HEAVESIDE FONCTION CRENNEAU]

y(x) =- six7, 0 fonction signoïde :

_ six (0 P(x) =
1 + e

- 10X

RESEAU DE NEURONES :

X(0) : vecteur d'entrée de la 1ère couche

X () = 40Fk(X(k-1) où fi est la fonction affine donnée par les coef . des neurones de la couche.

On entraîne le réseau en lui donnant des vecteurs d'entrées X(0) , X(0le où est le nombre d'expériences.

Les résultats sont des vecteurs(m), ,
X(ile qu'on veut comparer avec les bonnes' reponses attendues y1, Ye

+qVie :

2

On doit donc minimiser la fonction :&
: mi X(i = 4 F(x(0i)

on veut que les Xi soient les plus proches possibles desYi i = 1

X (mli= 40 Fm(x(m-1)i)



LE JUSTE PRIX On note :

offre
M

· S(p) : fonction modelisant l'offre

· D(p) : fonction modelisant la demande

· p: prix d'équilibre verifiant S(s) = D(p)

" demande

7
prix optimal

On considère un marché global constitué de n commodités (bien ou service

·XEIR" : le panier dont les coordonnées correspondent à la quantité de chaque bien qu'il possède.

Si une coordonnée correspond à un service, alors elle est négative.

· P : vecteur des prix des Coordonnées (Pilii< n

Le prix total d'un élement xEIR": Pixi =<p ,
x)

⑧Y1 / m: Unités de production [IR" tqi

1) SiyEY; et te [0, 1] alors tyEY (changements d'échelles décroissants des plans de production]
2) Siy, y'EYj , y + y'Ey; (en consommant lasomme des ressources on peut produire lasomme des biens]

3)y Y = 34+ +ymiyjtyj V)jm4 : plan deproduction global du marche

Y ne contient aucun élément dont toutes les composantes sont strictement positives Conpourrait alors produire sans rien consommer

4) YM(-Y) = 503 <l'économie n'est pas réversible]

· Mi : Xi > IR+: function d'utilité, +pui(x)>mi(X) si Xi préfère x'àx. [tout le monde aun minimum d'exigence[

1) Xi convexe , fermé et Jx0 +qXX, xo XXEXi

2) VxEXi
, Jx'EXi +q Mi(x) >Mi(x) .

3) Mest convexe

XX
,yE50, 17 : dividendes de l'unité de production Y que touche le consommateur X; [Xx ,y =

. Chaque consommateur commence aveciEXi +p7 XiEXi +9 7xi

THM [ARROW-DEBREU]

3 pElR" +q :

· VIjkm , yEYj< p, y) admet un maximum en un point y;
· Vi

, Mi a un maximum en un pointi sous la contrainte
M

(pxi). ,[i)+dij<,Tj)
↑ T

valeurdu panier valeur de depart ↑
cequ'il gagne

· [xi-[ij - [Tiko [équilibrede l'offre et la demande 7

· [()-[(i) - -
[(p,[i)=0 CLoi de Walras

, pas d'argent rentrant de l'extérieur du système]



Chapitre 2 - Recherche des extrema

RAPPELS

Soit f: R
-> RCof(x) = (f(x) On utilisera toujours la norme euclidienne

fn(x) 1+ Xn(ll:i
· fect fie Co Vi

· Il XXII = 1x1/IXII·-dérivable ( fi dérivable Vict f'W

=il &
·

Il x /l = 0 E) X = 0

· 11x + yll < (( x Il + 11y1·- intégrable> fi intégrablessi (f(x)dx=)/ * dans R", toutes les normes sontéquivalentes

DEF : La boule ouverte de centre X et derayon ~ B(x
,
r) = SyER" ; Ilx-y11 <r4

( f(x+ h) -f(x)
doit avoir un sens

h on ne peut pas étreaubord

Il faut semettre de un point ou on a de'll'espace à droite et à gauche
=> trouver uneboule ouverte (

DEF : Une partie U CR"est ouverte sitxEU , Jr>0 +q B(x, r)<U

DEF: Un fermé est le complémentaire d'un ouvert

DEF : Bf(x, r) = Gy; 1(x-yl)]+4

DEF: f : U-R"

fest continue en X six)0,
75) 0 +p Vy +p 1lx-yll 18 , on a : 11 f(x)-f(x)1) < E

PROP: fig : U
-> R"continue DEF: KCR"est compacte si X(XK) KEIN Suite d'éléments de K

,

1) f + g continue => sous-suite (Xy(11)kein qui converge vers un élément de K (

2) Sim = 1 , fg continue

3) Sim =l et f ne s'annule pas, Yg continue PROP: K <IR" est compactessi elle est fermée et bornée

4) f: U + IR"
, g : V-1RP ,

f(u)CV , gof continue

5)(, xn) ++ Xi continue

(polynômes/cb linéaires... (

THM [BORNES ATTEINTESS

Soit K compact etf: -iRcontinue THM : Soit U un ouvert de IR" et f: U
-> Rune

Jx+ , X
-
Ek +q(x(k, f(x)( f(x)(f(x+ ) fonction polynomiale en les coordonnées .

Alors f estcontinue .

THM: Soit f : M"
-> P +qf(x)->+ quand ((x11++ d

En particulier,
toute application linéaire de

Alors
,
fa un minimum global

#" < RM est continue
.

PROP: Sif(x,,x2) a un maximum en(,)

* f(x,) a un maximum en)d (x)=
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f : UR
,
UCIR"

Thm (bornes atteintes)

SiK compact etf: -> R est continue
, alors7x+, X- Ek +pVxEk , f(x)(f(x)(f(x+)

THM: Soit fiR" < R une fonction telle que f(x) > + o .
Alors f admet un minimum global

Il XI) > +0

DEF: f : U <
R a un

· minimum global en YEU si : VxEU , f(x)[f(x)

· maximum global en *EU si : VxEU, f(x)
_
<f(x)

↳ extremum global

·
minimum local en *EU si Jr>0 +qUxE UnB(x,

r)
,

f(F)
_
<f(x)

· maximum local enEU si Tr>0 +qUxEunB(y,
r

, f(x)( f(x)

~ extremum local

DEF: Soit f: U < Munefonction etX = (X11 , Xn) un point de U . La dérivée partielle def parrapportà la i-eme coordonnée

au point ( est la dérivée de lafonction :

fx
,si t If (XXit, Xit , , Xn]

au pointai. On lanote Of(x) = f(
,
if(Xi)

&Xi

· Si V est ouvert et xU

7) r O +qB(x,
r)CU

. En particulier , FLEJXi-r, XitrT ,
(x
,, Yi-1 ,

t
, xi+, xn)(B(x, r)CU

Donc fx
, i est définie sur Jxi-r

,
Xitr[

·
Soit (eilisi_n labase canonique de IR! ti <f(x+ teil

(x
,, Xi-x xi+ t , Xi + 11,

Xn)

f admet une dérivée partielle par rapport à iSsi gest dérivable en 0.
Of (x) = g'(0) ,

t , < f(x+ tr)
& Xi ↑ dérivée directionnelle

THM : UCR" ouvert
,
f: U

-> R qui a des dérivées partielles par rapport à toutes les coordonnées .

alors&f ( 5) = 0 VI in (*> un point auquel fadmet un extremum local
Oxi

DEM : Supposons que faun minimum local en y

Soitr> 0 +q VxEURB(F, r) ,
f(x) [f(x)

Soitr'Otq B(*,r)CU · Exposant S= min(r
,
ri) : B(X

,
S) CUetVxEB(*, S)

, f(x)(f(x)

Donc fx
, i

: J Xi -S, Xi + 85 < IR verifie Vt
, fx

, :
(i)fx

,i(t)
Donc f(x

,
i (i) = 0 i . e .

&f(x) = 0
& Xi

Sitto ,
fi(Fitt) -f

,
i(Fil

4
, 0

= ,Fi, o
L

sit< 0 < f
, i (i)O

EX

T(x ,y) =

+212M+ 42+ 22

Si S2

P, x(0, 0, 21) Admettons queTaun minimum global.

X

q(x , y, 0)

2= 0 j(x , y) =

2X
+

2(x- x2)

5 x 25+ 42 + 2,
282x2(x-xz)2+ y2+ 22

X P2(X2 ,
0 ,22)

(xy=



0 +

(x , y) = 0 =y= 0

,(x , y) = 0E
X

+
(x- xz)

= 0
Gy 8 x2 + 2,

2 82(x-xz)2+ 23
↓gauche
- X

P,
---- Z - sin 0 = , sin 82 =

*2-x

Pi Q BQ
O
- Q où P, Q = X2 + 2 ,

2 (norme , distance entre les deux points)
X

Es
P2Q = (x-x2)2 + 22

~ (XY) =OE
Sin(0) sincO2) = sincosinO* P2 Si S2 82

ni = S ~ nisin (0 .) = 1 sin (02)

Calculer des dérivées partielles :

·
G(f+g)

=
2f

+ 09

& Xi &Xi Oxi

· f
, g : U <

(R
,

<(fg)
=

fag
+ 09

Oxi &Xi

En particulier, toute fonction polynomiale a des dérivées partielles

·
f : U IR qui ne s'annule pas,

-(f)
=

- 1 of

8Xi f2dXi

[(gof) = f(x(gof))

D problème pour la composée

EX: f : x EIR ->(x, x) EIR2

9 : (X ,4) Et si
g(t, 0) - g(0,

0)
=0 ,

0

t

09 (0,0 = 0=c 0

gofix1 <X= 12 six gof pas dérivableeno

o sinon
-

E P(K
,
L) = 1 , 01 .

K"
.

/4 (fonction de production de Cobb-Douglas]
GP

= 0,
1x'yx13x73 = 0.2525/4)4/4)0 + productivité marginale du capital

SK

P L 3/4
=1, 01x

K K

JP

ek =
21

= /4 élasticité de production
P/K

EX : fix) < X3

f'(0) = O mais fn'a pas d'extremum local

DEF: Le gradient defenx est Vf(x) = Gf(ax(x)

Gf(yxn(x)

Un point critique defest un point *EU +q Uf(x) = 0



PROP: Soit f: 1->R
,
YCl +qf(x) = 0

· Sif"( *)L0
, alors f a un minimum local strict en *

· sif"(* )(0,
alors a un maximum local strict en

. [Taylor Young]

DEM : On fait un DL defen : f(+ h) = hf'(x)) + 12/2f"(x) + 0(42)

f(x+h) - f(y) = 1/2f"(x) + o(t) (0(nz) = n22(h)
,

2(h)
+0)

h-> 0
f(+h) - f(x) = h2f"(*) + 422(h)

= h2(f"(x) +C(h)
2

>0 I

h
7 SL0

,
VhES -5

, 85 ,

+" (*) + E(h))
,

f"(x) Lo
2 4

Alors
,
the]-S

,
85

,
f(x+ h) = ht(f"(x) +&(n))), h2fi)LO

DEVELOPPEMENT LIMITÉ À L'ORDRE 1
:

DEF: Soit f : U-R?

On définit la différentielle defenx : Dxf : (hi , hn) <hi
DxfE2 (R",

R
*

(
Toute application linéaire peut se représenter, une fois des bases fixées dans les espaces vectoriels de départ et d'arrivée , par

une matrice. Si on note fi les fonctions coordonnées def
, pour111m, alors la matrice de Dxf dans les bases canoniques est :

Jf(x) =

&fi
- matrice Jacobienne def au point X.

8xj(i)m
1kj -

>n

Si m= 1
,

cette matrice est une colonne, qui n'est d'autre que le gradient' f(x)

Autrement dit, pour une fonction à valeurs scalaires
,

on a : Dxf(h) = f(x)
, h

- f(x+h) = f(x) + Dxf(h) + o(h) , où o(n) = 11h))E(h) ; E : IR" > IR
* tend vers O quand htend vers 0.

Pb: L'existence des derivées partielles ne suffit pas !-

g(x , y) =

-

XYsi(x
,y) + (0,0)

x2 + y2
- O Sinon

g(x, X) = 12 =0gn'est pascontinue en(0
, 0)

X-> 0

DEF: fest de classe C' si elle admet des derivées partielles por à toutes les coordonnées et si ces dernières sont continues
.

THM : Soit f : U
-> im une fonction de classe C' et XEU

.

Alors , VhER"tel que x+hEU
,

f(x+h) = f(x) + Dxf(h) + o(h)

DEM : X = (X.Jeth= (hi , mn) f (x,+ mi
, Xz + (2) - f(x

, xz) = f(x + hi , X2 + (2) - f(x) + m ,xz) +f(x, + h i, X2) - f(x,, xz)

f(x +h) - f(x) =
[f(x

, + h1, , hitYi , Vit,, Xn)-f(xth, Virthiri , Xi , xi)
i = 1

-With,titl
12

bxf(x) = [hi(x)=x
i = 1

Donc f(x + h) - f(x)- Dxf(h)=+h Mitii -(



Cours 3

Soit E>0

Par continuité , Fri)0 +pyB(x, ri) Il(4)-(x)
Soitr= minri . SineB(x, r), Ilx

, +hi Xirithisti-- (x 1 , Xm)()
1[in

=Ilh, hi-10, Oll =

hi+ + hi le hi + + him

e+ 11 f(x+h) - f(x) -Dxf(h)))d =E
= Ilh/) <rri

oril
On a montré que FEXO, Jr)otq VhEB(x

, r),
11 f(x+ h) -f(x) - Dxf(h)/)(Ellh11

=>
Il f(x+ h) - f(x) -Dxf(h)))\E

i. e.h (f(x+ h) - f(x) - Pxf(n) > O 11h()

11h11->0

1. e .
f(x+h) - f(x) - Dxf(n) = 0(h)

26/09/2025

Thi : f : U CA" >MC
ouvert

Vx(U , f(x+h) = f(x) + Dx f(h) + 0(((h())
M

Dxf : (h,,-En(

PROP: Soit f : U <Runefonction

Supposons qu'il existe une application linéaire LiR"
<

RM +qVh +qXthEU :

f(x +h) - f(x) = ((h)+ o(n)

Alors, f admet des dérivées partielles par rapport à toutes les coordonnées au point X
,
et si (en) 1ifn designe

la base canoniquede R"
, ona : Of(x) = Lei)

5Xi

DEM: f(x+ tei) -f(x)

=L(t(i) ++0(l)teil)
t

= Leil +- Il t eillE(l) teil)

= Lei)+le
t -> 0

->Lei)
=->0

EXEMPLE: MEMnCM) -> M2

f(M+H) = (M+ H)2 = M2 + MH + HM +H2

= f(M) + MH +HM ++2
~ 11H211 * 11H1) X 11HIl

linéaire en h = o(H)

PROP : SoientfiUMoù est un ouvert de RP, et g :VRPoù Vest un ouvert de M. Supposons f(u) V

Supposons fet g de classeC'. Donc gof est de classe C' et

Dx(gof) = (P+(x)9)oDxf

En notant (fj)1j_m les fonctions coordonnées de f et (gk) 14 p
lesfonctions coordonnées deg , on a VxEU,

M

0(gof(k = [9(x&Xi



DEM : gof(x+h) = g(f(x+h)) =g(f(x)+ Dxf(h) +o(h)
-

hi

= g(f(x)) + Df(x)g(n)) +o(h')

=(gof)(x) +(Df(x(g)(Dxf(n)) + Df(x) g(o(n)) + o(bxf(h) +o(h)

A = Df(x)9(((hl)E())h(1) A B

=(1h/) Df(x)g(E((hi) B = 11DX f(h) + o(h)()E'(Dxf(n) +o(t))
-

linéaire donc = 11 Dx f(h) + 11h()E(((h(1) 11E')- - - )

inue
(d < (lDxf(h) + 11hl)E(((hii) 3)- -

-
inegaen

& II hII XIII DxfIll
-> norme subordonnée

donc A = o(h) ↓ borne

IlL(X)I

InMISC--) donBo

L . A"-> IRM
,

III LIII = sup
X +011xI)

VX, 11L(x)I1 [ 1112III XIIXI

L linéaire, 7c)0 +pXx, 11L()ll[cIIXII

PROP: f : U
-> IR"C'bijective sur son image et de Reciproque f-continue

Alors
,
f-est C et Df(x)f- =(Dxf) -

app.
linéaire inversible

DEM : Dx (fiof) =(Df(x)f)
+ ((Dx+)

Dxid = id

DEVELOPPEMENTS LIMITÉS À L'ORDRE 2

DEF: f:URUC
La différentielle seconde def au point est (hik)EXIR",nik(x) application bilinéaet

DEF:
f est de classe C' si elle admet des derivées partielles qui sont de classe (K-

-

Thm : f: U
-> IRM de classe (2

,

alors f(x+h) = f(x) + Dxf(h) ++P +(h
, h) + 0(((h)(z)

[hihj-
i ,j=

f : U- 1R , f(x) = 0

f(x+h) - f(x) = 1 Dyf(h , k) + 0(1)h((z)

DEM: X7 U, Tr> 0 +pB(x, r) CU
. Sillhikr, XEB(xr)U P(t)=D(g(

On fixe untel h
, et on pose $ : te[0,13+ f(x+th).

(2

On a D(1) - P(0) = p'(0) +((x- s)P"(s)d =iDg(t)(xi
0= fog , g : t = x+th

p'(t) = (Dg(t)f)(g'(t) =Enj(g( de

P(0) = Dxf(n) [g(t) = h]
=in;xti

Dg(t)f(h) =[hig(t
i = 1



f(x +h) -f(x) - Dxf(n) - 1/2 D2x f(h
,
n) = p(1) - d(0) -q'() -1 d"(0) ( = ((l -s)ds)

= %Stsp"(s)ds - -(j(- s)&"()d

= (j(-s)(P"(s) - P"(0))ds

= (31 -s)&+shf(h ,
h) - 12xf(h,h)d
&

11 alt [lhillhil//of (x+ sh) - 52f(x)/)
8xj8Xe GXj6Xi

Fixons[)0
,

soit 6)OtqVi j 11 d(y)- (XII)3
.

Dès quelly-xs

Donc Sillhil(8
,

on a Ila11[Eill
=E(l)(i)(1) (on 11h/) = 13114112

Ainsi, 2 = 0(11h112)

et)!(1 - s(ads = o(((h((2)

DEF: Si B : /" XIR" < I bilinéaire , la forme quadratique associée est hi < BCh, h)

DEF: Une forme quadratique Q est

·définie positive sill existe X) 0 +pQ(x), XIIXIP, ExEl

· définie négative s'il existem)o +qQ(x) -MIIX12, XXEIR

THM: Soitf: U > Rune fonction de classe C2 et soit un point critique def.

Si laforme quadratique QX: hi < DYfCh ,
h)

-
est définie positive,

alors f admet un minimum local strictenx
.

-
est définie négative, alorsf admet un maximum local stricten X

DEM, f(x+h) - f(x) = (D2 f(h
,
h) +0(((h(()), 11h(r+ 11h(p+ &(((h()

<, 11h(((z +E 11h())

* + 3(((h() >
n-> 0

donc 7870 +9] + E(IIh11)), dès que 11h11x * ) O

PROP: Soit f:uRunefonction de classe (2 et X un point critique def. Sif admet un minimum local enX , alors

la forme quadratique QX est positive . Sif admet un maximum local en x
,
alorsest négative.

NOTES: Une forme quadratique est définie à partir d'une forme bilinéaire B , qui peut se représenter à l'aide d'une matrice M(B)

dont les coefs sont M(B) ij = Blei , ej)
.

(où (eil1in est la base canonique de IRP

Etant donné xet X : B(X
,
X) = B)[xie Exje,

i = 1 j =

=XixBleie
1

=[M(B) xjx,
-> B(x,

X) = <M(B)X), X]

Donc Q(x) = <M(B)X,
X]



En admettant qu'il existe B=CVII Vn) bon deM dont tous les vecteurs sont propres pour MCB) ,

c.. d. Ex,,- XnERtqFKin , M(B) Vi = XiVi

Alors VX = [iXiVi : Q(x) = <M(B)X,
X]

= [M(BI (Exivi) ,Exivi
= XiX; (MCBV

= iX](Xivivi)=
* En particulier, si toutes les valeurs propres de MCB) sont strictement négatives, alors Q est définie négative et sitoutes ses

V . p sont strictement positives,
alors Q estdefinie positive.

-> il suffit que la matrice M(B) soit symétrique (pourqu'il existe des vp)

627 (x)DEF Pour -2
, la tessienne defenxest la matrice Hf(X)ij =

acciox;

Ihm: [Schwarz] Sifest(2, Hf(x) est symétrique

PROP: Soit f: U < IRune fonction de classe C? Pour XEU
, Dix fest :

-
définie positive ssi toutes les v . p de Hf(x) sont strictement positives.

-
définie négativessi toutes les v . p de Hf(x) sont strictement négatives.

PROP:
f: U <IRC3, Xptcritique +pHf(E) a une up X> O et une UpM/0.
Alors * est un point selle.

DEEM: Soit VEIR"tp Hf( *)v= Xv SoitwelR" +qHf(X) =Mu
f(x +tv) - f(x) = by f(tr, tv) +o((Itv/(2) f(x+ tw) -f(x) = 11 tw(l2(z +E(I)+wi)

2

= X2 (ItrIR + o (l) tVI12) LOVtEJo
,

SE

= 11 tvIP(z +E(I)tr(1)) ~ pas de min local

2) 7870 +4730, 89
,
f(x+ tv) - f(EDO (tDf(tv, tv) = (Hf(x)tv, tr)
~

* pas de max local en X

Le cas de deux variables :

f : U CIR2IR Tr(Hf(x)) = X1 +x2

H+ (x) = P( ,)p
-

D e+(Hf(x)) = X1X2

&ROP, Si det (Hf(x) (0 ->point selle

sidet(Hf(x))>0, alors :

-si Tr(Hf(x)) >0 min local strict

-SiTr(Hf(x) (0 - max local strict

sidet (Hf(x)) = 0) cas dégénère



EXEMPLES : (faire
!)

1) f(x,y) = x2+42

f(x) = (2x) , Hf(x) = (28)
pt critique : (0, 0)n) min local strict

2) minglobal (fest tjs positive , f(0, 0) = 0 e+ f(x
,y))0X(x,y) + (0,0)

2) f(x , y) = x4+ 43- 3y-2

-f

=((
pts critiques : (0, 1) etCo, -1)

Hf(x, y) =

12x20)
H+ (0, 1) =(0)(O Gy
-> cas dégénère

f(n ,
( + k) - f(0, 1) = ni+y3 + 3y +342 + 1 - 3(k+ 1) -2 - (-4) (caspolynomial)

=
ni + 43 + 342 = mi + k2(k + 3)

1113
~ minimum local

Co,
1) pas un minimum global carf(0,4)-*

Y >
- N

3) f(x( y) = x2+ 43
-f(x) = (3) p+ critique (0, 0)

H+(x,y) =(20) H+ (0,
0) = (88)

De fait, on observant quef(o , y) <O Vy<0 tandis que f(x,0)0 pour toutx ,
on voit que l'origine n'est ni un maximum

local ni un minimum local

f : U->R

S = (x(ug(x) = 03

DEF: on dit que fa un extremum sous contrainte si la restriction de fa S a un extremum local.

* g(x ,y) = X2+ y2 - 1



Cours 4 

S = Ex(Vig(x) = 03
Soit +pg(x) = 0

Soit y ES proche de

g(y) = g(x) + Dxg(y-) + o(y-)
0 = DYg(y- Y)
Il

: -Fi)(x)=

Imaginons que 09 (X)

Alorsyn =En-9 (*) * (x) x(-

PROP:

g : U-> IR de classe (" et YEU +pg(x) = 0 et Tg(x) +0
Alors, quitte à permuter des coordonnées

&VCIR""
,
WCRouvert et 4 : V < wC +pUxEVXw

g(x) =0 =Y(x i 1 , Xn- 1) = Xn

DEM: On va supposer que 29 (2)70 et même9 (*o

=r)0 +p9(x0 AxEBC,
F

= (X
,

Yn-1ER"
+

six( B(X, z) , yEJYn-*, *+5 alors (X, Y) (B(*, r)
Donc

, pour x[B(X,E) fixé : yEJYn-E, YnEf < g(x, y) strictement
<

, g(X,) =0

doncg(X, Yn-=)(0 , g(y, Xn + ())04
Par Codeg,

Fro +qXxEB(X, ri), g(X,n-)
g(x, n +1)

ParEstgxxen

Par construction, Y est continue en
.

Soit XEV. Posons * = (X , 4 (x)

g(x) =0. (X
DOnJ5,, 4 : 0 -> +qXfYxw , g(x) = 0 =-Xn = Y(x,- , Xn- 1)

Si maintenant EVnV : g(x , Y(x)) = 0 = Y(x) = y(x)
↑ Coen X donc Y CoenX.

dérivée partiellede:

X(Vvxw =(a = (x, y(x)
b = (X + tei , 4(t, tei)

his <g(a, s(bt-a)C

h(l) -h(0) = h'(so)

g(bt) =0 "g(
hi(s) = Pa+ s(b-a)9(bt -a)=(a + s(bt-a) (b-l

=(x9(a + s(bt-a+ (a+st-a)x(y(x-te-x



4(X+ tei) - +(x)
=

-(atsob-aatsob-a(xt

EXEMPLE ,

g(X ,y) = X2+ y2- 1

g(x ,y) 2x

24

g(x,y) =0 = X = y=0

mais g(0, 0) +0

Par définition
,

4(X, x- 1) = Yn

ap( ,n =((
Plusieurs contraintes :

S = (xtVig ,(x) = 0, 92(x) =0
, 19m(x) =03

YES
, yES g = (91) : u-

gm

g(y) =g(k) +Dy(g(y-)) +

DY(g(y- Y)) = 0 - DYg(y) = Dxg(x)

THM : [des fonctions implicites]
Soient gi1 gm : U < RCK

,
YEU +q

↓ g.
(x) = gz(y) = = O

ii) Vg ,(*) ,Vgz(*), Vgi(X) est unefamille libre

Alors
, JVCIR1-M , WCI

*
ouverts et Y: V > WCktq

(,,, Xn-m)
Y

(kn-m+ Ym)

Vx(VXWig, (x) = = gm(x) = 0 ()(Xn- m+
-Xn) = 4(X,,, Xn-m)

DEM : On procède par récurrence (m= 1 déjà fait)

8gm+
(*) +0VCRP

,
WCR

, Y: V-w

gi :V > IR

gi(xx , Xn-1) =gi(Xi, (xn+1 ,4(xn)

f : U > 1 C'

g : U < IR-

Soit YES= [xIg(x) =0 3 +qfa un extremum local sous contraintes en X

sig(X) +0
,
JV

,
W ,

4:V-w

:(X
, , Xn) 1 < f(x1. (Xn- 1 , 4(xx) , Xn-1)

=
a un extremum local en Fi *n-1 - F(*,Yn- = 0

E(x) =a + Y (Xx
= of (x)- (x ,y(x)"x9 (xY(x)·xY a

(, Ym)= (x) -((x))"x()
69 =9. +() =X



* àfaire !

THM : [Lagrange]
figi ·9m : M < RC

*EM tpf a un extremum local sous contraintes enet gp(x), 1 gm( Y) est libre

Alors JX, XmEl +q f(x)=Xigi(

EXEMPLE : f(x
,y) = Y

g(x , y) = y3 -x2

S
=((x ,y) ; g(x , y) =03

si(x, y)ES, y3 = X2), o

donc y), 0

donc f(x ,y)), 0

Comme(0,0) ES et f(0
,
0) = 0

minf=

f(0, 0) = () . Ax +q +(0
, 0) = xg(, 0)

g(0, 0) = (8)
f(x , y) = Xg(x ,y)

(i)
= x)2x = x = 0

242 donc y3 = x
=

= 0

EXEMPLE : 2biens pour un consommateur

fonction d'utilité : f(x,, x2) = x ,(xz)-(0(x()
N = niveau de vie idéal ~ f(x, X2) = N

On veut minimiser le budget PIX1 + P2X , sous contraintes f- N = O

2(X ,, x2 ,
x) = p,

X 1 +PzX2
- X(f(x,,xz) - N)

P - Xax, -x2
= 0

S P2 - X(1-x)xix2=0 -Pi = Xxx,xz
+ C

XX2N = 0 N = X/X2C

Pl
=

X
e+ P =

X(l- x)

N XI X2

X=X =

Pax
P2X

xd))
X =N

EXEMPLE : un système physique à N etats possibles .

L'état i a une energie Ei

Un état statistique est donné par (pi <Pr)[0,
1 +Pi = 1

,Epi
ENTROPIE

S :(XIs
·Xn)1 Xin(i)

On veut maximiser S sur [plE(p) = Eo) pour Eo)O fixe

fermé de [0,
17 donc compact

Sco donc 7 un maximum

L(PI PN)= S(p , Pn) -xE(p < Pn) => 1 + In(Pil= Xi

In (Pi) = XFi - 1 + Pi =e
-exti = ZeXti



X =
1

KBT = emprunteur du système

S(30) =S(p,- -
Pn) =Zen(

=Ze(in(2x
= In(2)Eo + [XFiZeXFi

DEF: 4: UCRUP <R
,

son graphest Sy = &(x , Y(x)) , xEM3
DEF: Une sous variété de R"

de classe Cet dedimension pest SCIR*

+q

VxES, quitte a permuter les coordonnées, il existe :

· V C Rn-P 4: V < wCk +q

· WCRP SM(vxw) = Sy

THM : Si gil gmC" +pExES = Egi(x), 19m(x) =03 , gi(x), Ygm(x) libres
,

alors S est

une sous variété de classe [k et de codimension in

g(x, y) = x2 +y2 - 1

g(x , y) = (2)
f(x+h) = f(x)+< f(x) , h) +o(h)

fil
-> He

Tangente au point xest : 9 (t ,
X + Ef'(x) ; tER4

f: U -> IR

Tangente au point X : 9(t1,En ,
X+E (x)GER

DEF: S ssvariété etXES

L'espace tangentà Senx est TxS =(E,En-pix+ Itid(it,PER



Cours 5

Thin(Schwarz) : f : U -Rm,
alors AxEU,

aff(x) =
of (x) Vi

,jkx
& XiXj & Xj8Xi

DEM : OnposeFij : (x, Y)1 f(xs XixX, Xixi -Xj ,y, Xj+ 1) (Xn)
Il suffit de montrer le thm pour Fi,j

-> On peut supposer qu'il n'y a que 2 variables

·
f : UCR2 < IREC2

,
XEU Q[a,b) x[c

,
d](U +qX(Ja, b[x]c,d[

1" p (stdt) as= (sd-
= f(b

, d) - f(a, d) - (f(b,c) - f(a
,d)

De meme
, (

.
")/G (s, t)ds)dt = f(b,d) -f(ad-f(bc + facTo

· Commed esto ,( (std= (std-

Ainsi, ("psH- (t)d(
x(X,y) , siG(x,y))0,

bro +qX(xiy) (B((x, y) , r)
G(X1, 41>0

sita, d]x[c
,
d) <B)(x, y) ,r) , alors("

*
Gs

, H) dt,dO contradiction

THM [Lagrange] fig,, 9m : U <IR,
C,EU +pf a un extremum local en Y sous les contraintes g.(x) =0

, 1 gm(x) =0

sig,
(X)

, 1 gm(x) est une famille libre
, alors EX,,XmEltpf(x)=Xigi(x)

DEM: onag,
(x) = = gm(x) = 0 et Vg,(x), Vgm(X) libre donc on peut appliquer le thm des fonctions implicites :

quitte àper muter les coordonnées, JVCIRP-M, WCR
* ouverts , 4: V < WC' +qxEVXWetg,(x) = = gm(x) =0

((Xn- m+11 (xn) = 4 (X1 , xn-m)
On regardeF : V > IR

(x) ,- Xn-m) 1 < f(x, xn-m , Y(Xx) , Xn-m)
estDeta un extremum local en (XTi , X-m) EV .

Par conséquent, f(x, Yn-m) s'annule

P(x
,, (Xn-m) 1 <(X,, Xn-m ,

Y(X, )
,

Xn-m)) (E= fo 4]

0 = Dx1-
mF

= Dp(x) ,
M-m(f + D(,, Yn-m) &

= Dq(, · in-m)
, 1
f + DD(x , Yn-m, 2 f+ D(y,) , Yn+ m))

= DX, if+ Dx
, 2f + D(xx

, Yn-m))

DX
,
1f : This , hn-m) , ch of (x)

Dx
,2f (hn-m+, hmy1 Ibid

i=n-m+18Xi

Question : Calculer DP ?

g =
91 : U

-> 1RM h(x, 1 , xn) =g(Xi ) , Xn- m , 4)(xx)(Xn-m))(g) n=0 = god



O= P(G, Xn-m) = Da() ,n-m/g + D &(,m) ,
290 Dixi · Yn-m)

= D,,9 + DX
,
290D(x

, (n-m)
or , g.

(*), 1 gm(x) libre+ on suppose que les in dernières lignes sont libres

DonDx
, 29 = (8g (

(x) gi(*)
in dernières lignes

Ainsi , Dx
, 29 est inversible , et D ,n-m)4 = -(Dx

,29)+.Dig
O = DF

= Dx
,
if- (Px

,
2 ) .(Dx,2g)0(Dx, 1 , 9)

Soit hEIRP-m

-> 0 = <X, if ,
h) - <Oxzf , (Dx,

29)" (o(Dr , g)(N)
~ < Vx,if , h) = <[(PX,29("o(Di,19)]

"

(Vx
,
2f) , h)

Vraith , donc Vx
,
if= [ (Dx

,2 g)
+ o (D,,9)]t (Vx,

2f)
V = EYER": /3

,
1 , Erm) = L /En-ma , Em)]

Ve. V. de dimm

Vf(x)Ev

Parlem calcul , Dgi(1) EV. Or (Vg(), , Xgm() libre donc c'est une base deV

Par conséquent 7X11 ,
Xm +pf(x)=Xigi().

RAPPELS : S= [g,(x) = =9m(x) =03 est une ssvariété de classe Cet de codimension i

c . c. d ,
XXES, JVCIRh-m

, WElm, Y : V <wCk +p (Vxw) MS = [(w, y(x))iXEV]
#Sgraphe

de la différentielle de 4)

E(b
, DxY(h)) ; hEIn-my

S = [(x , f(x)) , xEI} 00f : I-I

-> TxS = [(h ,
hx f((x)) , nEIR3

PROP: Sig1 1 19mECettpVg,
(E),, Vgm(X) libre

Alors TS = (Vectg(x)

PeM : V = EEEM ; (41 , En-m) = [(Dx
,29)"o(DX

, 19)]
*

/En-m+ciEn)
Il suffit de montrerque TX S = V+

Comme dim(V) = m et dim (TXS) = n-m,
il suffit de MontrerTxSCVI

Soit (h, De 4(n) ETXS, &EV .
< h

, Dxy(n) , E7 =Chic kn-m) , (31 · En-m) + <DY4(his ,
hn-m) s (Emman ,En)

=(his , kn-m) , Dy4(En-mei · Em)) +<DXY(hi, m-m) , En-me ,En)
= O

CORROLLAIRE: Sif a un extremum local sur une sous-variété S en
,

alors Xf(x) + TYS

EX: S= EXEIR"; Xp + + X2 = 13

= EXER", g(x) = 03 (vérifier que le
M gradient ne s'annule

g(x, (xn)= pas sur les pts des contrainte

Vg(x) = 2x70 six 0 donc en particulier Vg(x)70 pour XES S est une sous variète

LesgradientsdescontraintesSontdes ets



· Soit AEMn (IR) symétrique. f(x) = <Ax
,
X]

↑ souvent le cas pour des contraintes d'égalité
S est compacte et fest Co donc il y a un maximum global sous contraintes en un point Y.

(CL des
Lagrange: EXEIR

,
Vf(x) = XVg(x) gradients

Vf(x) = 2xY des contraintes)

f(x+ h) =(A(x+ n), x+h) = (Ax
, x) + <Ax

, n) + <Ah
, X) + (Ah,

h)

= f(x)+ 2(Ax
,
n)

+ (1
. 11h11 = 0(x)

2 Xf(x) = 2AX

JxEIR +p2AY= 2XY

A = X*

DEF: f ,

gMU
.

Ondit queest un point critique sous contrainte silexistex,X

Kerbig
THM : f : 911 · 9 m : U > IRC2 SoitYES = ExEU, g, (x) = = gm(x) =03tq : = vect (Vgi(x)) +

= TS
· g,

(x) libre

· 5x1, XmEl; Xigi(x) = f(x)
m

7

Si la forme quadratique <Bxf(h , h-Dgi(h, h) est définie positive sur=Ker(D9i)
alors f a un minimum local strict en sous contraintes

EXEMPLE: <Ax
,
X), Yptcritique sous contrainte

=> JXEIR+pA* = XY

f(x) =2AX g(x)= 2x

f(x+h) = 2 A(x+ h) = 2Ax + 2 An + Hf(x) = 2A Hg(x) = 2Id

Hf(x) -XHg(x) = 2(A - XId)

REM: (Hf(x) - XHg(x))=0 donc pasdéfini)0 ni <O sur IR"

2)A-XId) symétrique de VP M-X, MESp(A)
définie)0

· si X est la plus petite valeur propre et si Xest de multiplicité 1 (ssiles v. p)d

alors 2(A-XId), est symétrique de vip.

DoncHf(x) - XHg() def positive sur E = X+

Donc fa un minimum local strict sous contraintes

[fin prog partiel]



Cours 7 07/11/25

f : U > RC

h, , hp : U > IR

D = GeEU ; hj(x)(0 , 16j ->p3

DEF: La contrainte hj est active aupointe si hj() = 0

LEMME: JEU +pfa un extremum local en o sous contraintes.

Si hj()/0
,

alors fa un extremum local ens sous les contraintes : hi)O, i Fj

DEM . D = ExEU; hj(x) O , , hpCoc[O 3
D' = SoEU; hi(x) - , j + i]

·
f a un extremum local sur Denez doncri)O +q VyEDMB( , ri) , f(y)>, f() (c min local)

· hj Co
, Jrz)0 +pUyEB(, R) , kj(y) < hj(x) 0

2
· Alors D'l B(x,) < D

On poser = min(ri , (2) , alors VyED'MB(x,r), yEDMB(e, r
,
) donc f(yk, fac

~> faun minimum local sur D'enéc.

PROP : f
, h

, hp : U < R C

· écEUtpf a un minimum local sous contraintes en c

·7E" +pkj +phj est active ence, [hiki) , So 10.

Alors,M. Maro +pUf(i) = [Mihj() etMi = 0 si hj est inactive ens

LEMME: [de Farkas]

u

=[j M

w(IR"+p(bj , w)OVj

<u , wi = [uj(wj - w) 70

Soit M , bis UpEIR" +pxEIR"
Si <>0 Vi < jep alors <M, >,

0
B

Alors]M, 1mp(0 +qu=G,

V;

DEM: Trécurrence surp]

· p = 1 : Supposons que MM2 avec m .10

Si M =Mb, avecM)0,
alors <b, -b)O et <M

,
-v,)= (v, -b,)0 ,

impossible

Donc M et V, ne sont pas colinéaires.

Soit l' le projeté orthogonal de u sur b,
t

7 0

(v,
-u') =040

< n,
-u') = Xu)

,
->40. Contradiction.

↓
· PPH : Soit P la projection I sur lp+

sixEn , <P(vi) ,x) = < j ,
P*(x)]

= [bj , p(x)]

= (bj , x]

De même
, <P(u)

, x) = [u, x]

Donc si < P(ri),0 FIkj <p

Alors <vi , x)0 F1j <P
De plus

, <Ap+,> =00.
donc <M

,x), 0
,
et aussi <P(M),>

, 0

Par Hp,
JM, Mp +pP(u)=MjP



Pluvi)=
u

donc JMp+ EIR +qu' = Mp+1p+
p+ /

u=Mjwj , M<01p

. si Mp+ i do,
on afini

· SiMp+iO
, soitetp(uj, <01] <p

si < Np+ 1 ,
x)0 , alors (M

, x) 7, 0 par hypothèse
si <Np+,) > 0

, alors
P

(m
, x=Mini) +

Me>,0

70

Par Hp,
JMIs ·MpR +pu=jj et on conclut en posant=

DEM (de la prop)i

* on suppose toutes les contraintes sontactives ens

* 750 +q(Vhj(x) , 30>0
, 11j -p

* soit {
,
ER" +p(Thjb,

ELO VIjp
On regarde[(t) = e + t ({, + [30) avec EX0 fixe

* on veut montrer que {(t) verifie les contraintes pour t petit

hj(3(t)) = hj(x + t)}
,

+ 230))
= hi(52) + (0hj(si) , tS,

+ (90)) + o(t(3,
+290)

= 0 + t <Vhi(i)
, G ,

+ [So) + tE(t)

= t)(Xhj() , {,
+520 + E(t)

Donc 78;0 +puteco
* S
=minSj , ASS

, Vljp , hiS(t)

Autrement dit Slt)ED.

* Comme f a un min local sous contraintes en c , Jr)0 +q VyEDRB(,r), f(yK, f(x)

Comme t -> &(t) est Co, 780 +pt [0, St
, Y(t)E B(e, r)

VtEJ0, min(8, 51) C
, &(1) EDMB(,

r)
, donc :

f(y(t)) - f(x))
, 0 ~ (Xf(x), 3 ,

+5500 <Pfl
,&O.Lemme de Farkas

E t -> 0

* L'hypothèse<Dhj(i) , Yo) <0 est la qualification des contraintes
.

*Mihi() = 0 (M; nulle quand la contrainte est inactive

condition de complémentarité

THM : [Karush-Khun-Tucker) KKT

f, 91 , 9m , his hp : r-> IR C

Soit c tqfa un minimum local encé sous les contraintes g , (x) = = gm(x) = 0

.

h, (x) ,
, hp(x)0

Si
-Vg ,

(li , Vgin() est libre

-↳Yghik ,E

AlorsEX1,, XmEM
,Mis <MpEMtpOf(I)=Xigi(i)+Min



EXEMPLE:

C(x) = coût de production de sunites

R(x
,a) = revenu de vente decunité avec un coût de publicitéa

- seuil de Profit
On veut maximiser R Sous contraintes R(x-a) - C(x) -a)

,
Po

x, 0
, a30

Supposons quil existe un max(,l avec >o

n, (x , a) = po
- R(x

, a) + ((x) +a

hz(x,
a) =

- a

&hisill = /c est(
-hz(x) = ( .

q)

<ha
,
(4

,E)) =-Es il faut que2)0
(m

.
(4

,, 3
,
k = 3

, )- +() + Ez) +1) (-

Système KKT:

GR (e,) =M ,) (2)+(

2R (, ) =m , (-(+ ) -M (M =M,MI
Jx

> 0 L I

da

mi) po - R(x, a) - c(x) -a) =G

Ma= 0

(M ,M,
Oi maximum)

si GR, 0 , alors m, -M)o

+ simz+0, a = 0 (pas de pub)
Asinon

, sim = 0 , on a XR = O (i condition sans aucune contrainte

siM,Q alors po = R(x, l - Cloi)-

DEF . On dit que la qualification linéaire des contraintes est vérifiée encsi (Dhjklliactive est libre.

PROP : Si la qualification linéaire des contraintes est vérifiée, alors les contraintes sont qualifiées au sens du Thi KKT.

DEM : On Cherche
o

+<Vhi ,Yo)0 1 j<P

* on va trouvero
+<Thilad , Eo) = - Kin sous /a formeo=;Phil

P

* on veut que [xj<Vhila ,Vhj(x) = -

j = 1

Mi,, j = <hj (x), Unick, M = (d . ) = )
M est la matrice de Gram de CP -(Vh, (x)

, Xkp(x)
Lemme : une matrice de Gram est inversible silafamille est libre( =M

(gradients + paslibre or les contraintes ne sont pas actives en même temps (



Cours 8 14/11/2025

[optimisation linéaire]

Terminologie : "linéaire" = affine

fix1 << M
,x) + b MEIR"

,
bER

gi : x) > <Vi
,> -Ci(((i)m)

hj : x + (wj -dj(((j ->p)
gi(x) =0 (vi, (C) = ci

figi,j > R
,
Ca

Vf(x) = u
, Vgi = Vi , Vhj=wj

KKT: u =[Xigi + [jXhj
= [Xibi + [ijkj

I m

contraintes sous forme matricielle :

Gx= C = (i) I

vit

I

Hx -
> = (4 bit

G = (a) ,

H

Wet

convention : y ,
Y

,
ZER"

-# YiziV1i
=
>

u =Gt() + (4) (pour un minimum
Mp

u = G+x + Hu

XERM
,
MER

Mikj(x) = Mi(wj ,x) =Mjdj
Mj((wi , c) - dj) =0

Thm KKT: s'il y a un minimum local sous contraintes, et si les contraintes sont qualifiées :

u= G+ X + Hu
-xEIRM

,MERP - M= GEX + HEM
G > = C

Had

- Mj(wj,) =Mjdj

THM : [KKT Lineaire]
-> a un minimuin local sous contraintes en s ssi EXEM

,MEIRP,
+pTM = GEx+ Hi

Go = C

Hxd

Mj
<wi, x) =Mjdj

De plus,
le minimum est global.



DEM :

soit E
,
EIR"+q :

i) <Vis E
,
7 = 0 1i> m

ii) <wj ,E00 [j < P

* on peut supposer que les contraintes d'inégalité sont actives en

3(t) = c + tE0

gi(((t)) = (vi
,
x+ tE) - Ci

I

= (Ni ,
(5) -G +t (vi , 2

,
7

= gi(x)+ tx0

= O

hj(Y(t)) = (wj ,) -dj+ t(wj , 4,
= hj(x) + t(wj, 4,

7

= t(wisE,
>O sitO

f(((t)) - f(x) = (u
, c)+(u, +Y,

) + b- ((u ,
x) +b)

0 = t(u
, 3 ,

7
pour te To,

S]

donc (M,,0

E =M vit ,la projection orthogonale suren

Farkas: P(u)=MjP(wi) ,mo

donc M==vect(1i <m

= vect(wi)
1i< m

Si c vérifie les conditions KKT ets Vérific les contraintes,

f(x) - f(x) = (M , x)+ b - ((u ,
x) + b) = <u

, x
-c)

=Xivix-) + [Mj(wj , x-c)

= [Xi ((vj , x) -(ic)) + [u; (wix) - (wj,)
" di

G legradient ne s'annule = 0 + [u; (wj , x) -Mj(wj,>
pas pour les fonctions linéaires 11

O Mjdj

O
G = [M;)(wj , x) -dj)

= [Mjhj), 0 donc est un minimum global.

DEF: un polytope est un ensemble delaforme P= ExEIP; hj(x) 0, (j<p] où hj(x) =[wj ,x) -dj

La j éme face de Pest Fj = SccEP; hj(x) =0]
Fj est un polytope de [C ; bjk=03 R

n - 1

PROP: GP= UFj=
p x

aumoins 1 = 0
↓ toutesles stnegatives

M: Fi= F,= [CEP; hj(x) <0X1 [p}

P= FUM

On vamontrerque U = P
* Vestunouvert : EM

,E-maxi
Par continuité dehj,

78i) Ota VyEB(x, Sj), hj(y) [hj(x) +E/0

S
=minj , BSU



SoitcEF
,7jotphj()= O

Sir O,Wiler) ethjwo) =wow le
21lwill

⑧

=o,-djot Lwjo, wid
211wjoll

hjo(x)=0 ↑ on larend

=IlWill >O croissanteen esur la

direction du gradient

THM : [Solution-sommet]
Si un problème d'optimisation linéaire a une solution

,
alors il y a une solution atteinte sur un sommet.

DEM : par récurrence sur h

= 1 : flineaire sur un segment/demidroite/droite ((> ax +b)
n+ n+ 1 sif a un extremum enc EP = FUP

sif non constante
,
Of0 donc CEP donceF

on conclut par Hn.

DEF: Le Lagrangien d'un problème d'optimisation (minimisation) est
m

2(x , nX, Xmim, Mp) = f()-Xig()
RYX RMxRP

supY(x
, Xm) = f(x)

-inf([xigi(), -inf([ ; hj()&XER"
,

I

MENP
= Osig(e)= OVi

= 0 si hj(x)OVj
- sinon - sinon

sup 2
= -f(x) six vérifie les contraintes

XM
-to sinon

minf = inf sup2(x,Xm)
contrainte X,M

etsup inf2(xM.

DEF: f* (x,M) = infy(x,X,m) sice nombre est-le

-> maximiser f+ (X
,M) souscontraintes infL(x,

X
,m)) - a

Le probleme de maximisation def*est le problème qual
Le problème de minisation defest le pb primal .

PROP: [Dualitéde Lagrange faible

Vx
,

X
,M Satisfaisant les contraintes

, alors f(x))
,
f* (X

,m)
sif a un minimum sous contrainte enc et faun maximum sous contraintes en (X

,M) ,
alors f(cck

,
f*(x ,i)

DEM : f(x)
=2(x

,
X,m) + [Xigi(x) +Sujhj(x)

= 2(x
,
X

,m) + 0 + [Mihj()
I 10401-

32(x
,

X
,m) 0

L,
f+ (x

,m)
si s min global def

,
f(x), f*(X,m) X(X

,m)
-)xf+ (x ,M

si f(x)= f*(X
,m), alors Ex qui vérific les contraintes

,
f(x), f*(X,m) = f(x)

donc minglobal .



Cours 9

cas linéaire :

2(x
,

X
,m) = (u

,
x)+ b - [xikvi, () - (i) - [Mj (wj ,x- (j)

= (u
,
x)+ b - (X

,
Gx - c - (m ,

+x- d]

= (M ,
x) - (X, Gx) - (m , +(x) + b - (X

,
c) -( ,

d)

=(u- G7X - H(n ,
x)+ b + (x

, c + (u , d)

inf 2(x, X
,m) = b+ X+-H =

I
- sinon

Pl dual : maximiser b-[X
,
c - SM , d) sous les contraintes M-GEX-Him =0 M[O

~ le ph dual est encore linéaire !

PROP: [Bidualité linéaire J

le dual du dual d'un pl linéaire est le pl de départ .

21/11/25

f(x)= [M
, x) + b

gi(x) = (wi ,
x)-Si

hj(x) =(wj ,
x) -di

2(x,
X/m) = (u,x) + b - (X,

Gx - c - (m +x - d)

f+ (X
,m) = inf2(x , X,m)

=
- (x, c)+ (m ,

b) + b sim= Gx +H
-- o sinon

Pb dual : maximiser -* sous les contraintes M= G 7x + Hom
MSO

PROP: Le dual du dual d'un pblinéaire est le pl primal

DEM : On va minimiser -f
-

[(X
,M ,

<
,B) =

-(x,
c) - (u , d)- b - (

,
M- G+ X- H(m) - (B ,m)

= (X,
c)+(d

,
G+x) - (m , d) +( , H(m) -(B,m) ,

- b - 4
,
u]

,

= (X
, Ga - C + (m ,

Ha- d- B) - b-(x
,
u] -f

int(X,,)=- si

Ha - d -B,)0
-- o sinon

lob dual du dual : maximiser -(
,
u)-b sous les contraintes : GL =

Ha(d+ 1

PSO
#> minimiser f(a) sous les contraintes G2 = C - GC =c

Ha(d+ B() Had-

BO -

Ha(d+B -
>

THM : [La dualité forte de Lagrange pour les problèmes linéaires7

Si unphlinéaire a une solution
,
alors 7 (X,M) solution du dual +qf(i) = f*(*,m)

DEM: par KKT
, 75 ,i

u = G+ +Hi
<, Hei) =(, b)

f(x) = <u
,
x) + b

=
<GtX +H(n, c) +1

= (GtY ,x)+ (Hy,
x) + b



=<[, Gx) +<n , +(x)+b
-

= (X, +(,
d) + b

= f+ (5 ,m)

Théorie des jeux

A stratégies = 511, N3
~>

B = [l ,- , mY

Mij = gain de A s'il joue i et B s'il jouej
Somme nulle : gain de B Sil jouej etque A joues est-Mij

M

Stratégie (mixte) part : (, xil +qi), 0 et [xi= 1
i = 1

B : (411 Ym) +p-yj), 0 et= yi=
i = 1

Espérence degain de A parecety :

mn

GA(x ,y)
=[SuiMij

= x
, M

GA(x) = min(, My) , pluspetitgain moyen

On cherchec +p, My) = maxmin [, My> (Stratégie Maximin
Pour B

, maxmin ( ,(-My)x)-maxM,

=-Min max(,My) (stratégie minimax)

Lemme

:BY
YEB 1[i7

DEM : Six = ci = Co
,

1,
"

,
d)

[x , Mei) = <[Mx,
ei) = (tMai

Donc min ([Mec)i = min <
, Meil <

,
min <, My
YEIR

SiYEB, y= Vie

(x
, My) = <Mx, Viei)=/M, en

= (Machi

↳i(mi(Ecl

= (min(tMeci) = (min(Madi)
THM : [von Neumann I im

=,Y+p(x,My) = max min (, My) =minma

DEM :

A Problème primal : minimiserci sous les contraintesG() = 1

lien avec maximin :

SoitO <t < max min <x,My
x Y

Alors[x+q f(x) = 1 etmin(x, +y)), t

E [Mx), (4) = = M

x =7 .
xxk, 0

EMx> i

etf(x) = Yt Donc minf /E



CCL: minf=

maxmin, My

A Pbdual g(y) =yi

maximiser gsous les contraintes -

y20

- My-

Soit >
, minmax<, My

Jy +qg(y) =/ e+ t), max(x, My) = max (My) ;
1jm

y=E -y - 4130

-My

g(y)) =t
max g),E

2 maxg =

1

minmax(x
,My

* dualité Calculons le dual du premier problème
f(x) = 2xi = (x

,
4)

2(x ,m ,mi) = (x
,
M) - (m ,

M -Mx) - (m), -x

= (x
,
i+ Mn +mi) - [u , 4)

inf2(x ,m ,mi) =

1 - (m ,
ML sim+Mm+m = 0

- Sinon
-

Pl dual : maximiser u , MY sous les contraintes M + Mm +M' = 0

M40
Posons y = -

M ~'n'apparait M'40
maximiser <y, M = g(y) Sous : M - My +M'=0 dansles contraintes

470E)1 - My), 0

M40 My

Donc pardualité forte maxmin = -1 =
1

=
1

= minmax

minf f(c) g(j) maxg

CORROLAIRE : Ex,y Stratégies de AetB
, <x

, Mi> < <x, My) <<>
, My

DEM: Soit 4(x)= min (M's) a un minimum sur Benci et Ple)= min [, My>
i Y

4(y) = max(My)s a un maximum sur B en et ↑(5) = max (,
Mi]

(x
, My) <, min (5

, My) = 4(5) = 4 (y) = max (x
, Mij) (", <,Mi

Equilibre de Nash.
Y

Descente de gradient :
M

on part de sco

xk+ 1 = xk - tkVfk(xk)

f: R >R A
fa un minimum local ence.

f(x)=f(x)+(x- c) f((i)+ (x -(i) +(i) + 0)(x--(2)

=f(x)+ (x- (2 - "(x)+ o((-x))
2



f(x-m) = f(x) - <Ev,
Xf(x)) + o(((t w(l)

convexité:

- : R->Rest convexe Sif(x+ t(y-x) (f(x) + t(f(y) -f(x)ft[0, 17

DEF: Une partie UCR"est convexe sifa, yEU , VtE[o, 1]
,
x+ t(y -x)E)

PROP: Les boules sont convexes

DEM : Bla
,
r) Ex

, y ,
te[O

, 17

((x+ t(y-x)-all = 1(x -(x + ty- all

= Il(1- t(x+ ty- all

= Il (1-t((x - a)+ t(y-a)))

<(1-t/11x-all+ 17/1ly-all

<(l-t)r+ tr =r

PROP: [Acroissements finis]

Vouvert convexe de IR
,
f: U-> IRC' et JM> Otq Il fall> M

, VEU

Alors
, Ex

,yEU,
llf(x)-f(y) 1 < MIkc-y/

DEM : g : tf[O, 1) <f(x+ +(y-x)

g
.(t)=<Vf(x+ t(y-x) , y-x]

1g'(t)) -
> 118f(-) II Il y-x1) [ MIly-sl

(f(g) -f(x)) = (g() -g(0))) Sup(g'(t)(x(1-0) =Mlly-x
tETO

, 17



Cours 10

DEF:. une partie V CR"est convexe si Ex
,yEM ,

XtECO
,
1) ,

x + +(y- x)-C

· une fonction f: U > R est convexe si Vx
,yEm

,
VtE [0

,
D

,
f(x+ +(y -x) f(x) + t(f(y) -f(x)

·
f est strictement convexe si ftEJ0, 1[

,
f(x + +(y-x)) (f(x) + t(f(y) -f(x)

PROP: (Inégalitéde Jenson]

U CIR"
,
f: U-

alors fest convexesi Vu,
2

, Vo ,
anel ,VtESBittp17

f(tixi) [ tif(i)
DEM , (E) par récurrence sur n

n= 2 : E + tz= 1 doncti = 1-t2

f(t,x + (2) = f() - (2)x + t2x2)

= f(x+ t2(x -x)
& f(x) + tz (f() -f(x(2)
= (1-(2) f(x) + t2 f(x)

= t
, f(x) + tz f(x)

Supposons que l'inégalitéest vraie pour n points

Montrons pour,+
in +

On pose ty = En+ 1 ,
et ti = 1 - t = &ti

12 i = 1

on pose =net=

-(tixi) =fiit
= f(t,x +jx)

(casn = 2) < tif(x) + tjf(x)
= tif() + tafa

comme

= 1
,

on a par lecast
M

tifai) + Enfan+il
17

=Stif(xi) + (n+ 1 f(xn+ 1)

n + 1

= tif(xi)

DEF : U convexe
,
f : U-> R estconcave si -f convexe.

PROP : UCR"convexe

· sif
, g : -> R convexes

,
alors fug convexe

· Sif : U= IR convexe et X)0
,

alors If convexe. pour preserver les inésalités
f

· sif : U->R
,

convexe, g: R-> IR convexe et croissante , alors gofconvexe

· sif : U-> R convexe et g : /R-> R" affine
,

alors fog convexe .

DEM :

· (f+g)(x+ t(y -x)) = f(x+ =(y-x) +g(x + t(y-x)
& f(x) + t(f(y) - f(x) + g(x) + t(g(y) -g()
=(f+g)(x) + t((f +g)y - (f+g)(x)



· (gof)(x+ ((y-x) =p(f(x + t(y-x)
- +(x)+ t(f(y) -f(x)

Croissance

des 4 <g(f(x))+ t(f(y)-f(x)
g convexe (g(f(x)) + =(9(f(y)) -g(+())

= (gof)(x) + t (gof (y) -gof(x)
· g(x) = Ac+ b

,
AE MnCIR)

,
bE R

(fog)(x+7(y-x)) =f(A(x + t(y-x) +b)
= f(Ax+ t(Ay - Ax)+b)

= f(Ax + b + t)(Ay + b) - (Ax +b)
= f(g(x) + t(g(y) -gx)
- fog(x) + t(fog(y) - fog(x)

EX: f: x 1 < (2
, gix+ e

-

convexes , gof = e-pasconvexe
9

- -f
REM . les fonctions affines sont convexes et concaves

PROP: CCIR"collvexe
f : C

-> IR" convexe
.

Alors, fest continue sur l'intérieur de C

DEM :

* restriction àun hypercube
Q=- ici]En

y= (y1 ,YQVIii
en

in

y (Q
, 1ly- x(P= (yi -xi)

=
conc lly-cllr
i

. e
.yEB(x,

r)

Ainsi
, QC B(x, r)

* Points extremaux

On appelle sommet deQ lesyEQtqi , Yi=i =
~

En

On va montrer que FyEQ ,
77

, ·
ta" 0 +q Iti = 1 y =Etizion leszi sont les sominets .

On procède parrécurrence sur n

n = 1 : Q= Xi
si vraipourn : y = (41 -Yn+ 1) (Q , y, =(i + Yen)
y1 = +(-) + (1 - ti)(x+ ) , =(42(Yn) <Y=Y +C-ty

(42 +) EQ= ]



donc]a , Cauta[hi = let Y' =(42),ynt)=jbj , bi sommets de Q

y = ty-

+ (1-7)y+

= t[cjbj+ (1- 7)[sjbjt

[tyj+[(l-z)(j = t + (1-z) = 1

* f est localement bornée

Soit M= max f
. VyQ, f(y) = f([tizi) [[tif(i)<MEti = M

sominets
de Q

Onposer = /en , B(xr)Q doncfest bornée sur B(x
,
ril

* fest continue enx

soity E B(x
, r/2)

On posez = y + r(y-x)
21(y-x)

1lz -c (l = (ly- x + r (y+))) <Ily -x)) + r
1yx))< +E(r

21ly -xl) 211y-xll

donczE B(x
,
ri)

a = r//2(k(y)(uz= y +x(y-x)
2 +2x= y)) + a) => y= 2+ d0

#Fa =

Par convexité
, f(y)[f(2)+ f(

f(y) - f (x))+ +(2) +- +(-(x) = +(2)-x)

C

f(y) -f(x)[21x
y1

-,
x 21k-yl)[4M(x-y

r /

En échangeant (cet y dans la définitiondez
, f(x) -f(y)< 11-y

Ainsi
, FyEB(x, ri) , (f(y)-f(x)< Ily-xl

Soit EL0
, yEB( ,min() , alors (f(x)- f(x) <E

Autrement dit
,

fest Coens
.

PROP: U CIR"ouvert convexe,

f: U > RC !. x
Alors,

fest convexe ssi

*+)(y) -f(x))
,
f(x)

Y- 2

Vx ,y(l f(y)-f(x) <<Xf(x), y-x] u f(y) · f(x)), f'()(y- x)

= Dxf(y-x)

DEM : f(x) + t(f(y) - f(x))), f(x+ +(y-x)
f(y) - f(x)(

,

f(x+ t(y-x)) -f(x)
;
t)0()

Onpose giteso, St+(x+tz(y-x)



Vouvert donc Jr> 0 +pB(x,
r) <U

SiltkS=
r

alors ((x+ E(y-() - xll -Er
21(y - x))

donccc + t(y-x)EB(x
,r)[r

Donc g est définie sur J-8
, 1]

,
D car composée de fonctionsC'

g(t) =) f(x+ t(y-x)) , y -x]

sit 20 dans (*)
, f(y)- f(x)), <Uf(x), y - x)

Réciproquement , supposons f(y)-f(x), <Xf(x) , y-x]
f(x)), f(x + t(y-x)) + (0f(x + t(y-x) , x- x + t(y-x)))

= f(x+ t(y-x) - (Vf(x+ t(y - x) , t(y-x)) il

f(()), f(x + t(y-x)
f(y)), f(x + =(y-x)) + [8f(x+ t(y-x)) , y-( + t(y-x))

= f(x + t(y- x)) + <Vf(x+ t(y- x))
,

(1- t(y-x] ii)
(1-7)i + t ii = (1 - t) f(x) + tf(y)], f(x + t(y-x) - (1- t(t(8f(x + t(y-x) , y-x) + t(1- t)(8f(x + E(y-x)) , y- x)

= f(x + t(y-x)

THM: UC Rouvert convexe
,
f :U > IR convexe C'

si Vf(a)= 0
,

alors faun minimum global ence

DEM: soityEM,
alors f(y) - f(xi)), <VfGi)

, y- (5) = 0

PROP: si f est strictement convexe, elle a au plus un minimum global

DEM : sif aun minimum global enc
,

etsiy, f(x)
.
(f(4)<+(i) +f(y)

- (f(x)<t f(y)i . e . f(x)(f(y)

PROP: U CR"convexe
,
f: U >R convexe

,
sif aun minimum local en un point s , alors c'est un minimum global.

(sans supposer (1)

D= E(xfM ; g, ()= = gm()= 0
,

h ,(x),, hp(20]
=Un(g =03)n(((03)



Cours 11 05/12/2025

THM: U ouvert convexe, - pl d'optimisation convexe

f
, g, 9m , hi , hp :->RC

f
,

h, , hp convexes et g , 1 1 gi affines
, g(x) = <vi ,

x) - Ci

SoitcED = ExEM: gild= O
, hikd ( 0 ; Vij] +p7x , - , XmEm

,MMpCM + q
·

f(x)=gib) +jMithj(x)

- Mikj() =0;f)jp (i. e . pas besoin de

Vérifier si les contraintes
~ sont qualifiées. Si le

Alors, f a un minimum global sous contraintes enc ↳ Système KKT aune solution

~ alors on aun minimum global (

DEM: ED

f(x)- f(x) = < Vf(i)
,
x c)

M

= [i (Vg(i),- (5) + [M;
(0k; (2)

, xx)

= [X(vi
,
x-) +[uj<0hj(2) , x-5)

= [Xi(vj,) - Cri
,
ci)) + [Mj (Xhjki) ,

x)

f(x)- f(x)),Mi<Pliki) ,
x - a)

On sait que (Phil,e) -hid-hj))Mi(hik - hj()

=Mitje-Mit
↑

I &

= O
30

Cutile s'il n'y a pas de contraintes d'égalité (

THM [Slater]

Soit f
, g, Im , h, , hp-U-> R un problème d'optimisation convexe

.

On suppose que FocED = [xEVigi (x) =0
, hi() 03 +q :

hi() <0, VIj<p . Ofg(u) ,
où g :-> R=

91

Alors, sif a un minimum cé(global) sous contraintes,

(
gi2

7EI,MER: +pf(5) = 2(x,, i) = f+ (x, i)
Lemme : Soit &CIR" convexe +pOC
Alors

,
Ju + 0 +p(m,

x)30 Vote
↑ Opeut

être au bord

DEMONSTRATION :

- Soit (xk) KENN
+&

C i)xk ,0

-

o
7 in) EVKEIN

xk

On pose Fi :x[Ilx-sell
CommeFr() -> +o , Fia un minimum global k

Ilxll-> +ap



Montrons maintenant que <x-,-K]), 0 ,
VE

-

~

PourtE5o
,

1]
, c= x+ t(x - en El

Donc I/EKII J, Ik-S Il

~lls- xk112 + 2t(x-2
,
xk-k) + +21(x -112), Il c-x112

=> 2t(x-x, e - xk])
,

- 72 11 11

=> (-,-)), =1k-1
- 00

_
Sépare les 2 convexes

~

Mk= xk -3k

Mki=
C- C

Ikk-(KI

II MK Il = 1
, VKEIN . donc par compacité de BCO,

1)
,Jy extraction +PMP)-> M

et de plus,
IlMIl = 1

. donc MO

reste à vérifier que ce Mil fonctionne.

soitsc : <,Muc) = (x,
(P(k)-y(k))
llek-xk Il

=
1 (x-(k) , (Cy(k) -xy(k)) + (c5Y(k) , cy(19) ->4(17
1k -> Il

< (y(4), 34(k) - CC4())),Y(K) , My(K)
Ils -SkIl

= (cy()-(y() : MY(11) +<54() ,44(k)]
= ((((k) -xy(k)(1 + (y() /M4()]
<
, <(y(k) , My(k)> > O

k -> +a

Ainsi
,[, u) im ,My

DEMONSTRATION [Slater]

f : (1 < f(x) - f(x)

g =
91 u >

Rm
, h=

"
: U- RP( (

hp
gin

C = { (X iY,
ZERXREXIRP ; X7F(c), Y =g(x), 2)

,
h() pour unEM]

i) Cest convexe : (X+ t(X)- X)
,
y+ t(y+ y)

,
z+ z(zz)

* X+ t(X)- X) = (1- t)
,

X+ EX) > (1-t)f(x) +t-(x))) f(x+ t(xx) #Z commeX
* Y + t(y1-y) = g(x) + z(g(x) -g(x) =g(x+ t(x -x))

i) 0 2
,
02=7x(u +Pf(x)(0, g(x) =0

# h(x)[0

f(x)<f(x)

D'aprèsie lemine
,
Ju +0 +<M, (XiY,z)7 7,0

, V(X, Y,z) E2.

MERXI* xRP = B
Bir

VxEM : ⑧ P

FNEIN
,
(f(x) + YN , g(x),n(a) EC .

Donc <M, ( f(x)+ yn , g(x), h(x)()0
~ <u, (f(x)

, g(), n())) >0
P

af(x)+Bigi(x)+i,(),
0

M

af(x) +[Bisi()+Dihjb, &f(x)
i= 1

~L(x
, B,
0)L, f(x)

s'ily a une valeur es le dual

plus grande que dans le

pl primal ,
alors on aégalite



Supposons <70
,

0
,- , Op),0

On pose Xi= -Bi
cMj

=
-Si0

&

L(x
,
X

,m), f(x)
I ↑

inf= f+(X
,m)

Ona : f*(X
,m)(, f(x) donc f* aun max global en X

,m
f(x) - [xigik) + [ujk ; (d),

f(x)
I ↑

= 0

=-Eriko d'où-
70

Ainsi , 2(5,
X

,m) = f(i) - [Xisiki) -Eniliki) = f(x)

· Montrons que 27,0

si<O
, (f(x) + N

, g(x) ,h() ; NEI

on a4)f(x) + N) + [Bigik) +20jhj)))0 contradiction

-> - D

N- + a

· De même ,0j0 FIX ; < p

· Montrons que a0

Supposons 1 = 0
. Par hypothèse,

on actqg()=0
,
h() <0

D

0 = <f(x) <Cf(x)p Bigi) + [0jhiki)=j
=> 0 Bisibil+[i

j = 1

Donc si d=0, 0j = 0 FIjEP
M

Alors
,
Exem, Pigi(e), 0 = <B , g(x)) , siBO :

OEg(m) ,
donc Er >0 +aB(o,r)CgCul

Soit (c++g(x)=BEB(O , r) . Alors ,g( =El BIKO contradictoen

On a B =0 donc M = 0,
contradiction .

PROP: Pour un ph convexe
,

sil existe+phiki) <0 ,
VI j <petg() =OVKif m

alors les contraintes sont qualifiées en tout point.

PROP: Soient U CIR" convexe f: U-> IR 22
-

Alors fest convexeHf(d) 0 FacEM

De plus
,

si Hf() definic positife ,
fest strictement convexe

( =) ↳ les valeurs propres
doivent être positives(

DEM :

()soient,y Em
,
et tECO

,
17

Posons g(t) = f(x+ +(y-x)) ,
bien définie car U convexe

,
22

g(1) =g(0) + g'(0) +1g"() pour un certain CE 50,
17

g(t) =(Vf(x) + t(y -x)) , y-x)
, g"=Hf((x+ t(y-x))(y-x)

, (y-x)770

doncf(y) =g())(, g(0) +g,(0) = f(x) + <Vf(x)
, y

-x)



Optimisation quadratique
-

(x , x)=c e
A = (aij) 14i

,j < 1

b

=
f(x) = <Ax

, x)+ (b,x)+ C

Exemple : PourYER", fy :c> 1k-y/12 (pl du moindre carre

fy(x) = 11x(k - 2(x
,y) + 11y12

A = In ,
b= -2y , c= 114/12

PROP: f(x) = (A + A +(x + b
, Hf(x) = A + At

DEMONSTATION:

f(x+h) = (A(x+ 1)
,
x+h) + <b

,
x+ m)+c

= (Ax
,x) + (Ax

,
(1) +<Ah ,

x) + (Ah , hy+(b,
x) +(b

,
n)+ c

= f(x) + <Ax +AE +b
,
h) + 14Ah ,

n>

↑ IIAhII. Ill Il
I ↑

I

=> Vf() = (A+ At),dinaire · (11ki1]

=> Hf(x) = A + At

(Ax ,() =+ (Ax , c) ++(Ax ,
x)

2
=I (Ax

,
x) +t(x ,

A + x) = <((A+At(x
,
x)

Onecritf(x) =<Ax,)+[b
,
c] avec A symétrique (trechange pas la

Valeur du minimum

/le min (

2) Uf(x) = Ax+ b

Hf(x)= A

CORR . Fest convexe ssi A)
,

O
-

fest concave ssi AX0

Si A définie positive ,
fest strictement convexe

.

CORK : Soit s +p Ac+ b = 0

Si Al, 0,
f a un minimun global enc

SiAYO
,

f maximuin

Sinon, fa un point selle encé.

PROP: A définie positive. Sinvisible)
Alorsfa un minimum global enc = -A

- b

et f(x) = c-1(b
,
Ab)

( f(xi) =1(Axxi) + <b
,2)+ c = E(A)- A- b)

,
A-k) + (b

,

- A
+b) +c

2

=b) -b)+c=


