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Intreduction
) PROBLE HES - EXEriPLES

Quel ext le temps de butinage optimal por fleur poor maximaliser la qf. +otal de nechar botine’ dans wneourace ?
On suppose que les fleurs sont dootes identiques et répasties de fagon vaiforme. On note:
+emps de 4rajet entre vne fleur et la. svivante
Qi de nectar que labeille est parvenwe @ aspirer aw bout dlon temps t, doonee pas:
Qt de nectar contenue dans une fleve
cte mesurant la. difficulte @ aspirer le nectar

nombre total de fleors visitees par joor T
temps Yolal de butinege
wew = B ne
b+ t+T
Lo, quontite totale de nectar masse dans one urnee esk donace par o Pnetion:
£C8) = ND T =T pk
t+T (t+a)(taz)
t |o W‘E +00
£ = TB(!:+Z)Ct+oO-ﬁt(2:+z+03 _ 1 Blaz-¥) b / £ mox
te2)? 2 - 2 2 \
(t42)* (k) (a2 (eed) o 0
t prend des yaleuts positives, donc €(8)=0 = €= {az
i les coefe (o) 1gign 0€ dependent que durneurone et agest appelé le biais .

X= ag* éa;x,; Cette operation est o

Le résubtod produit par lo.partie offine est utilise comme orqument d'une

W) [
[O six<0 ‘P(X) =

+ -10%

vecteor dlentrée de la A% caoche
(€)= Yo ‘FK(X(K-I)\ 06 Fg est la fonction affine donnee por les coef. des nerones de lo. couche K.

On entraine le cesean en lui donnant des vecteurs dentrees od Qest le
Les resubads Sont des vecteurs qu'on veut comparer asec les ‘bonnes™ reponses oteadues
tq V1<iLe:

On doit donc minienisec lo. fonction: Z"y - w(m); I* xWi= Yo F(xo))

x(i= ¥ 0 F (x(en1))




On note:
/ fonction modelisant Moffre
fonction modelisant g demonde
priv. diequilibre verifiont S() =0(3)

v

prix optienal

On considére un marche gioba) oOStHUE  de n commodites (bien ou service)
le panier doot les coordonnees  correspondent d \a quantite’ de choque bien Qutil patséde.
Si une coordonnée correspond @ un seruice, alors elle est aegative .
vecteor oles prix dex cooraonnees () (cign
- q J n . 5
Le prix 4ot} d'on dlement x ER™ : -Z-Tpi‘*' =<p XY
AS

Unites  de production € R" 4q:
SiyE€Y; et LETQ) alors byEY
SILYYEYS |, yey €Y

: plon  deproduckion global du masche
Y ne contient ancon €lément dont toutes les composantes sont Striclement positives  (on pourrait olors produite sans rien eonsommer}

yal-y)- f011
Lonckion dMutilite, 4q a(x )Y () si X prefere x'a x.
Xi convexe, ferme e Axo 4q XX VREXL
VxeXe , e 49 4 (x?) Yaik)-
A est convexe

dividendes de lunite'de. proguction Y que touche. le consemmodeur X; T,y <!

Chaque consommateur commence owec ' € X 493 G EX; 4q LUk

'J,?efk"ieq:
Vigi¢m , yEY5 > <p)y7 admet un maximum en on point §;
Vi, u; o uh maxim vm enon point % Souf lo.comrainte
Exi7¢<p, 7Y « Lk Bg?

i - Z§ - Z%go
ZLpi > - Z N> 2 <300




Chapitre 2 - Recherche des extrema

RAPPELS

£00) = ( mr\ > On uilisera. decgours lo. nrme eudlidienne
$n0x) Ik, xo)ll - ~i _le,;’
feCo e Co W
£ deivable &> £ delivoble Vet €60« mx\) XD = IV IYY
(r.\c:\ Axli-0 &x=0
S N4yl

£ interoble. ¢ £; inteqrablesy: [ kxm,( fﬁfir'dr ) eyl
I&[&ld#

# dans R doutes les normes sont equivalentes

Lo_bewle coverte de.cenie X & deroyon r B(y,2) TyeRr®; lx-yi<r Y

£(x+h) - )
( Crat) - dott aucr 0N Sens
h on nepert pos Eheowbud
T Rut Semeltre ds wn pond & on 0. de'Uespace ’ &t drotte o o gauwche,
2 4roover une boule coyerie )

Une pasie U < R est coerde s €U, 3rD0 4q B(nH<O
On Rerme est le. comp lemenaice d'on eovert

Br(xr)e Py; We-yll<c Y

f0®"

fert continoe en k 8 Vx>0, 38> 0 4q Wy dq M-yl €3, 000 : I 9G)- FGAISE

g0 5 R cawinwe K< R%est cempacte
Si m=1, -Pg continve

f.u 5 RY 9 Vs fi‘, fIC.V , go-f continve

(w, o) — ;. Cantinue
(polynBmes / cb Vnéoies-- )

€19 cntinue d socs- suite (x‘,,«,")Kem qui Cenverge Ue(S on élement de K )

Simel e £ ne Yannole pas, "/gomﬁnue K < R" est compactessi elle est Rrmée e bande

si Y(xg)ren SoHe d'dléments de K,

it K compact et £: K, R carvtinue.
3%, €K Y€K, £(r) € £60 SRy

Soit -cR':__»rR 19 £0)— 5400 quoend (xll 540
Plers, £a_ on minimum global

Soit U vn ovvert de R™et £:0 _5 R one
fonclion polynomiale en les coordonnees.
Alors £ est coatinue.
En pacticulier, toute applicotion linénire de
R"— R™ ext continue.

$i x4 ) o 0 moxitmom el %)

Y £Cx, %3 ) a.on maximom en @ ~> 88 (4 2)=0
ox,




Cours2 wvinas

'F'.U _)R ,UC(R“

St K mmpact e £:R — R ext convtinue, alors Iy, LER4q YXEK, 02D € 80 € #0xs)

Sott £: R"—y R une fonction Telle que () —— +0 . Alors £ admet un minimom giobol
x|l —+®

£0_5Ra wn
minimom Qlobal en YEU si: YxEU, &V €Cx)
maximom global en FEU si: ¥xeV, 6 SAX')

~7 extremum qiobal

minimum locoden FEU s Do 4q YxE UNB(%,A), AF) <060

maximum local enYEQ st A6D04q YxCUNB(E, M), fF) & &(7)
~» extremum local

Soit £: 0—s R™ vne fonction et x =(x,,
au point X est lo. dérivee de lo.foaction:

‘F¥u'. :e‘l_"F(’u 2 Xi=v o b, Xit) /
av pointx . On lo.note _a{-‘ )= F)'( i#(x,:)
3xi '

. ¥n) unpoint de Q. Lo. deriuee partielle def parropportd la i-éme coordonnde

) X(\)

St U est ouvert et xe©

-5"70'&] Blx, Y U. En parkiculier, YEEI x;- ¢, xiee L, (x,
Donc £x,; est definie suc ] x-r, xive L

RIEY b, X

, ) € B(x,) <V

Soit (&)i1ciga labase cononique de RT by £(x+ted

(“u Xi-Rirt, Xars ,Xn\
£ admet Une déruee Partielle Por ropport & & Ssi g est derivableen O. L(x) =9'(0) , b —y f(x+tv)
O% ¢ aérivee directiomelle

VC R cwvert, £:0 5 R qui o des defivees partielles por cappart d toutes les cxxdonnees.
alocs %L.(?\ 20 Yigign (T~ un point auquel £ admet un extremum focal)
u

Supposons que € a.un minimum  local en X
Soit€ >0 +q YxEUN B(7,r), F(X) < £Cx)

Seitr01q B(R,r)cV - Enposant 8= minle,r): B(F, 3 CU et v EBT, §), §(¥) €60
Donc fy,;: 3% -8 % + 8T — R verifte Ve, £y,. (X0 Shy 8
Done P4 . (%) -0 i.e.gi£?3=0

X2

si e , #E,c(Keh) -£3, %)

>0 s £2.¢2
v y y 50520
sit<o 5 ¢z.:(%)<0

\]z 2 2 CX-39)2 +y2422
VS LLLIL SIS Ll R,

Y| B2
6
\ (0,0,2) ( Admetions que T .Ut minimum Qlobal.
o %1y, O) . T (x \/\= 2x + 2 x- %2)
=0 —_— X
X% S x ¥ X yirzg B2 x2y Cx-w)24 y24 2
Py (%,0,2;)




oT )
— (=0 2y=0 , a_‘r(x‘v)-_-_o & X + (x Yz‘ - O
oy ox S I_xz"z‘2 ™ |_(x-x;]°+z;"
quch;
<2 ~sin @ = ,sin ©y= X2oX
\J
Q o6 Pz x+22 (norme, distance ertre \es deur poin('s)

* 3 RQa - \I(x-yl 2 rzy
“p D T () s0e> SUED _sin@) . o 36D _ sin(6,)
2 ox% 8\ 82 8\ SQ_

Cc
ﬂ‘:: 6
&

> 0808 = oy sin (6, )

Calculer des dérivees partielles:
. 9(feg) _ OFf | 29
O% AxX{ (-3 73

B qiU_oR, W _£%9 L of
'3 — OX& 6*{.‘-6*&

En particulier, toute fnckion polynomiale a.des derivees partielles

o £: U5 R quine soanule pas,
3 ('/¢) = of

(3 £27 3%
[(go#)'= #x(gro)]

£:xER x,) EM2
g+ (%) ema__ai X si(xyw) # (0,0)

xtry3
O sinon

9Ct,0) -g(0,0) _

k t—o

5O

29 (0,0)z0= 2 (0,0)
ox oy

x.X _

=lh Six£0 > 90#905 déivable en O

of:x
b/ x24 x2

O sinon

PC &,L) = Lol KM 13’" (fonction de prodouchion de Cobb- Douglas)

a—PH =0,) x Yy x K2Mx 1M 0,2525 ( "—K)-”“ S0 ~preduchiv ite marginale do @pitol
P>)
3/
P_ 21,0l x (L) 4
K K

oP
ex= 28 ="y élashcite’ de poduction

/x
£ X —sx3

£(0) =0 mais £nw pas d'extremom loml

Le gradient defenx est Vpey) = a.p/a A( x)

/o ¥

U poitt afique. defest un point XEU +q TF6*) =0




Sott £: l—’fR' 161 4q (¥)=0
(Y0, alors £ o un minimum local sirick en ¥
si £7(2)<0, alors £ a. un maximom local strict en¥ . L Taylor ‘!oqu_.\

On fait un OL defen ¥ : £CF+h) = b (x") + 8L, £7(x) 4 o(h?)
£(R2e0)-£cR) = Vo £"(2) +o()  ( ofm) «n2E(h), acm_,o)
£(74h) - £2) = WRER) L WECR) re

- h’(&f‘ +£CR))

f _‘SH

f"(x)
e 20

38Y0,vhe3-8,sC, 4‘"(5;\ ORI ) So
Nors, WhEI-5,5L, #(5a) - (£ )% WEE) S0

DEUELOPPEMENT LIMITE A LORDRE 1.

Sott £ 05 ®"
Ondefintt lo différemticlle def en x « Dyl iy hay s Lh 2 G
OxfE & (fR R™ ) e

Toute opplicocion linenire peut se representer, une fois des boses Axees dans les espoces Vestociels de depact et dlarrivee , par
une madrice. Si onncte £ les foncions oordonnces def, pour 1 A< m,alors la modriee de Dxf dans les

Jeca) - (25
A%

\E J< Ll
Si m=\; cette mad-ncc est une colonne, qui nlest d'autre que le grodient N(x)

(-\ul-re.meni-dri-, pour une fonckion d valewrs scolaices, on o.:  Oyfi(h)= = VR, h>
~y FCx+h) = fx) + D, F(h) + o(h) , oo oln) = K[| EC)

bases Cononiques est:

"2 motrice Jocobienne def au point x.
1€idm

5 &+ R"—y R™ 4end vers O quond htend vers O.

q(x4) = [L si(x,y) # (0,0)
x2a Y2
O Siaon

9Cx, Xy z'h 50 = g nest pas continue. en (0, 0)
X—>0

fest de classe C' si elle admet des deriuees partielles - a foutes les oademeles e si ces demiéces sont Gontinues.
Soit £:0—5 R™ une fonctionde dosse C'e+x€V.

Riors, Yh € R"4el que x+h €V, Alxh) =G+ DfCh) +Ch)

X= (Xu a)m,) et h=(h, , hn) ‘F(Xn-hu s h) “FCx, )= FCovhi, v eh, ) -y +hegy ) #£Cx +hy, X0)- £C0 2)
‘G(Y'I-h) ) = %— #( n+bhy, o hiveyg, Yim, , )(l\)"c ( X+, s Xt vhiey X, ) x"\)
‘% he
? 6{-'
= (X|+h| ’ ) Xgst £05-1 l:l LY ) , Xm) de
a=1

Ox (o) Zh °‘°

Z (x)dt

<=l oé&
Ny

L

Ooac Flx+h) -$(x)-Dx £(h) = J_ [bF Cxq+hes

{=\ ob)l.',

ek, —) 2 la




Sott £70

Par cortauite ,3¢; 0 4q Ve Bx,g) 2:‘ (y)— Il <e
Soi+r=‘?-ir;r,: . SihE BCxe), Ny 4y ,&_,.h‘ e, — Y- (x, ,xe) |l
£ida
= Uhy——he0,——.00 = \[izy —heae€ (e —oto
<IhlI<r < 6.

n h A %
et [ £Cx+h) = £0x) -Ox £( W) ] éz.fll... nat <2__|eat
. st o

oc T b ¢ r(ﬁrruhn

FE)

- E(‘g_j_h‘)

On o mnamire que VS?O, Fedotq  YhEBClx,r), Il #x+h) —Ax) - Dy fCHIINE EUR N
> W€ (x+-h) -£Cx) - Ox €(0II <€

(Cxat) -0Cx) - 0 (e 50
llh" thil—0

L.e. ROxh)-£0x) -Daf(h) = o)

A -€.

Counrs 3 26/09/2025
f£UCR—SR™C'
ouvvert
\Ux €U, £Cx+h) = £0x)4+ Dxf‘(h)+ o(uhln
Dx&cbu

Ithu

Sott £: U_>I'Rmme4bncﬁon
Supposens qu'il existe. une apglicodion lineaire L: R"_,
£(x +h) - (x) = LCRY+ o(h)

R™ 4q Vh 4q x+he U:

Mors, £ odmet des deduees particlles por ropport d 4outes les caordomees aw point x ebsi (e ¢, ¢, designe

lo. bose cancnique.de R ona.+  OF () = Lle)
Axg
PUx+ €YD | (k) et ollites )
E t T
= Ue) ¢ L lll-.c,.ll E(l( ke 1)
=U&) + '“ E(utmo
ao
E—=0
e
ME HACR) —> M?
FCMel) = (M+H)? = M2+ MH +HM +H3
= £CM) +MH +HM +H?

Dy (90f) = ((Dg9)0 Pxf

_M_ Z_a 29w (-Kx))f—(x)

Soient £ —s R™ 00 U est un cvvert de R", eq:v — RP o0 Vest snowvert de R™ Supposons f(U) = V
Supposons £t g de dosseC'. Donc gof est de dasse C' et

En notont (ﬁ),< j<$m les fonctions coordonne’es defe (9,\) ISk lesfonctions coordennees deg, ona.Vx€U,




g oFCx+h) =g(#trsh) =9(FCK)+ PxFCh) +Ch))
[}
= (#0x)) +D.gg,ygCh*) +oCh’)

=(gof)(x) ¥Decg IOxFM)) +Dpgy GloChll +of DxFCH) +oCh)
R B

A= D,y CIhE EQIAIN)
= Ilhl} Ogcyy 3 CE M1ha) B = 1Dy £Ch) +oChY [| € "GO RN) + oChN)
linedire donc = L Dy FCh) +IRUECURIN I €7~ - =)
comine C as R < NDeRCh) +Unt ECHAN)) €7 . )
m—s ineg v
h—>0 < Uhtixll DxFIl
done A = dh) mfne
£ nll ( lloxnl + g(uhuﬂ £ ’C---) done 8= oCh).
O
——0
OOl h—Q

n m =
L.R > ®R™,mru x‘i-%
Y, WLCx) 1< e x ix y
L lincaire, 3¢>0 4q ¥x, LM UL Xl «—

llxn

£:U0—5 R"C' bijective sur SON image et de Reciproque §-'anfinve
Alors, £-'estC' e+ Dgey) - =(0 xf )-:|\_ agp- lineaire inversible

Ox(fof) =(Dacy ™ )EOxf)
O;Idd =id

DEVELOPPEHENTS LWMITES B L'ORDRE 2

'F V) —_— mﬂi)c fR

Lo differentielle feconde. def aw point xest (h,K)E R« R" ‘_’Z. h: K _MOO opplicection bilinaire
K3c J

festde daste C* siclle acimet des derivees partielles qui sont de classe '
£ U5 R™ de classe C?,
oJors flx+h)=Ki) + Dy by + L o‘ £(h,h) +oClihlI2)
Z_M -ﬁ(x)
€,j3! al)

f:u-R , V" (®)=0
£(7+h) - FCF) = L D% FCh,h) +oCllAl*)

» n
x4 U0,3EY0 49 B(x, ) =0 . SillhiI<r, x+h€B(xr) <V ¢(t)=g_; h; Ogey (%f,;)(q'(“)
onfixe ontel h,eronpose @: LELONY 5 £(x4eh). C? N 5
Ona (D) -dCo) - ¢'(0)+I '(I'S)¢"(S)ds - Z_lm_ ()gClr)(— Xo
G=foq, g:t 5 xth ° 2

{
0= 0g ) (g®) . Zh I_hj o (gt)) (def)
¢ro)- Ox f(b) Lgt)=h] Zln.h,d :: (xsth)
Dg(t)'F(h\ =Z ’h’.igﬂ') 1= oxjoK;
iz ox




£0¢ +h) £Gc)- Ox D) =~ 1 D £(h,h) = ¢(0 - (o) - quo)z‘ $'(0) (+- Ja -S)ds)
[ (r)'sids - [ I'coxas
(]

=r (1-)(§¢s) - ¢"Ca)) ds

= ('(l -s) (02x+sh £Ch,h) - % F(h,hﬂds
o

—_———~
[-'4
0l ot Zingimg || S€_ e sh) - 226 )|
9x;3% oKXy
Fixons £>0, soit §>0+q Vs j “ a (- EE_0ICE. 0es que lly-x U< S
J

orjox
Donc st([hiI<8, ono. llaﬂ(é_‘ilhallhj

€,)=!
- ( Zlncl) (2 1l) S ECER I (R 1) <ng ini?
fiosiy o = o(llhiI?) *
c*J'(l-s)ads = oClInl*)

Si8: R"xR" — R pitin€aire, 10. forme quadratique assodee ext h—sy BCh,h)

Une forme qua. dretique Q est
«deRinie positive wilexiste N> O +q QCx) D, )‘le((-‘, VxER"
. définie negative ¢'il cxis'l'e/u>a+q QW € i e x€R

Soit £: 0 — R une fonction de dasse C2 e+ ot X un point critique def.
Si laforme quadratique @, : h1——y D fCh,h)

-est definie positive, alos f admet un minimum local strideny.

- est definie negative, alorsf odmet un maximom local shicten X

F(Ran) ~F(F)< 40 fh,h) +oClA() 2 2 ’~ WhIR¢ I hlPs £CURID
> uml’( A +£ lIad)

l +e(m.a)_> A>0

dmc':ls>° rq A A +£cunu)>,l. dés que Ilhl* x > o

Sott £. U— R une fondion de classe C2 et x un point aitique def. Sif admet va minimum Local enx, alors
lo. forme quodratique @y est positive. Sif admet un maximum lomlenx, alors Qi est negadive.

Une forme quadratique est definie & partic d'une forme bilineaire 8, qui peut se. representer . I'aide d'une madrice M(B)
dont les coefs sont M(B) RE B(e:, ej) (o0 CQ‘L)K ¢n ost lo.base cononique de R")

' X!: ) -
Brant dome werx': BCx,x) = B(Z mu}_—_xﬁ>

=t

= Z—X|XJ B(&,QJ)

’hl-

"%( Mee) xx

~ B(x,x) ={N(B)x’, Xy
Donc QUX) = < NCB)x, X



En admetant quiil existe B=(w, ,Vn) bon deR" dont tous les vecteyrs sont gropres pour N(B),
q ¢

c.a. & 37\” ,)\“GfR-Iq VI<iLn, M(B)V.:= NV‘;
Mlors VYx = 2:-)(,;\/.; : Q) = <M@B)x, X a
N
=< MB) me)lz_v;v; >
=l A=l
n
=z %,. XJ¥j < M8)v;, vi >

n n
= Z_xag < vy = .le-:zh;
Y=t s
¥ En particulier, Si toutes les valeurs propres de t(8) sont strictement neqodives, alos Q «t definie ne'god-ive et sitoutes ses
V- p sont strctement positives, alors Q estdetinie positive.
~7 il suffit que lo. matrice H(B) soit symetique ( povrquil existe des vp)

2
Pouwr £, Ia Hssienne defen xest 10. madnice H‘F(’()Lj -9 Fa ()
61.' Xj

SifestC’ He(x) st symetnque

Joit £:0— R une fonction de classe €2, Paur x€E U, DYF est:
- definie posttive ssi toutes les v.pde Hg(x) sont sticement positives.
- definie negadive Ssi toutes les v.p de HeCx) sont strictement negadives.

f:05 RC% X ptoitique +q HeCR) & VA up A O eFtne vp/u(o.
RAlors X est un point selle.

Seit VEIR"Mq He(X)V=2v SettwER"+q He(R) = pw
Flxabe) - £0x) =l DR Rk, £) +OCUEVIT) | £(F o) ~8R) = Wb 2 (4 + € (E0l))
= N evie +o(llkvn?) <o Yt€lo,sC
= NV (2 +ECUevy) 7 pas de min loany
~>35>0+q YteT0 §L,7 Lbv) -f@po (4 DX fltv,&,) =< He (D) bvytw)
~ pas de may lolen X

fUCR_,R Te(Hel) = A +22
He(x) = p()\l )(?)p‘ Detl Hel(x) = M X2
0 A2

Si det(He(x)) <O ~>paiat selle
si detCHe(0) )>0) alors:
- si TeCHe(0)) >0 ~> min local strict
_ SiT(HEG ) <O ~» mak loaa] stnct
si det (HE(x)) <O 3 (s degenere’




ceb)
(68"

VF(H:(:;), Helx) = 96 2)

ptenfique; (0,0) A7 min leaal stvct
> min globa/ (F est 45 positive, #(0,0) =0 et R¥,¥) >0 ¥lxyy) # (0,0)

J6= [ ux3
/ 3v"3)
pts critiques: €O, 1) e+CO, -1)
Hect, g)= (2x2 O HeCo,1)=/0 0O
(0 Gv) 0 ¢
~> Qs degenere’
0, 1+ 6) - FO)1) =hy343y +3y7+1-3(Ha1) -2~ (4)  (caspolynomial)
= W4 K343K2 = h44K2(K+3)
RAGULE
~37 minimum (o)

Co,\) pasvn minimomglobal ar#(0,¢) — -
Y—r-

V00 =( g(’{', ) ptaitique (0,0)

HeCe) =2 © ) “He(0,0): (3 8)
06y

De fait, on cbservant que £(0,¥) <0 Yy<O +andis que €(x,0)> O paur *outx, en voit que lodgine nrest nion maximom
load ni un minimum locol

£:0— R
S=7xeulgi)=0Y

DEF. ondit que £ o-un extremum Sous cantrainte Si larestichion de 0. S 0 Un extremom local.
£q0xy) =X2+y2- 1



Cours 4

S={x€U;qx):=0}

Soit ¥ +q g(¥) =0

Soit y € S proche de X

g(y) =3C§Z')+ D',‘{ca(y-i')+ o(y- %)
0 = DF9(y-¥)

Z_(y -x..) (x) =0

Imaginons que _aS_Cx )7_40

Rlors Y, = X - l(39 (i')) 69 <) x(y. - %)

PROP.  g:U_ R de dasse C* eF REUH q(R)=0 e Vgl¥) £0
Rlors, qui'H'c o permuter des coordonneles
ve rR"", W< R ovvert e : V5 wC¥ 4 ¥x€ vxw

SCK)=0 & “P(Kn )xn~l)= Xn

DEM: On vo supposer que 29_(%)7£0 et méme _r(i')>o
n
Ivo 4 ag 29 (033 Y€ B(X,r) )

Y- (¥, ' xn--)emn-'
si 16&)?’;—) ;\[C]!n c Xn"'LE OIOfS(Xxv)GB(x,r)
Done, pourxe B(X x,_){-‘lxe y€]Xn L) bl —5g(x,y) shidement- 77,9 ¥,%) =0
donc 9T, Yn- ) €0 1 g(%,Xa + >0
Par C° deg, 3r'>o 1q Yx€ BCX,r'), 9(X,1n-" )<o
3(;(, Tn +£ )>O
Par TVI, 31 k) €7 %n T,f;p"l: 9 9(¥, wch) 0
V=8(¥,r") et W= I¥n <. ) ¥l [

Par construction, Y est continve en . Soit xEV. Posens ’)Z=C¥,&P(x))
9()=0 . A _(x)>0

Donc 30,3, 9§ —>D4q x€Uxd ,300=0 & xp= P(x,
Si maintenant 7 €VNT, o7, 9(x))=0 > ¥(F) - ¥z)

¢ Coen ¥ donc Y COenX.

2 %n-1)

X€ vaaf a = (%, ¥x)
b=(x+te; , 9k, ke)

b s—s gla, (be-a)) C'

hC0) -hoy = h'(so)

g(";;l:) =0 “92,")

n
W) Do scey. 09 Cot ) = Z5 32 (0 sCot -a2)(be-a);

=Ex 29 (q.scbt-0)) + 29 (a+fbt-a) x(‘-(’(x-te;)-‘?(x))
ox dXn



-l
)-¥x) _ _[ 99 - 29 _ -39 -
"(’("&'g = (-m(amo(be o.))) . _AT(MS"(be Q) — - (%, %x)) ._fa(z,wcx))

tE—0 X
EXEMPLE.
qlx,y) = x2ey2-
VoCx,y) = [ 2«
2y

Vs C)()l/) =0=> X.—:y-:o
mads 9(0,0} #0

Par définition, W(i, , Xa-1) = ¥

oY r~ 2\ _- o)
(R —— %) = (%cx)) 4_a)

S =FX€U; 9|c¥)=01 92(0 =0,

¥ES, y€S g= (T'):U-)fR
Gm

0% (94-¥)) =0 ~» 0F9Cy) =DxqcR)

) gmfx) =05

THM: [des foactions implicites]

Seiett g, — gy :U—> R C¥, YEU K
q.(¥)=g,(X)= — =0
V9(%) ; Vg,Cx), » Vgp(R) est waefamille libre

fAlors, IVC RY ™, W R™ ouverts ebYP: V5 C* 19

¥XEVxW,q,(x) =

7/ Xl\) =‘p(¥“

“9nfk) =0 & (¥n-ou 1 , Xa-t)
OEM: On procide par efwrrence Cm= [ deja faid )

ng_HC)‘(')qéo ~ VC(R'H, wcelR ,¢v_sw

g,; V—sR

g((xu

.Kn-() :9.;()(., 2 %0 ;Q(Yn))

f:U—R,c
§:V—s R
Soit ¥€S=Fx1gG)=0 Y 4 £ 0 vn extreonom (ocl Sous conrtrantes en X
s Yg(¥) #0, 3,0, V—sw
F‘(\(l »Xa-1, 00,

/W\-D)

+Xa) —> £(y,,
N ~
£ a un extremom local en X,

i(ﬁ:* + o\ (x) x 28 _(x)
v Ay X, Xa

~ ~ ~ ~
, Xp-t ~> VO, LX) =0

=iCx)-(_a-‘LCx.wxn)"x 33 (v, 9tx) . 2F_(y,00)
x4 o X, 3%

= \_of ,r3Y_(39 roy) ' 99 (2 4 OF (3
OE S %) (ax (x)) e (%) x axn()(.)

of
M (‘(” C,)‘

dg 3f =33 F V() = AVgCR)
O¥n 3% 9% dA¥n




*5.€oife‘.
THM: [ Lo.gmnge]
£,9),———9m: M—> RC"
K€U 49 f o unextremum lom! Sous @raintes enXet Vg,(%),
Alors 33, , ,AmER q V&E) = 5 MV LX)

EXEMPLE: £y ) =y
9(\(,&/) =¢3-x?
S:ff\t,\h; laCx,l/)=03
silv,4)€S, B =x¥*20
donc y>,0
donc €0x,y) 20
Comme (0,0) €S e £(0,0)=0
ms(n €=0

V#Co,0 =(0) . Adq V(0,0) = A 6,0
Vq(0,0) =(l2g)}‘ ’

Ve(y) = 7\V9C¥,q)
(0 =N (-9-)‘) ~ X=0
l) 242/ doncy3=x:=Q

EXEHPLE : 2biens Pout.on consom moden”

fondicn dhlite’: £, 1) =¥ %% (Q< «<1)

N= niveon de vie idéal ~> fx, %2) =N

On vest minimiser le budget PiXi+ paX, SOUS condrointes £-N=O
3(\(.,12, ) = pXi+paxa ~ NE(x; %) -N)

a-l (-«

Pi- Ay ¥y =0
By - MI)XR=0 > By Nw g
%N =0 Nz xf g

P = P e-I'PL = A(\-0¢)

N X) N Xo
A= P|Xl = p,_XZ ~ Pl(l—ol\

> ¥p = X
Nol N(Cl-ot)

xlq Pl(l-d\ I-qxl l-o¢ = N
LY

x= N ( pzcl ))I-c(
P\l

EYEMPLE - un systéme physique & N etads possibles.
Udtot io. une enegic E;
On ¢étodt statistique est domne’par (p,,

N n
,P) €C0,1NN 1 .Z,—P“ =l &)= %P&EA
C= A=

ENTROPIE "
S "C\(n ,Xn) ' > Z_I— X l“(x\')
On veot mavimiser S Sur Lol £Co)=6) poor Eo¥ O fixe’
© . feem& deCQ " done compact

S C° donc 3 un mavimom

y(Pu ) Pn)= S(Pn

» on) —AE(p,, ,pn) = 14In(p)= A

In(p) = AEL -l ~5 B =€”'e

2L _

e")\E i



r= !
kg T « empronteur du Systéme

N
S(&e>=S(¢;, JBu) = f}ze*‘ln(ze*e‘)

~
= Z_Ze"e“(mcz) +?\€<)
|
= n(2X%p + Z )& 'ZCAE‘.'

DEF: 9. U= R™®_,R, s graphest Sy =&, ¥x), xeu
DEF:  Une sous yari€te’ de R” de dasse CH et de'dimension p est SCR"4q
¥xES, quitte o. permuter les coordonnées, il existe :
VER™ Wy, wek 4q
w< RP SO (vrw) =%

THM: Si g, »3mC™ tq Y €S = q,(w, ) 3m00=03, N9(x), Ugn(x) libres, alors S est
Une sous varidie de daste CK et de cdimension m

gCy, y) =2 +42-1
Vng W) = (Zx
2y

£CT+h) = FR)+< VER) ,h> +o(h)
+I_—5SR
Tangente aw poiat Xest: | (b, x+bfx) ;& ERY

f:0—-R
Tangente aw point- X : Gy

N
Jea, ¥+ Zot ‘2; (W |4, En€RY

DEF: S ssvanete” etx€S
L'espose 4angent & Senx est hS=( ¢,

sbop X+ L b i(r); kL, ,En.PGQZ\
3



Cours s

Tho(Schworz). £:0— R™, C

alors Yx€O, € )= ¥ () Yige,j€n
2ukj  dwAx

DEM: Onpose Fij:Cay) —s €(x),
T\ uffit de montrer lethm poor Fij
2 Qn peut suppaser quil iy a.que 2 vasiables
F 0 R2—R™ C2, x€V
[a,b] xCe,adcU4q ¥€Ta,bL¢Te,dl

b, d b
‘ ( f ¥ (s,l:)dt)ds - I 2f (sd) - 2 _(5,0)as
o Jc Oydx o O ax

A = £(b,d) - £(a,,d)- ({-‘(b,c) - £Ca)
De méme, [ U [ A (s/8)ds)de. = o) -#@,d) -6 eftac)
(4

a.aX

)

5 Xg-10 %0 Xt 2 Xp4Y, Xja1)

.Comme wcc’ [ a2¢ (s,e)dsde= f 9Pf  (s,b)dkds
o e Xdy

ﬂmﬂ,j ‘ alt-'(s t) - a"‘ ('s,t))ds dt=0

xCxpy) , 8 ¢lagy) 20, Ard0dq V(‘("bee(f)ﬁ‘ﬂ; ")
G(x,y>0
8iLa,blxLed]) < B((x,y},r) , alors [ b f c'G(s,l&) dt,ds >0 cont radiction
o

BN Clagrange] @ig,———ami0 — R, ', REL 4QF o .un extremom lomjenxswslammrmnies 9,(x)=0,
si Vg,(¥), » Vg, (%) est une Rumille tibre, alors IN, —, AmER 1q VH(E) Lth,thd

) qm‘ =0

DEM: °°°'91(’i] =

= Qm(¥) =0 et Vq(3), ) Tgm(R) tibre donc on peut appliquer le thm des fonckions imgiicttes:
quitte & per muter les coordonnees, IVC R we R™ coverts , Y:V—5w C 1q xEVxW et g,(x) =

=gmx) =0

< (Xn-mas 2¥0) = WP (i ,— Xn-m)
On regarde £ V—> R
(Vn—vln-m\ — Y 1 xo-m » P(x), ’ x“‘“’)}

£ e+ Ceta on extremom local ¢ (¥fY)——, X m)GV.
Par consequent, VF( ], , Xov-m ) samule
d(!.. ) Xa-m ) |—7(Y|; —Xao-m ,9(n, ’ xl\-m\) C$={-‘o¢]
O- Dxn—ﬁ?’n-mﬁ

= 0¢ (i;, 7] xn'm){:‘. D(ﬂ; ;fn-m) ¢

= Dd (‘?U 7 ;n'"')/lp"' 00(“;[ );n-f"ﬂ-‘F*' D(a : ’ ‘?m'm.) ¢

=08 f+ Praf+Dan, frv-m)
Dxl' £ (hl) ﬁhn-ﬂl) '—)Lha. CXB
Dy ,of (hoeom; hm L ém::t g{;

Question: calwler Oy ?

9= (‘-‘I' Uy R™ W, %) =G (¥ ———Xn-m » H(ty———, Xn-m) )

gm h=° =9°¢



0= O(i, —)in-m\h = DQ()E;J ,g,\_m)gi-ofb(f” ,)?,,_,..),19' D({T; ‘fi'n-m)
=079 +05, 2 0D¢g,— 50 Y
or » Vo), 1 Vg (%) libre + o0 suppote que les m demiéres lignes son libres
Dorc Df,; 9= (Vg,(i‘) | |ngci)
m derniéres lignes
{-\ins(,ﬁl);l,_g est inversible , et Dy, J%-m) 9= 0 ,23)" -Diq
O=0n¢
= D{I\‘E- @;‘lg)-(of,zg)o (Di‘,ng)
Sth€e R
> 0= <UL, b Y < Vs, (PRa9)" )o( D20 (R
~ <9580 = < [(02,29) 0(0249)]" (7, €) 5 h>
Vrai b, done Vg, €= [ (07,2 9)70(07,9)]¢ (Vraf)
V= E ée IR";(E, ) ) Z»-m) = J ( Tncmes, —— xmyﬁ
V e.v. de dim<m
VeGev
Par lef calwl, Vg, (#) €V-0r(Vg,(¥), —, Vg, )) libre done Clest une base deV
Par consequent 3, ——, Am+q V7H(R) = 2.)\‘ Vg, ().
RAPPELS: S=§ g =—— =9ax)=0] estune scvasidhe de dasse Cet de cxdimension m

c.a-d, ¥x€S, IVE R"™ ,WER™, Y:v— 5w C*+g (Vxw) NS = § (w,%x) ix€VY
Cgrophe de la. dificrentielle de ©)
TxS=
f( h, D) ; hER™™]
g= E(¥)H(‘\ 3’615 °G'F.’.[-—>(R

> TS ={(h,bx f(x)) ,hERY

PROP: Qiq,, sgm €C! et %4q Vg, (), —, Yg,, (%) libre
Pors T3S = (veot Vg )™
1ism e

il V= FEeR” (6, ——, Fow) = [(0£9) 5(049) T (§roms,

T sufit de montrerquey S = V-

Gmme dimCV)=m et dim (TxS) =n-m, i\ suffit de montrer Ty SC-V+

Soit (h,Dz W(h) € TS, $EV.

<h,Dg e ,§Y =< (hy,
'-‘-< ( h,
= 0

%)

) hn-m);(%.:—: 2,,_,.,)>+ <og Y(hy, ) hn-m)i(g -t —'gn)>
sha-m) , Dy ‘P(?.,_m,,, —_— ‘.Em\> +< Dz¥( h,, ahn-m-)l(tn-m-oll —5, )>

CORROLLAIRE: si £ a. un extremum local suc une sous-variete” S en £, alors W¢) L TgS
% S= ExGFR“,‘ X2+ + Wh=1Y
=fXxER" g0c) =0}  (uérifir que e

Qradient fe Sanvie
g(x., ,\ln\ =¢L!f— { pomx\e:phdexmom.)
=l

V() =2x7#0 sixz£ O donc en particwlier Vglx)# 0 pour XES => Sest une Sous Variete’

\esqudients des ontrai vecleurs
(pe‘;wg‘:laim [ m’¥& ) 4=



. Soit AE€Mn (R) symétrique. £ =< Ax, x>
§ souvent lecos Pourdes oonmnu: d'egatite”
S est aompacte et  est CO conc 1l y @ on maYimom global Sous avviraintes enon poiat X.
Lagrange: IAER, TCZ) =AVgCe) (2 (aoe,
Tee) =22 X preii®
£0x+h) =<AG Y, x+bD> = <Ax, XD +< Ay, hY + CAh, x>+ < Ah, KD
=€0x)+2<Ax,h> +<Ah,h)
~ < NAK 0, [k =olh]
3 V£6)-20x
> IAER 4q 20%= 22X
AX =A%

DEF: £,9,——, gm:V0—>R. Onditque Xest un point aritique sous onirainte il existe A ,—— XmER 4q:
V&)« Z ) Vg (k)

1= Ker(bza;) = Vg, cx) L
Nker -ﬂVQ.C%'()?
THMY: €:9),——, gm :U—s R C2 Soit XES=FxEV, 9,(x) = =m0\ =0Y y: ~ved(Vg.,(2‘J)’~

» Vs Cx) libre

37— AmER; z_x Vg:X) = ()
Si la forme dern.ﬂque h—)D'g-*‘U\ h) ‘.ZET"-ZOQY 9% (h, h)est définle positive sur E.. ﬂ Ker(oxg‘)
LT

alors £ a.un minimom local sivict en ¥ 8ovs antraindes

EXEMPLE: <Ay,xX>, ¥ praitique Sous  contrainte
53N fR+q ARY =AY
VE(x) =2Rx Vg(x )=
NECeh) =280 k) = 2y + 200~ He(x)=2A Hg(x) =21d
He () -2HgQd) = 2(A- AId )

REM: ( He(x) - ')\chi)) ¥=0 donc pasdefini YO o <O or R"
2(A-MId) symémique de \p /N, pr€Se (R)
« 8i Mest la plus pelite valeur propre et si )\ est de mottiplicite” 4
olors 2(A=-XId) L?‘ est sy métrique deu.p. >0

(vw débinie Y0
ssi les v p>0)

Donc HeCR) ~ AHgCT') def poshive sur E=%:
Donc fo vnminimem local stict Sous erviraintes

BRI 0% 3112740111001 (SR WORERSCSPURMRN L A0 © | RS




Counrs? o#/1l (25

'F'. qucl
hl, ,hP:U—)rR
D=}x€U; hj)<0,1<;5pd

La. contrainte hj est active ay point X si hj(a"c'}:O
*x €V 1q€fa unextremum local en o Soos contraintes.
Si (3% )<o, alors fa un extremum loql en & 800S les contraintes : hi(x) <o, i # j

D=FoccU; hy(x)€0, )hpcx1€0
D' =§x€u; (<o, j#4 Y
. ¥ o un extremum local sor Den® donc 3n>0 1q Yy € ONB(E,n) , #(y) % &) (% min local)
. h] C% 3650 +q V‘/EB(:E;’})J hj(y) < Lﬁ) <o
.Alors DNB(%.6)=D *
Onpose c=min(r, 1) , alofs Yy€0'N B(x,r), yEDNB(sEr) donc fly) 2 fz)

~ fa.un minimum local suc D’en %.

'(", hh ,hplU_>rRC|
o %EU4Q ¥ o un minimum loal Sous contraintes en £
« IE,ER" +q V) 1 bj est activeen, <Vhi(£), > <O.
Alocs, 3/4.,_,/4q <0 *q V¥ (%) = j:/uj Vi (2D et mi=0 si by est inactive en X.

[ de Forkas ]

w € R"tq< v, w><0 V]
LU, w7 = Z/uj<"'j-w7 %0

Soit W, a4, ) N?CfR"+qa:€R“
Sidn,xy <o Vig<e alof's a,xy 20
Alors Jm,—— mp< 0 4q A= {:“ﬁ‘ﬁ'

Crccvmence sorp ]
.p=! ¢ Supposons que Ul F£mar avec m <G
Si u=/onn ovec /u>o, alors {tn,-mY <0 et <.u,-».>=74 <ty , - ><0, impossible
Donc AL et V) ne sont pas colineaires.
Seit J;’Le proete” octhogonal de u sur At

{tm-wy=040
-1 =Ly, -y 0. Contradicti 00
«P—2PH . Soit P la propction L cur 57,
s € npyr 5 <P(m3), Y =< ny, P¥C)D
=<0y, Px) Y
=y,
De méme, <prw), ) = <uy Xy
Donc si <P(n), x>0 VILj <p
Alors<aj,xy <o VIS <p
De plus, <trp,, P2 =0 0. done U, %720 et avssi <PCw), %7 %0

Par Hes ':!/a,, ' [P q Plw) :J_Z::/‘jp




P(AL- éwm)w

—_—
Ty

dOnC%uP.“efR +qu'=up,,nrp_,,
M=j___l/“j“"j <0 1€j<p

. Si mpy L0, onafini
. Siﬂp,.)O ) “*x*q dny 5 <o 15y &p
si { rpsr,xY L0 , alors <u, Y 7,0 par hypothése
S‘(nrph,xZ)O, alors
{u,x) = J%:/‘ﬁ'(lbj,x) 4/:&,(‘“.-9_“,;}7
2,0 Y0 >0

20
PN He, ],«,‘,

e
2 AP €fR+q A:j%,«j‘ﬂoj eton cnclut en posom/up,,,-_-o

+ On SUPPose Houtes les comraintes Sontactives en’®

v 33,49 <Vhj(),§ > <0 , 1 £j<p

# Soit 7, ER"q (U, { VS0 Vigjge

on regarde (&) sac+t(§ + E%) avec €50 fixe’

# onveut movrer que $(E)uenfie les comtraintes poor & petit
hy( )= hi(E + (S +€%))

Shi(3)+ < Thye, b5, +£5,) + o H($,+£50))

O+ E UNE), §1ELVHEE®

= (< Thica), §,+ €5, 7+ &)

— 5 <Whj(5,+ €S> <0

Oone 3§50 +q Yt €S 50 bj(feen <o
¥ 8::2;?(%3 ,¥eelo 8L, ViIgi<p ) b(§)<o0.

Aotrement di+ FCE)E D.

¥ Comme € o un min local Sous contraintesen %, 3r>0 tq YyE ONB(xX,r), (‘(q\){-‘(i)
Comme £ s §(E) estC% 38750 +q ¥t €Cq sr, §(+)€ B(>r)
V(:G] (o} m;r\(sJ $ ) L_; %U:) GDUB (3&-/()1 donc:

BREN-FR) 5y, ( TRE), $+E9> 20 __, S WG, 4> % 0. ~ Lemme de (Forkos.
t >0 £-0

# Uhypothese < Thjc£), €,y <O est lo qualification des cocvraintes.

¥ /Ajhj(&,) =0 (Iu’ nolle quand & contrainvte est inactive)
condiion de complemerrtasite”

[ Karush - Khun - Tocker) KKT

£ o ) 9m 2 , hp! v—>IR ¢
Soit £ g€ aun minimum (ol en oZ Sous les comtraintesiq, () < - g (x)=0
mix), ,hp(0 g0
Si_Vg,(2), 1 Vgm(5®) estlibre

-3%e¢ ﬁl Vgi.(iylh"'q <{Th (), (£o><° Vi<i<p
A=

m P
frors AN, —, Mﬁﬁ,/v\,,_, /v\PGfR‘\'q Ve = ‘:Z:T')\‘:Vg‘.(i) L %:_‘./M) th(i')




CCa¢) = cot de production de scunite’s
R(x,a) = revenu de verte dexcunite’ avet un wit de poblicite’ o
On yeutmanmiser R Soos cevtraides  R(sc-a) -Clx) -a>Ps « Sevil de Rofit
x%0,a>0
Sop posons quiilexiste un mo.x(:'é., &) ayee X>0
(x,a) =p, -R(x,a) +Clx)+a
hz(x; 03 = -

Vh(x) &)= ('3—’; (£, a8 + C’(i‘))
—%Ra('f}tf]-rl
Uh(x, &)= (_O'\

<Vh1)(?ng;)>:’ ‘fl ~ il fout que ?1>0 %
<TML8,20> = 4 vewa) + (B ) B (IR sow) < R

ox
Systéme KKT:
P} LodiiP-ol PR _3R ~ Y
a_‘i(a.a)-/ﬂl(x(x;o.)-»c(x))
oR C, 0 )= -R (2, & - + .a_R_- -
a—Q-("Jo')'/‘ﬁ ( W("'JQ’)"'() /‘2 (L:l aQ, ’/“l /A’l

/ﬂ-\( Po~ R(:’Z, &)'CO?)"Q) =6

M= o}
( I,ﬂzZO;maximum)

si 'aat.>’ 01 QJO(S/VH —/Az >,O

N;\'Si/‘Q"#O) a:=0 (Pasdcpob)
# sinon Si/A\=0 ,on a UR=0 (rﬁ condiHon sansavcune CM'lmirrl'e\

Si/(h'-#OtOJOG Po= R(i,d'" ax)-a

On dit que lo_ quoalification I{nentre des controintes est verfice en X s ( Vhj( ﬂ octive est libre,
S'la qualifiction \ineaire des antraintes est veifice, alors les contraintes sont qualifices aw seas do Thm RKT.

On cherche £, +q < Vhy@), %, > <o | $i<p
* on vo- troyve ‘fo-‘-q( Vh,(x],‘fo')=-l I€j<p sout lo &yrme (Zo
¥ onveutque 2_xj< Th(x),Thj(x)) = -1
Mi)= @h,‘(x):‘ﬂVh&(x)), N=(¢X|) - (-ll)
Mest la matrice de Gram de ,(Ip - 1 (Uh o, , Uhptx)
lemme:une matrice de Gram est inversible sUla-Rmille est libre o( % ) =M~ ’)
op !

4
= %a,-Vh,cx\

(gmdlcrrls = paslibre = or les contraintes ne sont pas aclives en Méme femps \



Cours 8 /) J2025
[ optimisation lin€aire |

“lincaire” = offine
Fix —<ux>+b MER",BER
9% —> <) -G (1 L& m)
by : X —s <w; ;XY —dj (1<)
g3 =0 &> <, X =l
F:Q;,hymn—> R, c®
VF(:C),L\, Vg" =g, Vh.F‘U)

KKT: =2 n Uy + Z/uthj
= .ZNM? Z/«th

G’I:c: (T\ :Mt

He Sd:(d|'> |
dp (lrmt

G ( ¢ N 0-‘||E
= | , A=

\/\<2, V,Z€@"
el £z ¥ 1<ign
»U.:G-t( ||\ + HE (/i'

Am

»e
W= GEA s HE/M
AER™, pe RP
PhiE)=0 /uj<w5,x> =/,«de

/A3(<w3, x)-dj) =0

wil y 6 up minimum ocal Sous contraintes, et siles contraintes sont qualifices

Ll: G't>\+HE
INER™, meR? A= GE) +HE
/l‘ G~ /M
X =C
Hx £d

/«3<wj,£> = Mid

Oe plus, leminimom est globa.l.

£ a un minimom  local Sous contraintes en & ssi INER™ ) po ERP rqru= G5 e H/".,.

3<w3) XY :‘/Ajdj




Soit € ER"iq:
v, 470 1¢c<m
Ly, $><0 0¢j<p
¥ on peut supposer que les contraintes dlinegalite’ sont actives en X
""3((:) =x +Eg°
0: (%) =<y, T+ tE H-c
=<0, XD ~¢ b i, QY
29; (X)+x O
:O
h‘,(%’(t\\ = <uwy X7 -yt £< w;, 8, Y
=hj(X) +t <w;j, g, >
2kdw, 4> €0 sitY0
{UAN)-F(R) =<, %X D+<u, €8 Y+ b-(<u, £>+b)
:309 L€ Lo, 81 =t<wk

donc < ¢,>20
LS
E-= r\|w; » P lo projection orthogonale sur€
K=
'
Pl = JZ=.|_/‘J Plw;) ' <0

P
done U= Ty wj € Excvect{(ng L)
J=! 1€i<m

= vecH(nz)
1€ism
8i o verifie les condtiONS KK T etac venfie les ontraindes,

0 -FCR) = uyxy+b- (<l £ +8) =< u, - XD
=<J Ao, x-x> + Zz j Wy, XX D

= I (w3 <am, 25) + Z iy (Cwj ~<w, £Y)
(1 u

Ce c«
v _— - Syl D
R ot et O + Z iy, 2 - py i 2>
\ MY
-’f\'— =Z./«j{<w,',x> -dj)
—¥ =Z M hjoc) 20 donc & est UNMinimom global.

Lo )- €me foce dePest F):F)CGP,' hj(JO:O’(j
Fj est un polytope def x;bj(:r.):o?J ~ R

[
0= UF
J=\

un polytope est unensemble delaforme P= f_xG R; hj(x) €O, \sjgpg ou hy(x) =<w,',‘x7 -dj

[ +oul
Lmetns 420 U ReniNs steneysives

F
Fir U Fi, =T x€®: 4i0x)<0 Vi<

P=Fum .
O0 vo.montrerque U= P
Uestunouvert : x €M, E.1_maxhj(x)  t—terr—
2, ~<J$p Atz h,‘(;‘o
Par continuite’ dehj, 5,504 VY € B(x, §)), hj(y) <h;(x) +E<O

3 =min §j , B(x,§) 0.
(€)<p



Seit x€F,3;, 1q hj,GI=0

Si r50, x+_r - W € 8(xxyr) e jolx+L wJ'O) = <mj°,>c+_r§ w;) - djo
2wl 2lwjolt 22Ul

= wj0,x - djot wjoy L1 — w;o)
P e

- 2wyl
= Tll(l-),o“ >0 ;ilzdicndug g;:l:ﬁ

Si oo poble me d'optimisation Wneaje o UNhe solution, alorsilya.une solufon octteinte surun sommet.

por recorence. Sur n
nzt: €lineaire surunsegment / demidroite / droite (X sax+b)
n—sotl sif e unextemum en X' € P=FUP
si £ non constante, TF £0 done i’dadonciel“
on conclu+ PQan

Le Lo.grangien Q'Un problé me dloptimisation (miaimisaction) c?..t o
2, —— 30,5, ——, Ny, ) T = T g, (x) ~Z i bie)
ar xR m ¥ RP L= J=

fgﬁg'(ac, Xym) = -({'x)-li;\\f(Z)qgiCx))- /i:f(lz/nj by c::))

ERP . .
M =0 si g('o:'):OVa = O si hj(x)<oV)
-0 Sinon - Sinon
Sup Sl-_ [P(x) Sioc verifie les conviraintes
A,
s +e Sinon

min £ = inf suptd(ac,),
conteainte X »,/3 2y

et i ?
AS;‘D in€ 2\ m)

f* (AVM) < i;;“c y(x,),/m) si ce nombre est > - oo
~» maximiser €*(x,fA) souscontraintes inf .‘f(x’k,/n)> -0

Le probléne de maximisation de €¥est le probléme dual
Le pobléme de minjsation defest le pb primal.

Vx, ), M SadisfaSant les @traintes , alows fx)) £4( x,/m)
si € o.un minimum  sous conttrainte en 3¢ et €¥a.un  maximum sous cont raintes en(X,/?,{), alors -F(;E')),F"’()\,/"X)

fx)- 2(3:,)«,/4) + Z Axgolx) +2;u,- h;(x)
= &.’(x,x,/mho + Z/u,, hj((:r)
2 Y¥x, A m) —
P (-‘*()\,/ﬂ
si X min global def, (%)% 'F"'(A,/u) Y m)
2EAL A

si £(2)= {-""('X,/.‘X ), alors Ve qui uedfie les contrai ntes, £0x) >, F*(X,/&'):G‘(‘z")
donc & minglobal.




Lix, >, /vO = i, o+ b= Ih (e, x> - ) - Z/u,‘ (<wj,x>-dj)

= K u,xV+b- X Gac ~cH>~ < m, Hx-d>

= <uyx>=-< A G-x7~</m,Hx>+ b- XY -Cm, d>

=< - GEA- HEm ,x V4 bECA, S Sy 0>
i’,’f V(")%,/m) =(b1<>\,c7‘(/u,d7 si M- GEX- H}u -0

~00 siaon

Pb dual: mavimiser b-<x, c)-(/u,cD Sous les antraintes M- Gfx-Ht/A =0 /ugo
> le pb dual est encore lineaire !

le dya) du duad d'un pb lineaire estle pbde depart.

Cowrs 9 2 /s
A{x)=<u,x7+b
9:(= L, x7-¢¢
hj (x) =<w;, x> -d;
(3, Ao ) =<ty +b- KAGax - € =Ly Mo -dD
EXOnpm) = 10 (o)), ) h
= A0+ m,d7+D SiU=GEALHY
[ - 00 sipon /M /“
Pb dual: maximiser €¥ s0Us les contraintes U= GE Ht/vx

M<o

Le dual dodual d'on pblineaice est le pb pimal
On ve minimiser - £
L(Amn,B) = <A - dy-b - <« M-GEA- Howy-<B,m
= A+, GED -</.\, d> +<ol, Ht/.,b <B /“7 -'b=<ol, >
_ =< A,Ga-C +<, ,Hu—d-ﬁ) ~b-<ot, u>
inf Q(’)\,/u,u,ﬁ\: <o,uY-b é6A-Cc=0
s

Ha-d -B<£0O
- 00 Qinon
Pb dual do dual: maximiser —<o, 4> ~b 003 les centraintes: Gazc
Hol $d+p
g <o

& minimiser £(ol) S00s les covtraintes Go =¢ Gt =C ]
Ho £d+8 ] & Ho dd

B<O
Hag d+B<d

Si unphlineaire 0. une solution, alors 3(7[,/3{) solution du dual 49 F(R) —_-F“‘('X,/%'\\

por KKT, 33,
M:G’h)\*Ht/«'A'
< “,) H£>=</ﬁ',d>
4[(;"):(“, x? +b
= GEX +HER, £D +b
= G4 D+ HER, D 4b



=<\ 62> +</;, HRY +b
=L 7N+ /M d> 4+b
- F5 (3R

A, statedies =3 — Ny
B =2, ,m}

M,; =gainde A sl jove (e B vil joue

Somme nulle : gain de B sl jouej etque ft joue ¢ st - H;.J
Utrotegic Cmixte) porf: (x),— ., xh)tq X% O et Z'I.., (

B: (Vl/ s Yin) "’C[‘VJ>O e"',Z‘l =l

Espérence de oin de A por xety:
G’ﬁcxﬂ) ZZ“% MA.J =< x, H"l>

J'I A=t

Galx) = "gn<r, My, pluspetitgain moyen

On cherche X 1<K, My = moxmytn <x,MyY ( Strategie moximin)
Pour B, n:/ax«m(x C-My > = max( mox <x Mq?)

:-m‘\;n m&x(x,Hy) ( strodegie miai max)

Lemme: B=Fy, ——, Yoy € RS IZ.\,"__I)
Alos min <x,My>= Mmin “~ (ty
O Je0 Y77 1 gcsa (e
st y=¢ =(0, - , 0)

<, Medd>=gedx, ey = (),

Done min (EMx); = min<x, MeidH > min <r Hy>
™ 3

iy CB, y=Z Yoo
L=

m m
o Mgy =i, %\IgeD:- %-_v,g(l'-ﬂf, ey
= i\a(‘”ﬂé

P Z\/ (mm (tﬂ:ﬂ»\y

1 €4 <o
. st
= (min( tmk)%%; = 'rgl\cr;%(‘haﬂ

3%,5+q <, MG > m,gxrain <x, My = Min Mo <%, HyD

N
# Probléme primal: minimiser é'xg Soos les ontmaintes § x(2,0
tHx>' ( |I ) =
)

lien gyer MOXIM(N

SotO<e < max min <, My

ﬂ\ors':]z-l'q fGx) =) ¢+n‘\lm <o, HYO D E
EMx 2 (& ) e

x’= . x x'>0
EHx'> 1
et £0x))= Y& ponc min€ < Ve



L. minf= -
max min <x, My
x b

*Pbdual 9(y) :{y;

maximiser g sous les contraintes y20
[ My <1
Qoit £, rrlu'n max <x,My>
X

dyiq qly) = e+t m;zx(x, My = mox(My),
1<j<m
Y=—y r Y320
: [ Ny’ <!
g(l/'):

.
max g) e .

QL morg =
m&ngx(x,ﬂw

# duolite Colculons ledual du premier probléme
£0x) = Zx; =<x, M

N = - M -, -
y{x,/vx,/«n)_ét,ﬂ) L, -t </,., x )

=<x, ~d+l}v\+/:\’)-<[ﬂn,ﬂ>ﬂ "

x , - =<, R > s+ + ':O
ir;g.?(,/u,/u)_[ﬂ. M
- 00 SthQN
Bb dual; maximisar - 1> so0sles contrainies ﬂfr}/w/w:o

<0

Posons y=< M i vopgasaitt
maximiser <y, 17=90) sous: - My w0 Wistes enteaintes
S0 & 1-Myd0
MmO Myl
Donc pardualite forte maxmin = 1o 1 - U -\ - minmox
minf  £(x) A

Vx,y stodegies de Rel@, {x, MG {8, HFD <X, M

Soit Plx)= min (Htx )0 un minimom sucBen X et WG = min £, MyD
WD = max( ty); oonmoximumsor 8 en@ et W(T ) < ‘mox Cx, 1Y
<o, My> % mia <30, HgD = 900D = P(§) = mow Cx, HG'Y % <, MGD
Equi libre de Nash.

Oon pafrt de ac
sckar =2 - bk TRCXK) N, |/
'F: m _>fk (] _:_ )

ot -y LN
£ o.unminimom \ecalen . .

060 (x-2) F1E) ¢ oV £E) & o (-R)?)
2

=£02)+ =P £ offx-%3)
2



Rx- b0 A0 -< bV, T8 + o liEw (1)

convexite
£: R Restconvere g £(x+ l.-.(y-'.tﬂ <f)+ E(Fly) -'F(Jc)) Wt €Co, (]

Une portie U R estanvexe s Vx,Y€U ,YEELO, 1T ,x+ tly~x)EV
Les bavles sont onvex e

3Ca,r) Qx,y ,E€Co]
e+ ely=2c)~0- || = llx-tx + ky-a ||
= 1C1-E)x+by-all

=1 (1=t Y(x-a )} tG-a)ll
<li-e lhx~all (e y-all
C-E)r+te =r

Uoovert convexede R £.0— R C' et I 01q LTUFG) S H ,¥x €U
Alors, Wx,y€U, II4c)fey) (€ Mllac-yli

9:t€Co,1] q-(-’(out(vsx))

Q)= < UR(x+Ey=2)) L y=X

g < NTF D U ly-x 1l o Uy-xl

1#(q) -£6o)) = lac1) -q (o)l < Wplge(ex 11-0f =t lly-x |
t€lo, N



Cours 10

one partie )= R est conuere si Yor,y€ M, YEELO, 1] X +E(y-)EV
one fonction £: Y, R est convexe si Vx,y€ o, WE€ [0;J; £ (ext(y=x) ) < HGx) + k(fy) =FGx)

€ st strictement mawexe ¢i Ye€ Jo 1L, 0= + l-.(y~ao\ <Fx) + t((-‘Cq\-FCx))

)
S tw €100 ; L=y

a=\

V) C-I'R“, 'P:U-ATR
alors fest convexe gsi YU32, Vx),——, Xa€M, Vi,

£ C%.tgz.:) < ‘% L 6Ced)

par rEcurena sour N\
Ei+b=1 done b= |-t
'P(!:‘.Iﬂ- €2)) = -P(l—tz\ x1+ bx;)
= 'F( i+ lx; 'I\\\
< BCx) by (Fem) -Fln )
= (-t €0 » by o)
= & €0q) + &, €x;)
Supposons que. rinégalite est yroie pour 0 Poicits
Mootrons pour ), Ltas
On pose by =tns, et b =rl\-t;' = 4_‘:‘ ke
On pose ' =xqaq) et Xy = z‘-—te‘? 5

[

X041 h Py

e( ui:'k;x«\ SA(Zeixis b mm)

= 'c ':l' xl, tzlxlIB
(csn=2) € EV€0)) + 1) €Cx; )

= h’\c(é% x,.) + tny o)

con;\\me
% _% =\, ong lecas n
TR S 2 M f0e) + kaa FGn)
a A0

- :_thg-(?(x.'\ NP CIVI

aq!

= L_ l-:‘-'?(l..:)

U conuexe, €:0_5 R estoncave si - conuexe.

V< R conuexe
sif,g:U—s R convexes, alorsftgconuexe
Sif: U—s R convere e+ A0 | alors M convexe. P reserer lesindoties
sif:0—5 (R, convere, g: R — R conucxe et croissacte , alors gof conuexe

si £:05[R conuere er g: " [R" asfine, alors fog mnvexe.

(C'l'g\ (x+ b(g,~x.\) = f(x+ E(y-x\) +q(x +\7(V‘3Q\
Q) v (e (- €60y) +9 ) +E(gl) - 9r)

=Frg)(x) + E((Frg)y - (4+9) () )




(gof) (x+ l:(q-x\) =g(€(x+t(y-x\)
£ €000+t (6()-F0))
< 9(Fx))+ b €l4)-FCx))
< gk +t (g (ear)-g(km) )
:(904\(1) s+t (QO'F(‘I) ‘9°’F Cx\)
g(x) =Ax+b, RE MR, bE R
(‘P°9)(‘311!: (v-x\) =-F(ﬁ( x+t(y-) +b\
=€(Ax+E(Ay - Ax)«b)
=F(Ax+bat((Ay +6) - (Rxcsb))
= €(qe + H(g (-9
& foglx) + t(€ogCy) - f'og('r.\\
£y x>, Qixn e
convexes , gofze™ posconuexe |
\\// 9 |

les fonctions afdnes sont conuexes et conases

C & R corwere
£ ¢ —5 R conveve. Plors, Fest continoe sor Vintetieur de C

n r r
Q: EE&C(- 5+ ‘]

{2n Y20
y= (4, —, Y EQ, > Vicign xo=L gy et
yeo, ly-xif s F (yrx)® PO fan
£=!
{2 e
dlooc \lq-x“ér AT) 2

d.e.y€'l3(=:.,r‘3
fAinsi, @< B(x=,r)

[

Yan

LE S0 +q b=l y=2 bize o0 ez ot lessommets.

On appelle sommet de @ leay€Q +q ik, = X+

Oon vomontrerque WWEQ,3L,,
On rocede parrecorence sof n

Q=|—\(—l\/
@ b

’\’N--) GQ " T Exl’:_:-;n"x| x "/ﬁn\

) ) Yt ='(x'li«r‘F v,

y= (‘ln
= l:|(x|‘_‘\;;_;> ¥ ( |-E\3 (fr.l

) Y= by +(1- By

nal
"/nu\ €EQ = :‘E[ Xq '{% 1 Cx +%—J

(q) )



doncd ny,——, g0 4q Z ni=let k/’:(\h,
:':l/"-\-(l—l:)y“
= ‘:Iujbj* (\- E)Z:jbj"

) ‘Inu) = ?_:T%)l;., bj sommets de Q'

ZEV)-rZ(l-t)sj: b+ (1-t) =l

Soit M;‘mgf W€ Q,#) = H(Z tiz) S T6ifGA<MZE =M
ce
Onpaser’ = Fzn , B(x 1)< @ donctest bomee sur BCx,rn\

Soity € B(=x, r’/2)

Onpowm z= y+ T (y-x)
2llv-xll
Nz-x = ly-x +-2 gyl Sy =xWe gyl < £2 w80 Lo
20y - 2ly-xl

donez € B(x,r7)

oL= T ,/2 loe-yll ~ 2= l/*-d(l/*ﬂ
zeaxzyY(lta) Dy=L o4 & x ;D0
ol 14e¢ 1o

+ 1 =1
(F22 l+oe

Pos convetite’, €(y) <1 _£G) + X __£6x)
l+al l+ol

€ o ) - 3
£y) - «x) = fz) + — £0c) -G = _lITae(z) PCXJ)

< 2M
T
£(y) -8Cx) < 2Mx 2=l
r2llxs=yll
<2y Ayl <illx~yll

En dhangennt ety darslo. deRnttionde?, €Cxy —F(j) < A ooy 1
Ainsr, Yy €B(x, ), | #()- fx)| < y-2 )

so(+a>o v€B(x, mm(fr’ LA ) ators |03~ 86| €
Butrement dit, € est Coence.

U R oovert conveve
fuRC \\/

alors, €est convere gsi C(y]Lb £1ex)
Y x,yEU e()-flx) << VE€G,y-x> . th\ (c;-_]><‘ ") (y=X)

£ + l:(#(q) -ffx.)\> (-‘g +('-(q-x\)
) -fx) D f(x+e(v—x) Hx) S

Onpase g:tECo,1 J— € (x4 t(q-x\\

)



U oovert done 3¢S0 +4q B(x,r) < U

Qi ltlg 8= T yalors  \lxct e(=x)-%xll €5 <&
21y-xl| 2

docx+ty-x)ERG,r) < U

Done g est cleinie sof 1-€,17,C! car composee de fonctionsC'
() =V cr £ (y=1) ,y -2

sit— 50 danc ), £(- €(x)D L TEG), y- 2>

Reciproquem ent, sopposons £(¢) -f6) >  TEC), ¢-x)
() 2 F(x +b(-x) + {VF(x +Ely-x) )X X+ El0)d
= O+ Huyex) - <VCC1+E(V -1\) ) E(q~x\>

£ f(x + E(q-x))
)Y Flactbly-x)) +< T(xrt (y-x)) - (x + E(a) D

= f(x *t(y-x)) + < Vel tlg-20), C-kVy-x D)
(-e)i+t <= (1-k) €(x)+EF() > €(x+ Ey-x) - (E)e v (s bln)) , y-x) + E(1-E)CTF (bl y- )

= £ (x+bly-x))

Ve R oovert onvexe, £:0—s R convexe C'
si V(2 )= 0, alos Faun minimum globalen ¥

oHyEU, alors FY) -€X) A TEER), =XV =0

si €&t shicement convexe, elle o aoplus un Minimum global

sl f a.onminimom gota) en X, etsi y-.#i, 'C(f){'F(i_';tL) <L2F(3'E) +_;_(-‘0./\
) .lz.F(i) <% y) x.e. Qx) <€)

U = Ronvexe, £: 0 _y R convere, 2if o.onminimom local en ua point X, alors Ceston minimum glabal.
(sons supposer C‘\

D= i(kg‘ui g|(x)= =09m(x)=0, hl(X\,

Y » hp(x0¢ oY
-0 (glfg&koﬂ 0 (0t god)



Cours 1 0s/12/2025

L oovert conveve, ] pb d'optimisation convexe
£, Q> » Qm i, ,hp‘UﬁR c'
£, ——, hp conuexes e q, , , Qm offines , g(x)= Loy, xD-C

Set 2 C D :mf x€; g;_C'x.\: 0, W(x) <O ;Vij’f) tq AN, — AmER ) /“u—)/\ﬁpe R_ 4q
NE(E) = ZnVg ) 4 L‘ /w,Vh',Ci)
L= 3=

/V\,h,(£) =0; Y\ \<3 £p (ig. pos besain de.

Voier i corgroiotes
. . . -~ e
Alors, £ a.un minimum global Se0s cotTaintesen s . ST cint saion
5 aless 6 QU MRiNOM gleseal )
x€0

£L-FCEY =< Tax), = <>
- %‘.N’.(ng.(i), X-K 4 %/ﬂj<Vh,‘ &, =%

= T2 o, -2 +Z/nj< Thj(sd), -8 >
= % X,;_k'lrj,k) - <dr.:,£>) + Z/,‘J<th('ﬂ ,:x:-i)
4'(3:3-@(:':")} 'Z/q(Vlﬁ(i') X
=

Onsait que <Thj(), 22> < i) i) {:—./“i () - ()
P

?
= JZ=‘_ 3 hy(x) 'JZ__\_/\Ajh'JCf) >0
M——

20 =0
(ofle S0 oya.pas de controintes diégplite )
A G s by —— Bp- U— R un probléme d'opfimisation  convexe.

On suppose que 3% EQ =] x€V;g; (x) =0, n(x) {0 tq :
(2340, Y1<j<p » O€ §(u) ,00 9:0—s R™= ( 9')

Rlors, sif aunminimum 3c(global) sous conteaintes | I

ARERT, frER" 4q )= 912 3, R) =07(5, )

ot EER" mwexe 104 &
flors, 4 # 04q <u,x> 20 VYx€®

Jtéxoémé'fubcrc\
T Sott (xxYgen M
c Xk — 30
o @ & vken

rd
I
\I ==~< ongose Fx : x€& s lx-xyll

Comme T Gx) ——+00 , Fgo. U0 minimum global 3
lixil— *e0



Montrons maintenant que { x-Xg ,xx-xk? %O Nx €&
Pour LECQ, 1], ¢¢= §5+ t(x - ®y) € e
Done || xg-xkll >, Mxy-xk |
ol o xgli2 + 26¢x-%, 5k x> + lx-2I2 > || Ty - |2
= 26X~ 25, %k ~XR DD — k2 lx-Xyl1?
= LKy, WD X =k x-S W0
2 t—O0

¢ Séeos \ex danweres

~
Mg = Xy -XK
> u.& [H] x‘:‘- XK
ek - Xy \\

i 1= 4, YK EWV . donc por cdmpacite” de BCo,1) , 3¢ extroction 19 Mygqy —s 4
et de plus, Wl =1. donc M£0

reste G uehier quece Wil fndionne .

soit €& : < %, Mgy ¥ = <, X Xam S,
PR
= CeRem s Regnxean? TSRO, Xy -XpgnY

”xﬂg -2 I

% {Fgg, TH) XK —IT’““ 7 % <Ee, deey
ack -3 = {Eey-Xgrey 2 kY +< gy 1 A 0CKY D

2 < Xgewy Moy 7 ——50
R +te0

Rinsiy ax, 1 =tim Cax, dgges? 2O

Fix s -€C8)

9= (q,j Vs ®R™ he ("(')zu__,fk"
| he
Gm
C=F Y ZERXR™ xR ;YO Fl), Y =gy, 25 M) por unx€ LT
€ est convexe: (X+ LOC-¥), Y+ E(VY), Z4 £ (2-2)
#X+(0-X) =(1-t) X Y (O Fe) +tT(x) D Flxt Ex-x)) #Z comme X
VY +ELY) = glx) +h(g(‘.xn-9(x)\ =g (x4 £(x'-x))
Q¢ € ,0€ & =3Ixceu +qfE) <0, a&x)=0
§ <o
)< )
Dopresie lemme,3u £0 Hqlu, (XY, 2)7 20, vivy,7) ec.
UERx R™xRP = p":\
§
Vx€u: alp
WENN, (/) +W, oG ) €8,
Donc < u, (€6d3Yn, glx), hexyP>0
> <, (F), gGo, he)) D 20
KD L, %00+ LRGN, 0

™ e
I -l;_%: Bese G +.,=Z:.&h3(m'\>, X {e)
~¥(u,B,T) 24K)

Sy a ubevalewr ds te dual
plus gronde quedosm e
g pienal, aleys on a.€salite”



Sopposons >0, §,,——, Bp20

O SCX':' A 2T
npose K, _137 M

'\’ge(:n,)\, (\0} )
inf= .(‘-V()‘l/v\\

Ona- £Y(), } > £¢x) doac ¥ oLon max global er\X/V\
€2 )-ZI &(x) + Z h; Cx) 3 6 )
‘—'o [
= P
/nJhJ(I) 20 d'oo :Z_ th(i).-o
J:l

20
Rinsi, (), A /v\\ = XY - Z X 50(1) —-,2/-.,.,1330'&') =fx’)

Mortrons que o2 O
si a0, (FEa+N, gcn,hc:o) y NEN
ona o (%) + N)+ 2 \3& qdx) +Z B NS0 otradiction

— -
N1
De méme ,§;20 VI <Lp
Mootrons que o #O
Sopposons o=0. Par hypothése, on o X 19 g(R)=0, h(X') <O
0= f(x) <NPCf)+Z|3AgA(x)+ _Gih(E) = LG hiR)
= O<z- PAJ:MZr,nJ(x) I 3e7<o

Dok sik=Q, J-O V\(&ép
H\ors,\lx CM, l.ﬁ_g"(aO) O - <F 9(x)> g‘B:f.O

o€ QC.U.) donc 3¢50 4q B0, < gcuw)
Soit xciq gcxs-_l.; € B(0r). Rlors<P,gtx)) = LIIBIKO comradichon
!

Ona R=0 donc A=0Q, @aicadiction.

Poor un ph nvere, stilediste R4q y(X) (O ,WIL{<p etg (Xx) =0V 1< ™
alors les aontraintes sont qualifices en tout poirt -

Soent U<R" coaneye, 'p'-U.—)rR 82
Alors €est convexe <« He(X) 0 Yx€u
De plos, S{ He (X) defnie Qostiife , fest smctement ovexe

(=) L lesuoleors propres
dovent ehe_pcmhveﬁ

Soient x,y €U, et tELOY)
Posons g(k) =H(xst(y-x)), bien de'fnie ar U convexe , €2
g(N =go) +g’(0) +"T () pour un certain C€ 0,17
g’(l:\ = < ViCx +Hy-x)) , yx ), g”: HF<(x+ Hy-x)) (4-x) , C=x)Y 2O
doncf (g)=gf1) 3 o(0) +-g60) =+x) + < VEX), y-X D



Q_E‘HmiSCt“Of\ quo_dm:\ique_
(=, ,Xn) = Z—mgx.zxj +Z<—b.:15c +C

V€4, &n 1<Kgn
-(a:. i
fA- (o‘,),s%gn 33

b:(b, \

ben

PR =<Ax, XY, < b,xH+¢C

Exemple : POUf\[ear,ﬂ/: X — Il 'VlP(Pb dv moindre mm')

£y () =1l I -2<x,) +lyl?
A=Ta, b=-2y,c=lly|I?

VG = (A + A)x +b ) He(x) = A +At

fCx+h) =<ACx4h), xth Y +< b, xx hd+c
= < Px,xY +< fx, ) +< Ak, Y +<Ab,h )+ B3) +<b D4 €

=G + Ax + 5% +5,h> 4 1<AR, A |

4 L hahn ikl
O —

= TFCx) = < A+ ge)iigg’am o(likn)
'$ H-ch) =04 Hb

{Ax,Xy —';— {RAx, Y + L Ay XY
=1 hx> 4L G, Atad = K (AeR)r, )

Oneort Ax) =%< Bx,x> +<b, X)) avec A symettdque (s pecrnge asto.
Nlemm)

>y VG =Ax4b
H@(x): A

Lest cowexe sst A0
€ est concave ssiA €O
Si A déRnie positive, fest shickement mnveve.

%o& i ‘\'q Ri+b:0
Si A% 0, £ oun minimom  global en %
SifALO, ¢
Sinon , e LN point Selle enx.

mayYimum

A definie positive. (e
Mors €a uh minimum global en £ =-A'b
et F(%)= c-L_<b,A'eY
(\°(i)=J2_<Ai2,£ +b,xd+ = LCACR D), A +<b,-A ) +c
=E| <b,A'DD -<b,A'b) +C = c-_;:<b,n"b§



