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EXO 1 :

1) soient 2 , 02 deux solutions réalisables. Écrire les inégalités qu'elles verifient

* L'ensemble des solutions réalisables P-SxEIR"; Ax _ Djx, 03 ER
*

i
Xx , Y

Convexe

non convexe

·4, EP, mq tous les points du segment[2] appartiennent à P , autrement dit

que Pest convexe.

· ciEP alors Axib etci,0 pour it 21 , 23
1- x

↓ &
X

2) Soit <E[0,
1]

. Mpx = xx + (1-1)c2 vérifie Acc b &
*

x2

Comme , 12 sont des solutions realisables
, Ab et As2 ba X

Ax(b = CAx(Xb 7 xI

ao
=> dAxi+ (1-a)Ax2((b + (1- x)b = b

Axa(b = (1 - x(x2[(1- 2)b

1- 27, 0
-

donc Ax [b

3) Montrer que >, o

x = 2x + (1- x)62

i
donc, 0

CCL: On peutconclure que Pest un polyèdre convexe

EXO 2 :

On suppose (di)i <p
les sommets de P etco une solution réalisable

,
i . e

. f(xco)), f(x) VxEP

1)Supposons queco n'est pas un commet . Réécireco enfonction des sommetsde

X

CSX x On peut écrire do comme CL des sommets P
X(O

P i .e . 7 (xi)i +pxo= xp + 122 + + xpxp et [xi = 1
, Vi , xi), 0

X Xx3
x4

et puisquesco n'est pas sommet
, Vi ,Xil

2) f(xm) = max( f(x), · f(xp)3 , mq f(xm)), f(x)P

Par linéarité def
,

on a f(xo) =[Xif(xi)
Ainsi, puisque ViE[1, p] f(xm)L, f(xi) alors

[x f(x(i) < f(xm)[Xi

[ f(xm)

donc floco (f(xm) ([xi =1)



3) En déduire que la fonction objectif atteint son maximum sur au moins un sommet de P

Par définition decom , l'un des sominets renvoie le maximum de f i. e .
l'un des sommets est optimal.

Ainsi sico renvoie le max
,

l'un des sommets le renvoie aussi .

4)Supposons que le max def surP soit atteint pour plusieurs sommets 141 ,q

Montrer que toute combinaison convexe de ces sommets est également optimale.

supposonsque f(xm) = maxf(xi) = f(xj) : xjq
i < p

9

Soient & , &p des scalaires de 50, 17 +q i =

sic , 63,y sont optimaux

Posons s=di X
xI alors l'aire I est optimale

a X2

On a f(x)= +(xi) di , par linéarité de xSx

Orf(xi) = f(xm) pour it [1 ,q /
9 Yxz

D'où f(x) = f(xm)Si Yxy
Enfin, f(x) =f(xinE =
Donces est une solution optimale

(bijection sommets+ colonnes de la matricedes contraintes

Exo3 :

Ax=A ;
A,les colonnes de

P polyèdre

Partie A
:

Supposons Jv
, 1 , Wi et AhAVk soient linéairement indépendantes

b = [ar Ami ;vi0 (les autres composantes de étant nulles
i = 1

1) Donner les coordonnées de dans ce cas

(i =Cy; sii = v; pourje[1 , KI

-O sinon 17 K

Ra : [x), 0 et Ac
=E [aviAv =b)

i = 1

2) Onsuppose quen'est pas un sommet
-

Ecrire comme CL de deux points distincts y et z de P

C n'est pas un sommet dep mais appartient à P

donc] y ,
z deux points de P distincts +p7CJ0 ,

12
, x = xy +(1-x)z

3) b en fonction de A' et y puisz 4) Que peuton en déduire sur y ,
zet oc?

On remplace par son équation x = xy + (1 - 2)y Les (fr) sont indépendants
d'oib = Ax = xAy + (1 - x)Az donc Vi Yvi = Zvi

T
linéarité

or y,
2 EP donc Ay - b

,
Azb Autrement dit y=z contradiction

Puisque X
,
1-xEJ0, Il on a nécessairement Ay = Az = b c .. d . x est un sommet de P

on aVib; Yi = 0 et zi = 0

On a donc
K

Ay=YAv = b=



Partie Bi

x Sommet de P.

On suppose que les K premières composantes des sont strictement positives et que les autres sont nulles,

c.. d. x> 0 ,>0, , xk> 0xk+ 1 = = xn =0

On veut ma

1) Supposonsi', Ak sont linéairement dépendantes .

Mq7dEIR" non-nul +pAd = 0 , dj = 0 VjEEK+ 1, n3

supposons un sominet de Pet Vik
, ci >0

i)k xi = 0

Si A'
, ,

Alsont dépendantes,
June CL nulle

K

i . e . 7(x) + Ok +q[X ; A = 0
i = 1

On définialors d = ( ,
x2,

M

X , 0
,, 0) 0

1

et onvérifie Ad = [XiA +A
i = 1

= O

2)Mp72)Otpxt = x+ Ed etc = x- Ed EP

Posonsoct = + Ed et (-= - EdavecE)0 , mq Ax + [b et x+), o

Axt = Ac+Ad = A

x+3,0(x , , C, 0, ,
0) + (Ex,, Exc .- Ex, 0

,, 0), 0
-

pas de problème

=> Fi < k i + EXiL, 0 avecci, 0 , Xi), 0

le cas : Xi = 0 my C'est bon

2 cas : Xi >0 ci + EXi)0ok

donc atP

de in
,
Ac-b

x7,0 Vi <Ko- Exi), 0

lEcas: Xi =0> ok

2 cas:
Xi >0> on défini E xi

Xi

En posante = Minave() , on a bien et

3) En déduire que peut s'écrire comme c nontriviale dectet et mp Al
,

Al linéairement indep
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Exercice 1

A B C DE Mi = 1700 E
,

M2 = 3200E

Pl 0 1 .
S 233

P2 34320
dispo
totale 3968577057

a) programme linéaire correspondant :

On note (respsca) les quantités de pièces 1 (resp2)

contraintes:

-30439(1) -
2

3x + 8x2 -
7120(2) (1)() x2413

2x + 3x2[S7(3) (S)() x,419

3x ,
+ 2x2(70(4)

-

3x [S7(5)
e+ Vi

, (i),0 (6)

but : Maximiser 17000 + 320012

b) Graphiquement:
D2 : 30+ 8x2= 120 < (0 ; 15) et (40;07 ED2 et (13 .33 : 10)
Dz : 2x + 3e = 57 < (0; 19) e+ (28, 5 ;0 EDzet (10; 12

,33)
Dy : 3x1+ 2x = 70 < (0i35) et (23 ,

33;0)E Dy et (10: 20)

X
D3

x21 Graphiquement, on trace le vecteur gradientet on cherche

13 le soi met du polyèdre le plus eloignéde CO, 0),
X

(17,
32)

D2
perpendiculairement au gradient .

Optimalj IC) le sommet optimal a pour coordonnées (13 .71
,
9 .86)

X >
19

D4

2)a) F1 F2 F3
Pl

0 128 proglinéaire
P2 O + elimination des contraintes redondantes

Unités ins 3 3 in

Stock dispo 55 432 136

On ajoute au système les contraintes suivantes :

-

Se55 (7) (7)() x7) ~ cette contrainte est plus forte que (1)

12x +36x2[432(8) (8)> > + 3x2367 (s)
80 < 136(9) (9)()x417

-

rpi (8) 3x+ 9x)108 ces deux contraintes sont plus
+ (6) (20 restrictive que (2)

(7) + (8) = 2x +3x24x + 17 = 53) plus restrictifque (3)
(8) + 2(9) =3+3x270 +(6) plus restrictif que (4)



Finalement
,

on a les contraintes
-

Vi , ci)
,

o

x 17

22 Il

x + 3x2436
On cherche à maximiser 17000 + 320002
On trouve l'optimal à (17

,
19/3)

x21
13

Il

gradient
X

princ
<1413

Exercice 2 :

prob brut orge arachicles sésame % requis

% protéines 12 % S2 % 42 % 22 %

% de graisse 2 % 2 % 10 % 3. 6 %

coût/tonne 25 41 39

1) modélisation (lesci sont les fractions detonne de prodbrutj)
contraintes :

-

(P +x2 + cz = / (1) simplification :

Vi ,i >,
0 (2) (3) = 6x1 + 26((2 + 21x3), 11

12x + 52x2 + 42x33, 22 (3) (4)(Sx + Sx2 +25x3), P

20x +2002 + 100x34, 36(4)
-

but: minimiser 250+ 412 + 3913

2) réduction de la taille du problème
(1) Ex xz = 1 - x2 - x

donC

(1) + (3) =>30x + 10x2) - 20

(1) + (1)= - 80x - 80x24, -64

#) 5x , +5x24
-

D'où le problème réduit : xjL, 0 Fj

3034 - 10420
Sx +S24

but : minimiser f(x , x) = 39-14x + 202

3 résoudre graphiquement
1 on revient à notre probleme initial

, l'optimal est atteint pour

X
3x- x2 = 2

(x, x ,x) = (0 .
7

, 0.
1

,
0

.2)
vis

XL Optimal

-T434isi >
sa

vecteur
x +x2 = 1

gradient x +x=



Exercice 3 :

A1 : 350/h
Az : 450/h
Az : 200 /h

max : 4900/mois A , verification : 3 techniciens , 170h/mois

machine : 200h/mois S400/mois Az A : 4 min Az : 2min

benefices : A : GoE/o 2000/mois Az A2 : 3min

A2 : 40E/0
Az : 80 o

1) proglinéaire
but : Maximiser 60c + 40x2 + 802
contraintes :

-

Vici), O (1) X S
X

0< 4900 (2) Xi
25400 (3) 1260

(3) 2000 (4)
dispo de

lamachine x + x2
+ 134200 (S)

35 4S 28 ~ redondantes

dispo - 4x + 3x2 + 2x(30600 (6)
des -

techniciens
-

170 x 3
X60)

2) contrainte redondante + interpretation géométric

(5)> 36x + 28x2 +63x[252000

(6)xPE) 36x+ 27x + 1823 7275400
(5) + (1) est plus restrictif que (6), i .

e . (6) est redondant avec les contraintes (3) et (1)
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Feuille I
, Exo4

contraintes:
-

17

(2[ Il

x + 3x2436

Vi , xi)
, o

but: minimiser 17000, +3200x2

Crappel : l'optimal a ététrouvé graphiquement et vaut (x, 32) = (17 , 19/3)]

Résolution à l'aide du simplexe

Sous forme de tableau
,

le problème s'écrit avec les variables d'écart ainsi :

-

x + xz = 17

x2 + xy = 1

x + 3x2 +xs = 36

-

Vi ,>,
0 but : minimiser 17000+ 3200x2#IIII

On peut l'écrire sous forme de tableau

x 22 x4xS B

CB C 1700 3200 0 0 0 0 Lo Lot Lo -32004

O %0
17 Li L3 + (z - 342

Il L2 474

0x1300136 L3 22 =L

201 Lo-170013⑫0 454 - 43

(2542

3 Lyc- ↳3

Lot 10-4 .

1900

- 4754
3

2274- 4

↳37(z + 4

~o
n!

L'optimal est atteint pour (1 ,3) = (17, 19/3) pour un gain de: 17500490
Feuille 2

,
exo 1:

max z = S0x , + 6x2
-

x + 2x2[8

x +[S

9x +4x2[36

-(,70 - Max z = 50x + 60x

x + x2 + xz = 8

On introduit les variables d'écart : x, +xz + cy = S

P + 4x + xg = 36

-

Vi,i)
,
o



->
On dresse letableau pour appliquer méthode du simplexe :

-P (2 x x4Xg CB

Lo#
xS

#
20

#
L'optimal est atteint pour (s,() = (2

,
3) et un max de 280.

EXO2 :

maxz = 3x
, + 2x2+ 3x3 + 3xS

Sc : 2x +(z + 2xy + 2xs -) 7

x + c -xy +xs[/
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proglinéaire : Max z = -(0 +S+ 603

scx + 02 +xz)2
2x - x2 +xz), 6

- x +x2 +2x[3
- 30jx27, 0jx3), 0

1) ecrire sous forme standard

- x + x +xz - 34 = 2

2xx - x2 +x3
-

x = 6

- x +x2 + 2xz + x) = 3

-
>L, 0; (2), 0; x30 xy,0,

cs],00

2)Pq== = pas de sol de base réalisable

x = x2 =23 = 0 ,
on aurait xy = - 2

xs =-6

x6 = 3

Ce qui contredit les contraintes de positivité surcyetcs

3) Ajouter lesvariables etecs au système
Le programme devient:

- max z = - Gx + Se + 6x3
miny = x7 + 38

contraintes :

x + x2 +xz -xy + x7 = 2

234 - x2 + 23
-

xS + xg = G

- x + 32 + 233 + x6 = 3

-CL, 0j (2), 0;370 xy),0,
cs), 02 0

Min y = CC1 +s8 #) max-7-sg

=> max 30 + 2xz - xy -xg
- 8

L) écrire le programme linéaire pour la première phase.

5) Compléter le tableau pour la première phase

6) Donner la solution de base réalisable

On a pour solution de base réalisable ( , x4,s)
= (3

,
1 ,
6) .

On débute le simplexe phaseIl sur

letableau sans laligne DI et les colonnes af etfag

/



7)

8) donner la solution optimale

Nous avons le maximum valant 6 atteint pour (3) = (9,
12

, 0

Exo 2 :

Résoudre avec la methode du simplexe en deux phases.
-

maxz = - 8x ,
- 6x2 - 3xz -Sx4

S. C
. 64 + x2 = 12

x3 + xy = 8

x + 03 = G

-
3Pa - x47, 0

-> puisque(0,
0,

0
,0) n'est pas une solution de base réalisable, on ajoute des variables artificielleset nous

effecturons un simplexe en deux phases.
Notre probleme "artificialise'"

-

max z = - 8 ( - 6x2 - 3xz -Sxy
MaX - xg-6 -x7

contraintes :

( + 22 + SS = 12

(z + (C +x + x3

-Vi , xi)
,
o

26

S

g=>DI 0 10 100 - 14 DI O



On a une solution réalisable (x, x ,x) = (6
,
S
, 8)

-> on continue avec la phase2 du simplexe


