


Cours 1 18/01 /26

Ophmisation et applications
Objectifs: transformer un probléme reel en probiéme mathematiques que V'on pevtoptimiser
Exemple : Une vusine 'Po.lviquc 2 produits :ProduH- Aet produitB
Gain par unite: A5 3€ ) quelles sont les variahles ?
B 26)
X = nombrede prod A
[ y= nombre de prod B
Ly 230,420
— xet y sontles vasisbles de dezision
— Controintes reelles:  .4emps maching : A —5 2H funité ¢+
B> \H/uni‘h'
fotal dispo ~Mochine : 100H
o Matide premiéee : Al 5 | cessouroe (4
Totol: B0 ressources dispo

ress Mss ress

Comtraitrtes 2% +y £ 100
x+y €< 80
%0, §%0 | contraitesde non adgativite

Fonction objectf: gain total :3& +2y = is'ogit delofonction queje sovhaite maximiser
€ €
Pragramme lineaine : moximiser 3x +2y
souscontintes [ 2x +¢ £ (00 *
x+y < 80 #
x%0, Y20

On resout geomeinquement pour 2 vasiables:

2x+4 = 100

(2,6 L7 aroite
x+y = 80

Ly drotte

8
(o,ﬂ(

7

(s,0) \

B= 3x0 +2§'? =6€ -

2 produits A
C= 3x2+2xG=6+ | ¢ produits 8
0:5’(3+ 0.2=I5€

(o0: methoge dugm.dl'eﬁ'l-)
ou: algorithme du  Simplexe
¥ calyédre le plos simple possible
- tiangle en 20
— doane des dirations de Sommeten Sommet
(frouve lo.direction qui maximise lo-Raction objectie



Jombula.ire / propriete’s pour THO

Def: Soient les vecteurs U0, ——,Ug de (R“,. o0 appelle optimisadion convexe de ces vecteurs est on
vecteurU = Z_&: U, o6 4,50 pour € §1,2,— Ky o Z W =l
4=l

L=l

Def: Une postie C de R" est dite mavexe, sy pour +oute paire T U, UIS de vecteurs deC 4oute optimisadion

@nvexe de U o+ 0 est dons C. @C\ 7C

conveXe No0- Convexe

Prop- si Cest corwexe,toute C.L.convexe de poims deC estdansC

Def: Un point U donensemble Mavere est appele’ un poitt extréme 2/ ilne pest pos étre exprime’ comme CL de
2 owtres points distiocts de C.

Def: Sot S =R onappelle Venveloppe convexe deS lensemble de toutes les mmbinaisons linéaires conveves
depoints deS

Defi Si rensemble S aomporte 00 nombre  finide polats, lenveloppe Convexede S est appele’ polyédre anuexe.
Les points ext€mes  de l'enveloppe convexe SOt appaes Sommets.

Version madricielle d'on prog. \in€aire

[ mex G+ +CoXn — frme maticielle equivalente:
ay, X1+ ranxpn<hy max f&x) = cTx sus les antraiedes Ax <b
x 20
QAen, Xt + ——— +Qmn X0 S b
X), X ) ) xn>lo
oC) 0
. = | € R est le vecteyr des Uasiables
Ln
. b= |‘ € R™ est le yecteurs des geconds membyes.
bm
C .
«C = |' EMR" est levecteyur des mefs de (oo %nchonob;ecH-F
Co
.A- /% — aun

0
| € R™ la. madrice de axvtraintes
Gy ——— Omo



Cours2 /0| /26
(Soite TO. Eo3 PB)

associe
Pactic A: ﬂ“ , Ak vect Iin ind = :;c unh sommetde P

Ractic 8:
x Wwmmet de P
On suppose que les R premicres M posantes dex sont stictement positives et que les autres sont nolles,

C.d-d. x|>0 )x2$O) —,xK>O IK*' - —11\'\ :O
Oon veut mq
l) Suppasons ', , AY sont lindairement  dependaates .
Mq3d ER? non-nol +1q Ad =0 ,d;=0 V€ ZK+l, 03
I (question cxo.men?.)
Supposons A' A* dependarts. Alors , ilexiste d,, , dg Non Jous nals

tels que : e dj H.')=O

On définit d = ((d;) — 49, 0, ,0) €ER"
Rlors d 20, Ad=Z_A'- T 4p’-0

J=I1 )=t
)MQIEYOHq xtax+Ed etx =x-&d E€P

on veut constroire 2 points xtetx?
Pour £50, posons x+= x+&d , x-=x-£d

Nenfadion des contraintes

Axt = A(xtEQ) contrainte de pasitivite’
= Ax + €Ad Pour DK, ona ;=0 er dj=0 ,donc x;*=0
N— — .
<b =0 Pour 1) €K, on veut Lt=x; + €4 20
car x€P L il suffitde choisic £>0 1q
donc Axt<b Y<K, ave ¢j£0, £ X
de m, Ax Kb Igjl
(idem poor %)
Gomame xj 0, o0 choisit €< min X
1<j<K 1d;j
9#0
(ce qui quaractique X+ 0
e+x'>zo)

Pour €50 assez petit , xtet x- €P
Deplus, d #£Q implique Xt £x-

,P\K lineaire ment indep

3) En ddduire quex peut S'cerire @mme cc nondriviele de xtet x” et mq A,
Ona +xt+lx=lx+l8d+lx- &=
2 2 2 2 2 S

Comme =X, xne peut pas &re un Sommet
L5 x st bhe @mbinaison conuexe non tiviale de 2pais  distincts de B. Ce qui aontredid la- definihion dlun sommet,
Gondlusion= A' A e pevvent étre dependante Chyp fwsse). Donc A' AK soat lin independarntes.




EXoLl:
prog lineaire o

minz = .Zc,x, conircunthx, =0 ; %30
't t.cootdde(a
ooe_é‘de sol
la. onction
( linekie)
Sal: ¥X= (xi, ,Xm, Op—, O)
A' LA™ lin indep
et B = Zruﬁ' (=t —n) (L)
m
on note 2j = Zl_:ruc,
T profit masgingl
Partic B:
NHq ve>0
y,— (Il-exlj"‘_lxm— eer JOJ _,O,G,O, _J°) ; Jyé Em*l! ;n’ﬁ
venfle
K
Z- n xK b 'E::?cdam&:
a M/\ les colonnes de A
. ; . e Cideaen
2 Rxj = Z H':c.--eﬂ'x,'J-,r- + @A T
J=i 1=l r—

;
= Z Ax;=b ar XEP. Donc X'EP

1=1 (i.e. X' 5ol wlisaple)

2) En utilisaot lO.Q"'cbje:ﬁf‘, mq la valeor assoaide & X' est z/= 2 -O(2j¥ - C]*)

valesr de Lo

fooction objech€
ch:q = C.(x, ex(J#)"'gke

m m
= grccxi - G_LC\'IE_“X +¢;®
-

= T

z zjﬂ‘
=2- Ozje= e )
=7

4
i Zjx -G 20
00 Q. Hrouus une meilleyre valewr EAur le minimun

Ojncf\ccheg*q les coords ce ¥' 20
3) Mq 380 1q X'soit ccalisable
Lo. contrainte o' ehalite est defjo- sahisfaite v/
Lo sevle chose @ assucer est X/ 5 O
«Fouryr 00 & X, =@ 0, donc ok
« Poor les vasiables de base, X’ = Xi- Gx.lr
>0?
si xijx <0,
K0

.Sixcij« O, actte inegolite’ est -bu]OU(S veaie ./
« Sinon, on choistt © = minf | x;; »o’}

Xij¥



4) Supposonsd j* € Tma, .0y 4q I aw moles oA Xije>O.

O = min i e Xi
E |1)‘V } xl""* ‘}qC)

X=(x,%,%3, ) Xen, Oy ) O) —s m @ord non nulle
X’=CJ:'|-8:JC|J-,‘,, , Liv ‘g.'h')y J ;IM‘G'X"');O» ’O,e, O, ) 9)
-0 T inclice i

Xpyg—_ S x .x=0
¥ Xj¥ N
Xi¥ J Q. chaque Ahangement
desommet, anannule une
Qordon ek, unowtre degieat nan ~nol

a) Mg Zﬁ‘r. =b donne une novvelle etitue deb 1q le coef de 8 est ol (en emplagart 0 par So.UQ.(eur)

i=\

L Al - 2 A(x; - quy) + A* 9 (onseppose id que pour@ lemin est atteint
| i

en 0 ONique i¥
b) En dedyire une novvelle Sol admissible , expession + @mPOsants >

:('JC‘—Gxu\\r, ) w0y s ——, Xm=© xayje) O, )8, 8,0, —,O)
e —
=0
o H.4
(:r. Lij¥ ) ) Liv-— il i =Q ) —— IM'I—‘* Lmjr O, \)OJ:‘U_.' 10\.0)
Xivj¥ x‘vx, Xivx;r v

QMg si ¥ est unique, Cette SOl poSséde exachement-m vosables  Stidement pos

S) On (asidere la.sol admissible abtence.
Uq elle corespond 68 on sommet de P( dementrer qoe R, —— B"'}' A% A™ AF sont lin indep

Iy Rar labsorde, supposons qoe ces m vecteurs Solert lingairement dependants; dansce Qs il existe des scaladres:

G €T 2) s by et —,mYy
yoi
Hq, ZA'y +z;_ Ay + Ae-0
=1
= Z Ay + 2 fiy = A ¢
i=i¥y)

Mass A, R?, » A%sont {ndependates (e )
donc R’*s'eirrf de ﬁ_@nm.qm comme ®mbinason (neaire de ces vecteurs. (A = Z Xijy A ) donc ey st avl

dorona chaist
Tieye>0

Car dans Vexpression cdessous, le @efde R¥est nol

On a. choisr Xjy}a NOO nol. Done V! hypothese de deportest fovsse.
Donc R|’ , Hii‘-l , Hii\'#l}

Donc X’est un Sommet de. B( par 'exercice. 3)

6) On soptie 74 e >0
I'(q la. nowvelle yaleyr est meilleure
) - . .\ profit |
Par @2 , ¢'=2 G(ZJ-y-Cyv) marginal
| LA |
S0 . >0 par hypothése poree jx
D ans ce probleme, ona_bien z2€z ,donc X' estoune meillevre Solutrgn queX dans un probleme de minimisation,



Cowrs3  29/ol/26
Pactic®

On svppose que X =(<:,, X,
est une solotion admissible
" Hq 2j=G Yi€F),

l:r'fhao)

,O)

)mj

)ons)pposc qoo:_zJ -G <o VJCfmq,_,n’]

"f b= Z(Z
|)Z _iZ:::TC\

,'I..,\F\ + en deduire ynenowvelle esvuPoXr Xy pour iz,

Pourtent J€ 1, m}

On o #rviglement A - Laqj o -pl
J=
Cequi implique Xiy= SJI - I'sii=j

Q sinon
Zj = LlC\ Xij =G
iz
2) X’ (:xl"
donc
Z_n

o

,1;;,)€ P

or on sait que 4outes les cdonnes de lamahie S'epimeat comme CL des m premicres colones
m

%'_(Z_ ' xu)n =b carYCB

Comme les ™ 1&5colonnes sant lin . independantes, I'eatture de b estunique dans cette base
d x-( - ( Z x] xu)

n m
3) €n deduie que 2’ =J_=2:—ij'j>,z %c;xi
Yidm, 5= G
b7 m, 2j <Cj
ctx;' 20

n

2’-_Z.ij_,>, ’:Zn.{

e ’ eru)x'f

|:|
m

= équj’xij)

m

= LC; X =Z
i=l

4) Condlore que Xest uhe Solution optimale
QL Toute solution realisable X’ veifie 2

(+ovtes tesualevrs
Saant moias bemes)

= X2
Ainsi lo. Solution X est optimale poor\e probléme. de minimigedion

+ pdf f Nethades )
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T03:

Exercice :

Une société de conception de réseaux de télécommunication vient de signer un contrat d’équipement
en cabines téléphoniques publiques avec un pays de 1'Europe de I'Est. Le plan d’équipement doit
durGe6mois et consiste a install&E chaque mois un nombre by de cabines (¢=1,....6)

1 1 2 3 | ) 6

b, | 200 | 200 | 300 | 700 | 1000 | 200

Les cabines sont importées d'un pays d’Asie du Sud-Est et stockées dans un entrepot central
avant d'étre installées. L'approvisionnement du stock s'effectue en début de mois, (@ quantité appro-
visionnée pouvant correspondre a l'installation de plusieurs mois. Le stock final au terme du plan
doit étre nul.

Le directeur des achats, précisant que chaque approvisionnement engendre des frais fixes d'un
montafit @ = 2000€ (quelle que soit la quantité commandée), préférerait tout approvisionner en
début de mois 1.

Le directeur financier, lui, voudrait limiter les stocks qui générent des colits (entretien, location
de containers, risque de détérioration, immobilisation....) et propose d’approvisionner chaque début
de mois la quantité a installer. Il a établi que chaque article en stock en début de mois cotfe 8 =26
pour le mois.

Le directeur général souhaite déterminer une politique d’approvisionnement qui minimise I
somme de ces deux colits (approvisionnement et stock ).

Remarque : On notera qu'il nest pas nécessaire de comptabiliser lors du mois ¢ un cofit de

stockage pour les cabines a installer durant ce méme mois (i = 1,..., 6).

Modélisation a I’aide d’un programme linéaire

1. Définir précisément les variables de décision. On prendra soin notamment de définir toutes les

variables nécessaires a 'expression de la fonction objectif.
2. Ecrire les différents types de contraintes.

3. Ecrire la fonction objectif

0 Vasiables de deasion: Vi ,ELLED ; a,:lenombre de cobines A Qcheterle moiss

Y COLel , Siz[! sia.#0
O sinon

V.€M,8] ; p; = quantite’ de cobines en stock domat le mois £ en exduant
les mbines o \weeer duant le molis

7) confraintes:

ql >, bl approuistonaer

ey 2mor’s
Q+Qy +Q_3§, b+ b3
Q) +Q) +0] +ay > bl+b;_4-b3 +by

0y +0p +03+Qyas 2, braby + by + bytbg

Q+Qp +03 +0y +Q5 +ag = bi+b, by +by+bg «b¢ |

conraintes de non nelgodi uite:

%0 Wiel,ée]
Si = Ow | (.‘.G[l'_l,é"ﬂ)

Comfﬁ'c 'RXQj-\m des Uw\o_b[es g‘ : O“::g\‘of-‘\u:s(.s_l|

Vi

c l[l,G-.ﬂ., Q4 \<Hs,. ; Quec H on majora.nt de ai

si Wm\g{onnemen*;

£ | faisde M\F 2euco veSion p‘O'F'
3) function chjechf: min 220008 + 2p, i

coGt de steckage

.L L= min 2

mintnsec
lesfrais

1 contrintes
dresanite’

s %0

T PI=q-b & q-p =y
Q, +0p ~b) 2 by (:} Q) 403 % b + b, “penant Q+0g —Pa =i+ by

o0 6 + Contrainte

_Z_l——\ai.-t-?.

£
Z_Q.'
L=\

ot stockage

o3t approvisiomement



