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Cours 1 15/01/26

Optimisation et applications

Objectifs: transformer un problème réel en problème mathématiques que l'on peutoptimiser

Exemple : Une usine fabrique 2 produits : produit Aet produit B

Gain par unité : A , 3E

( quelles sont les variables ?

B- 2E

x = nombre de prodi[
y = nombre de probB

↳ x
,

0 , y7, 0

->et y sont les variables de décision

- Contraintes reelles : · temps machine : A -> 2H/unité (* )

B > IH/unité
total dispo machine : 100 H

· matière première : A
-> I ressource (**

Total : 80 ressources dispo

->contraintes math:23+
H H

.

Contraintes
-

2x + y <100

x+ y 480
-

x
, 0 , y), 0 ] contraites de non négativité

Fonction objectif: gain total:
il s'agit de lafonction queje souhaite maximiser

Programme linéaire : maximiser 3x + 24
souscontraintes

-

2x +y < 100 A

x + y <80 A

-x0, 47, 0

On résout géométriquement pour 2 variables:

B - 2x+y = 100

(0 ,8) X
↓

x
(2,

6) A ↳ droite

-t x+y = 80

X X 7 ↳ droite

(5, 0)
B = 3x0 +248 = 16E

2 produits A
C = 3x2 + 2x6 = 6+ 12 = 1876 produitsB

D = 5x3 + 0. 2 = ISE

Cou : methode dugradient)
ou: algorithme du simplexe

↓ polyèdre le plus simple possible

-> triangle en 2D

-> donne des directions de sommet en sommet

(trouve ladirection qui maximise la fonction objectif



Vocabulaire / propriétés pour TDO

Def: Soient les vecteurs U ,
U2, , Uk de IR"

,
on appelleoptimisation convexe de ces vecteurs est un

K

vecteurV = [iUi, où xiO pour iE51,
2
1, 13 et [xi =1

i = 1 i = 1

Def : Une partie Cde R" est dite convexe
, ssi pour toute paire [U, Uz] de vecteurs deC

,
toute optimisation

convexe de VetU est dans C
.

E
convexe non-convexe

Prop: si Cest convexe, toute C . L
.
convexe de points de C est dans C

Def: Un point V d'un ensemble convexe est appelé un point extrêmesi il ne peut pas être exprimécomme CL de

2 autres points distincts de C
.

Def: Soit S CIR"
, on appelle l'enveloppe convexe des l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires convexes

de points des

Defi Si l'ensemble S comporte un nombre fini de points, l'enveloppe convexe de S est appelé polyèdre convexe.

Les points extrèmes de l'enveloppe convexe sont appele's sommets.

Version matricielle d'un prog .
linéaire

-

max Gat + Ch ->forme matricielle équivalente :

al
,
131 + +a, n(nXD) maxf(x) = CTx sous les contraintes Ax1b

>0

am
, 13 + + am

,nan[bm

-G,2 , no

· =/ et est le recteur des variableson

· b = /b) Ettem est le vecteurs des seconds membrese

· c = (4)E est levecteur des coeffs de la fonction objectifa

·A= la (
1

EIRB
**

la matrice de contraintes

amn



Cours 2 22/01/26

(Suite TD
.

Exo3 PB)

Partie A : A
,, Ak vect lin ind Associe un sommetde P

Partie Bi

x Sommet de P.

On suppose que les K premières composantes des sont strictement positives et que les autres sont nulles,

c.. d. x> 0 ,>0, , xk> 0xk+ 1 = = xn =0

On veut ma

1) Supposonsi', Ak sont linéairement dépendantes .

Mq7dEIR" non-nul +pAd = 0 , dj = 0 VjEEK+ 1, n3
↑(question examen?(

Supposons Al A dépendants. Alors
,

il existe dis , di non tousnuls
P

tels que : ·jA" = O

On définit d = (d, i
dp,,0) ER

Alors +0,
Ad = [A) = [djAi= 0

j = 1 j = 1

2)Mp72)Otpxt = x+ Ed etc = x- Ed EP

-
On veut construire 2 points oct etc:

Pour E>0
, posonscct = x + Ed

,
x = x - Ed

Vérification des contraintes

Ax+ = A(x+Ed) contrainte de positivité:

= Ax + EAd Pour j)k ,
on a xj =0 et dj = 0 , doncjt= 0

[b = O Pour (jk ,
on veutcjt=x; + Edj), 0

CarxEP ↳ il suffit de Choisir E)0 +q
donc Axt b Vj[k , avecdj0,E
de in

,
Ac /a Idj

Cidem pourot)

Commexj)0 ,
on Choisit[min

1jSk Idj
aj70

(cequi guarantique act), o

e+ c7-0)

Pour E)0 assez petit,etc- EP

De plus, d0 implique+-

3) En déduire ques peut s'écrire comme c nontriviale dectet et mp Al
,

Al linéairement indep

On a +x+ + (x= (x +1 Eb ++x --Ed =x

2

Comme c++05, che peut pas être un sommet

↳ est une combinaison convexe non triviale de 2 points distincts de P. Ce qui contredit la définition d'un sommet.

Conclusion = Al Al ne peuvent être dépendante (hyp fausse) . Donc A' Ak sont lin indépendantes .



EXO4 :

proglinéaire in M

minz
=[ contraintes

,[Ai = 0 ; x;), 0

↑ [ coord de la

coefde sol
la fonction

Clinéaire)

SoliX= (1 <m .Q, 0
Al Am lin indep

et Ai=Ai(i=(C)
in

on note2 j
[ profit marginal

Partie A :
-

1) Mq VO)
,
o

X =(- Ex -Oxmix ,
0
,

0. 0.
0
,, 0) ; jEEMH, 13

vérifie

A = b
Ir coordonnées
de x

les colonnes de A

peuvent s'exprime
-comme cesin

&. Acc= Axi-OAi ↑

OAj
j

premières

↑

m

=Ci-+OAi
= Axi = b ca XP

. Donc XEP
(i

. e .

XI sol réalisable)

2) En utilisant la fet objectif, mq la valeur associée à X'est 21 = z -0(2;x -

G*)

2) ci(x -Oxijt) + cy0

=cii-Ociij+
Z zjt

= z - O(zjx - (*)
=
2

Zix-ci*
L o

on a trouver une meilleure valeur pour le minimum

on cherche O +ples courds de XK, o

= minsijk

3) Mp70)0 +q Xsoit réalisable

La contrainte d'égalitéest déja satisfaite v

La seule chose à assurer est X1), 0

· Pour ja ,
on a <[ix = 0)

,
0

,
donc ok

. Pour les variables de base, c' Ecci-Ocij.
30 ?

Si

.Sicij *_ O
,

cette inégalité est toujours vraie.

· sinon
,

on Choisit =minix sij03



4) Supposons]jE[m+,n] +q7 au moins unij)0.

=minij0=Citja (ac
X= (0,2 ,43-m , 0 ,

0 -> in coord non nulle

X = (x -Oxjx , 0Dix-Okij, -Oxnj , 0 , -,
0

, 0 ,
0,

= O
-> indice jt

dix-
CiX

· xi . xjy = 0

Dij*
à chaque changement
desominet

, on annule une

coordonnée
,

uniautre devient non-nul

9)Mp Acci = b donne une nouvelle éciture deb +ple coef deAi* est nul (en remplaçant 0 por sa valeur

& Asi=A-Oij) + Ai* & Con suppose ici que pour lemin est atteint
i = 1

en un unique it

b) En déduire une nouvelle sol admissible
, expression + composantes)

, o

X = (x -Exjx , -Oi-0000
= (x -

xi*
(jx) , (x- xixitjx =0 ,

-

,
x- xixm, ,

0
,-0,7 , 0 ,

0)
xixj* SCi+X;*Kifcj+ xi +xjt

6)Mpsi i est unique, cette sol possède exactement in variables strictement pos

5) On considere la sol admissible obtenue.

Ait-Ai*+Ma elle correspond à un sominet de P( demontre que A', A Aix sont lin indep

↳ Por l'absurde
, supposons que ces in vecteurs soient linéairement dépendants; dansce cas il existe des scalaires:

YiEGl , 2
, ix-1

,
ix+ 1
,, my

+Ay++A
EAy+Ay =A

Mais A'
, A2,_, A sont indépendantes (cux)

donc Ai*s'écrit de façon unique comme combinaison linéaire de ces vecteurs. (A- Ai) ; donc estl
↓ or on a choisi

xitj +>0

car dans l'expression ci dessus
,

le Coef de A*est nul

On a choisi
ifjy non nul

. Donc l'hypothèse de départ est fausse.

DONC Al Ai* -
,

Ai+,, Am
,
Aid sont linéairement independants.

Donc X'est un sommet de P) par l'exercice 3)

6) On suppose zix-(ix)O
Mq la nouvelle valeur est meilleure

Par Q2
,

21 = 2-O(2j x -(x)Proginal
- I

>0 ->O par hypothèse pource ja

Dans ce problème,
on abien z'z , donc X'estune meilleure solution queX dans un problème de minimisation.
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PartieB

On suppose que X = (op,2 , m,
O
,0

est une solution admissible

1) Mpzj =cfjfEl , , in3

2) on supposeque-gojem,
1

Mq b=) j )A + en déduire une nouvelle éciture poureci pour i = 1 1 im

1) 2= icis

Pourtout jE El , , mye
On a trivialement Al=[A= A

ce qui implique dij Sji=
si =,

O Sinon
-

2;=ij=

2) X =(i)EP
donc i

Ax; = b

or on sait que toutes les colonnes de lamatrice s'expriment comine CL des in premières colonnes

j)A = b carXE

Comme les in fèrescolonnes sont lin . in dépendantes ,
l'éciture de b estunique dans cette base

etci =(ci)

3) En déduire que=
Vi[m

, zj = Cj

Vj) m
,

2;C j
et ci'30

2 ==ij) (toutes les valeurs
soront moins bonnes)

=ij)
In

= Elixi = z

4) Conclure que X est une solution optimale

CCL :Toute solution réalisable X'verifiez' = cX)
,
CX= 2

Ainsi laSolution X est optimale pour le problème de minimisation

+ pdf'Methodes'
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TD3 :

1) variables de décision : Fi
,
El

,
61 ; ai : le nombre de cabines à acheter le moisi

Vi El
, 6] ; Si = 1 sia FO

O sinon

FiEK1,
5] ; Pi = quantité de cabines en stock durant le moisi en excluant

les cabines à livrer durant le mois i

2) contraintes :

satisfaction de la demande : avec les pi :

-

917b1
approvisionner

- Pl = a- bia)- p) = b,

ai + (2
-biyb2(E)( +az, bi + bonner a +(2-pz = bi + b2pendant

ces 2 mois
7 Contraintes

a + a2 +az), b
,
+b+ b d'égalité

a + 22 + a3 + a4), bi + b+ bz + by

(y + a2 + az + a4+as), bi + b2+ b + 14 + b

-a + a2 + az + ay + as + ab = bi +bz + by + by + by + b) -

-

contraintes de non négativité :

-

xi, 0 ViE [1,
6 D

PiL, O FiE [ 1
,
5 ]

Si = Doul (iE(1 ,
6 B)

u

contrainte fixation des variables Si :
on veut queSi

ail O
,

Si = 1

Vie Kl
, 6],ai MS; ; avec M un majorant de ai

si approvisionnement ,

6 ↓ frais de 2000Et 2ee stockage
version prof:

-
ou6 + contrainte

3) fonction objectif: min &2000 Si + 2pi S P6 = 0
6

↓ i = 1
min 2[Pi + 2000 si

minimiser i = 1

les frais I -

coût stockage coût approvisionnement


