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B d:
%, — % 1L v Unif (Co, )
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Fonction de repartition: F5(E)= P(z ¢ t)
= P10 <L)

= W(Ylie"‘)
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Exo02:
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\Un= LL X,;Q

nizl

(<)

i) Loi de ¥i* ?

Sott h une foaction @rtnue bornee vou
EL nox®) 1= / h(x2) () dx = J Z he)2xe X e = / h(uw)e *du
R o

o
X 0. pour densite’ fya (L) =c""r]m+ . Dane Xi'» &€



2) Loi de Un
Posons Sy, = Z_)(t Donc Un=1_Sq o6 Sp~Gamma(n,1)

Ly (% <id =X aussi puisque X j—p x? mesurable)
Sott h £ mesurable bornee

EChCun] = ELR(SR)]

/ h( ) ' “e-3ds =/|’\(V)_l' nv ""e'“"nd\/
0

TCn) (n)

+00 "

= h(Vv) N v™e™ay
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On reconnait la. densite’ dune loi Gamma.( o ,n\

DoncNn~ Gamma. (n,n)

] E+ud\er la_corw:rgcncc en probas deVn et Uy,
Vo = —nZ_Y estla. moyenne empirique de 0 v G £.4-d.

A=l

Comme Cesv.a. Soot

, o assure que
|Vn P3 E(x? ) \|
Lo cv p.s. implique la.cy P.(Y€>0, P(jun- |]>£)—>0)
N—>+00
Considecons . Ble est
Comme Vn —B5 (ot 1€ RY _ on peut apphquerle ( confinuoos Happingﬂ\eaem)
Rlors: gCun) By g01) & \ll —TP>|
n
Exo3:
n- echantillon X=(X;, SXn) - v.o. 4id "\N(M:Ua) ; Mwppose @nnu , S2>0 inconnu

vn -_Z‘_(x m)

1) Pourquoi VR est un eskmateur?
Un® est un estimateur de 02 &
= o( %, ,Yﬂ o0 @ est mesurable
ne depend pas de G2
utilise sevlement des quantites connves

2) Loi de Vi + biais+ risque quodradique
On saitque ¥X; v N'(m,c’a)
Posons Z = Xi=™m  n V(0,1

a
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Vi = —Z (%~ n) =—:\'£Z:‘(°'Z.=)
2 0 2 2
=—°; 2 Z & = Vn=.Z"Z~'
A= A=
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Calalons l'QSPCI"Q-I\CE deVn? E(Vrﬂ = [E(_O% \/) = .2:_ E (V) = g2 (OG V= I'\:- V;\LN Xz(l'\\)



Le. biais de Vestimateorest defini par B(VR 67)= E[ug]- o2 =0
Donc |l'esﬁmo:|-eur est sons biods |

Tlest defini par /R(Vﬁ', 0‘2) = Vo.r(Vnﬁ) + B(V:J 62)
=Var (Vi)
=Var( 2Y) = (_c%_)evo;(\/)

- 202
o
3) Mq Vi est un estimateur consistoot
R(vd,09) ——o0
N —>+a0
cues : VP o2
V'\’=},—.Zn—|w~' ;o w=(% -mY'
A=
Les Wy sont eloncUn’P—s'»[E(U{)=[E[(){l—n)’]=0‘
Donc Vn"ﬁ)—)d’
Donc Vit est un estimateur aonsistant .
Exol:
(%o 3030) iid~ Uni#(co,11) M= max ¥
4::‘:—,’\
l) Mq H(\_TP)I
N— ax
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= ﬂ) (‘Q}Xké \—8’5)

LPx¢-8)] "= (- 8):—>O

—>4+ 0
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,¥n) YA LO, 9']2 i d
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T—Qh\)eu-tes-\imicr
Exprimer O = 'F([E[X." ]) n
Remplacer le moment thebnque ([EE X“'.I) pos Mmoment empinque (—}\-Z&“)
L=1

A=

Ly sotisfaction LFGN(‘ T x5 s ECX7)

WG p()(. x‘)fp(\(z %) ——— @(Xn=xn)'

\)‘IT A% e)
o’ 1 . s o = !
Lo. densite’ dlune loi uniforme sur £O,87] : #(x,8) = e_ﬂf $x<0y
n n
. . ‘
Lo. Ronction de misemblance: #0) = Tecx,8) = T ——H5y. orp 027
=2 T
o" 4= fo. €Clo, ej}
.

T 8" Fogmox(y,—Yn) €67
,Xn\- Qe plus , 0 r—-)._é_; V.

On remarque que 2(8) >0e> 0% max(X,

Donc eMU o.rgma.x 2(9) =maxX ()(,, )(n)

FLOm]=2E[Xn] <2E[X]=0
B( 6m ,0) E[BM] 8:=0
Q(GH,S)— Vaffem\-rB(em,e)
= Var (Om)
= 4Var (Xn) = W Z Vor (%) = 4 Vor ()= 82

3n



F() = P max (¥ —Xn) < )

GH\, o £ct repo.rtion
- T\({P()(‘ gx\\ = dfnsﬁe
i) n Esperance, Vanance
. i) A Xy
“le x€l0,67] biais — Risque.
foufx) = F) = — x""yerq o7
Omy ©

0
EL 6y /x. N oxfldx = “[ac“dx= 0®
o

B(8wy,0) = Eceﬂuj 0= =8

a+1

(3] 2

E[.éﬂ\f]: x? nn " 'dac = n®
o o] Nn+2

done vor (8ny) = ELS3 T -(€CénT)

- 002 _ (ne )2 - o®?
Ax2 N+ CortV(ne2) 2
~ 2
‘R(eﬂv’ej = NS y_ 067 - 26—
(s l‘?’(n+ﬂ Ca+ ) Ca+\(n42)

L bien Qu'il Soft biaise’,
e fisque conuerge. plus Rpidement que Gy,

-

5(02'.

Xv.a.v Go(p); pE10,1Ls.e. Yoc €N, R(X=0)= p(1-p)*
(Yo , ¥n) n-echantillon €X. ELX]= Yp.

l) Estimateur des moments. duparom p
ELX3=Yp < p= Vg7

~ \ n
donc Pﬂ= — =

n

ZX(
2) Estimateur du mo.sz\'?\:num de Uraisemblance. de p
On cherche @ maximisec fP(Xl ) ,Xn\
L(p) = TT' P(Xc=x) = TTpCl-py%-!

- (l p)(g‘x,. n)

Pour moximiser L(p), an maximige €(p) = ln(}_(p))
op) = nln(p)*r(ZXL- )ln(l )
£t Z;xL -~

On dedve &(p) : €'(p) = —
-f




En posaat-€1(p) 0

_Z)((’" n
“Tz ‘“‘T = n(n-p):P(é_'X,;-n)
(:)n:p%)(,;
& p= Py = ——
Zx My X

On verfie  que py,, estun maxi mom qlobal:
(= . ZiX-n
P> (-p)?
car n € IN¥, p€lo0,IL

Le support dune loi geomeh\queesf Y. Donc Vi, ¥ D)
=>IX >L‘| n @Z_)( -0 >0
L=
Xi - .
Rinsi, Z‘_>,o e 2K o
(1-g)* (1-p)?
On en deduit que @"(P)<L O et donc € concave

- [Py st un max quobal

3) Mq consistont
Pu = Pray__
Par y Xn ='?3 ]

- lemme de Pagpliaxtion comtioue

On opplique a xi— Yxenlp.

On obhent
FSNv:_' i > ' =P
Xn n—s+00 lp
Exo3:
(Xh

)(n\ n-echo.rrhllon ~ W\ (/MG“)
(o pmyof) s — o (%)
\I 2To?
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l) Estimateyr dy maximum de vraisemblance de (/M,G‘*)

L o) = T 000 pu,07) ene) ™2 expf=L- 2 (% )
o( /.A,eﬁ) =2 in(zm) 2 in(e) __Z_(x /.,\)

02 iz

2;'“ = 292 Z; 2(X:./u)

oe
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oe = =N )-()( /vq
oc? 2c2 9-(0‘3)
N ZL(X#/M\:
2 o)’
On cherche o annuler 92 enjit. c.a.d ae
oc? oo 2

n
Les equotions n’admettent quione unique solution (/C«, é) = ()-(-n,-'—n—é()(,; -)_(n\z)

On veut venfier que (/.,\ e‘) est le max qlobal. ON @iculele Hessien (/v\ ,0' )
C.1

o’e e
eode [25]0 0 ] - [% 9
A /M, oo a/”' (/3)61) c -
; 3e O (257
003 (",61')

Lo. matnce Hessienne est definie pastive en ( /ﬁ ,6%). Le prest un max local
Par wnicite” , il est global.
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Bol

Soit un n - echagrtillon X, ,Xo de densite’ £(x) = &Xp(0-x) g, oo CX)

) Veiferque £ definitune densite, B(X <), EL %1, Var(x)
£, 0; exp>,0 + oo
+00
fs“('oddx =/ exp(®-x)dx = eG/ exp(-x)dx
)

R e E?e_x];“ ) e(o+c-e)

Y

si 48 , rP()(l(ﬁC):O car le support de f est [8,+[

St x:

fPC)(,<x.) /exlo(e L)de = eef e tat =ee(-¢‘x+e'e)
8 = 1- exp(8-x)

Donc, | (X <x) = (1- exp (8-2)) ﬂ[e, +oo[

[ "xe(p-)dx = [ ‘e X dx
° = e_e( [—acc*"] + [ c-xdx)
-.ee(o+ee: x[- e‘x];“)

=e_5(0+ ee-0. e.’e) = O+

# calevlons Uespehence de X2
ECX’]- /x’exp(e x)dx = € ([ :ce""‘__(e +2/ xe dac)
e
= €0 (0%- ) +2(6+)
= 02420 +2
dong \JOICY\S = [E[.)(ﬁ]— E,'D(\-.‘El

2) Donner I'estimateur des moments de O ( é) +bIQiS + vahaace
Modéle de re'daction:
On 0. uo dans lo. question precedente que E[¥] = O+
Lo methode desmoments aonsiste o expimer le paraméire dlintéret® en Rdnction du moment- theonque Y]

© -ELXT-I
On remplace le moment +héorque par son homslogue empiique Xo poor obtenic Vestimateur des moments &

6 Yo -1

B(6,8)= E[6]-0 = E(XJ-1-6 = O+\- 1-0}0]

Vché):Vaf()?n—ﬂ \Io.rc)(—n)
) Vn

donc R(6,0) = \Iou(é) + 3(9; 8) =



L—(e) = -Ir_-\rl ‘Ce()(\) = —f‘: exp(e—XA -ﬂ L-e Cx‘)m desXi 08, o€

L& leproduit = O, done 1faut
1008 \ea K €L, +nl, s«* m& o%E (O, +00 L

[3)
= exP(nQ—%X{) ‘dfe, +0°L‘(| r(mgn Xi )
L(6) =0, sinonDO
0 —3 L(B) est sinctement croissaste

allemeat, MAX

Rmsn min Xi = m‘gmo.x L(Q) eMV Q:': Ronction 4(8) est defroissante)

P(6My €2) = 1= (P(Emy > 2)

=1- P(x>z,  Ya>2)
=1- [Pn(X| >2)
= 1- exp"(0-2) = l—cXp(n(e-z))

P(6my £2)= I- P(Sy>2) =!
Donc F.é,MvCZ\ ::(‘—GXP(T\(S"Z\‘)‘) 'ﬂcel_'_mECz)

60y (2) = 256w (2) = nexp(n(6-2) g oot @

3z

+o0
!E[éuu]:[ znep(n(9-D) g 4 or (2 :/znexp(n(e—zﬂ dz
e

+00
—oexp Cne)/ exp(n (g-z\) dz

G +00 00
= nexp(ne)( ['_%_cxp(—nz)]o + Ln/ exp(tnz)dz )

= ncxp(nB) ( exp(-n0) « — exp(- ne)\ 0.+ Y

B(éﬂu ,O} = [E[ 6uv]-0 ='n
R(6w»8) = EL(6ry- )]

= ElByy] -20 EL6Hy ]+ ©*
+ 00
E[64,7 = ne™ j -6, 2 e'"e)

z2 e~ "%dz _nce(_ _e
n3
6

2
=07+ 20 .2 (md yersopn |

rapidement qoe

~ n na
_ 02,28 , 2 _ 2 _[2 ;
donc @(6HV , 9) =0 =3 -t-F 20(6 + ) +02% = s |4 vosinee :%_%‘f )

gonretice le biais
Puisque EL6wy] =6 - L~ on pose Smuc =Ouvy 4 = min X "_n

I€in
ELSuyc] = EL6py T -2 =0
DOI'\CGHUC est bien 30.03 blO.lS ot g

Oe plus, \Io.r(ﬁ’ﬂvc\ \lo-f‘(euu) 'R(éuv,@) S} (eﬂm 9)

\
=5 = m

Buuesteansiztant (R(Suuc,8)= Yor).



4) Comparer \t'?_ 3 estimadeurs
Poor 7% 2, R(Bruc ,8) < R(Buy,8) <R(®,0)

> L 2
« L<E <%

Exo 2L pas foit en TD]

%, ,¥n  densite’ Ax)= ' -Ix\ ;e%0
\ n e 20 exp ( 5 X

) Coleoler BT (EDXR] = 297)

Lo. densite est symmeinque por ropport 6. O

- _ - | = fCx
(€ x)-zTexp(%‘\-tc)

donc Xi guit une loi symetique autourde O , done ECXJ= O

9.] © estimateur de type moment
Le momeat dlordre 4 ne permet pos dlestimec ©

3) consistance de 3]

ln—%x;’ _ P Ex)

Lo fonction g: R 5 R
X —> _x? est continue
donc pars \e

s _® D _ (20* g
2. 2

?

W) EMV (Spy)

Lee) = lrfe()(ﬂ = I‘Tzls exp(";_"')

= 2 \
- 1 .
= @) < (- ZIil

o

e(e) = InLE) =- ninO) -'s__Z_'_lXi |

eP)-0 & N s IWil=0
[ 92 =\

N
= -nB + E_‘)(ﬂ__ o

n
& 0= AXits



e"(e) = . -2 7 xil
o2 93 )=\

pouc 0= L“-i 1xil =é|~(v

e"(o) = —é— <0 donc €(8) est concove

n
EMY: Sy = - 21|

B(8wy»0) = E[énﬂ 0
= Et-‘—zml’l -8
[lX\l’J -0

roo _ 400 _
ELiw] = lx\‘—exp("x_‘):' xe T = [[-gx™T" g
R 20 ) o &
0

+00
= Eee-s‘-/e ]O

. =0
donc.| B(Ony, 8) =0
R(Ewv) = Var (Byy) + B*(6uv,0)
= Var (Swy)
Var (Eny) = vm(Tg; il
= —:‘—{VO.('(;Z_,'XiD = -‘—n—\'OfGX)D = %2_

VarCx) = EL¥?] —@E %)’

= 291 6‘
4+ odmis
daons enonce’

. ~ P
Lensque. — 3O donc Qv — 30

n—>s+00 0 —>+00

donc Cest bien un maximum gobal

o

=)
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Exol:

X1 , Xn »W(0,8);0>0
EL¥*]=©, ECxM] = 3687

n
D log vraisemblance + ENV :-'?_Z_ )(“:
-13/991 A=
(A
\|21\‘e"- -n/y
o) = T@ocx\ = (2Tre) exp (292—’“ )

o) = -_‘?‘__m( 2Tr93 - Z_Xiz

20 (=1

(2}
dérives €(0); =0+ 1 T\’ - 7-9)
— 286  2g2isi 207

on ee'sand (por rapport a @)
’'(®=0 n
& 0= _2-_.)(\

n <=V

On pose(T= T x;?
N L=

e"(e)=2 - %
297' e'ﬂ L=\

(=" - _ T = - - =" O
2T T3 T T2 2712

donc clest bien 'ENV de O.

2) Hq T estun estimateur consistant de8 +biais
(8?\“0. €01 = O (aamis), donc por MM, 6:3"2__ Xi® cst unestimateur Consistacrt par construction )

J-Z_ P ECx?] =0.

=i N —» +00

Donc | B est cwnsistant

ELCT] - L Z_[ED("] e

<=1

Donc |O est sans biais.

3) TInfomation de Fisher + T estimateor efficace de ®©
e'ce)

- Var(T) —> Var( S(8) ) —> Tn(s) —s BCRCO)

[ Ragpels de coors. ab_e log Ln(8) = Sa(®)

'In(Q) = L'fe E(& '°9U‘Ce))2] = Vasgg [-a!gaé_nce)‘]

Tn(8) = nT(®) J



TaC0) = Var(SCOY) = Var( ¢8))

n Cours:
= \'QI' (_ (T- e\ Sort g(6) e parametre dlintedtod g: @ — R , 9€ R
20?*
2 Sous les hypothéses dion modéle mgolier, S patout ©, T(8) DO
- n \’Gf (‘T) alors poor took estimatege T=T(X,—, Xn) Sansbiacs , Eg T2 +oo,
“|lT= Ona VBE® ,Var (T) S, @@)”
20 Tq(0)
2 st T realise V'egalite’; alors Test dit ePficace
=" ./' ; \Jcr()(.z)
ugl \n? i=t_
ﬂ2
(07 ED6T- B
HeH nt (=1
02 Ly 2 g2 2 202 0
= . }— 36 - 8 - i' —— = —
ypu nt (=i w4 o 202

Loc bocne de Gramer - Rao poor +out esttmateur Sans biass de @ est:
BCR(O)=_' = 20%
In®) n
or Test sans biais et VarCT) = BCRCO)
Donc T estonestimateur efficace de ©

EXO2:

Supposons VA., Xi€lo, IE o
L(®) = Trrecx‘) ‘T_l‘—e— el

oI x.-)ve "

9(9\_ -nin(®) + %- l) Zln(y‘-)
= -nin(p)+ —-L_ In(X) - Z_lncm

J.:l
G L Z_mcm == (04 Llno« >
Qo Q2 i:=1 9 izt

on resoud 0'(0) =0 .,
ng 4 z_lncm ~0 & 9= -_'_Lm (%) >0

%elout,
On pose _l_Z_lnCX.) 20 ‘
0 -
(9]
ee) =2 (0 - Lln@(.-))
00 6 r\ez L=
= o L2 LlnCXI')
62 63 =

= 93 (ne +2Z_(nC>(\ )

") - ‘3 (néa-& ziln(xl\)_ _Lln()(,)(()
° =N %o

Donc B est bien VEMY de




2) estimateur biaige ?
(md loi de Y, :;lOQ(X\\ Z= LV&)

Fye) = P(¥i ¢x) = P(Ln0) < ¥) = P(In0) - -0y)

= P( X c'e")

= - Py e 8Y)
or , poxr X €]0,\C, x Jo
Fy;(x) = PCX {ac); Ve [t ]’L

0
Rinsi, puisque e 3oL,
F\/; ()= 1 - e.’y

e qui donne -Fyl-(g)= FV).‘ (g) = e" . Donc Yy~ ECD

les % soat independaats donc les Xi le sort Qussi
Donc Z = Z__ Y ~ [(n,1)

L=t
De plus Z= -‘ Z_In(xJ = _g_é

>

0

EC61 - © EL2]=6

oonc|é est Sans biouas |

3) Nanance de 3 2
\Jox(é\: (_e_)z\lar(Z): o
n

1) Mq ee)= 2 (6-8)
0'(0) = ;g_- | Z_\ncm

= —é_z_( oL Z_ln()ﬂw _%(é-e)

:r.lle

5) €n deduire que lestimateur adteint 1o-bornede Cramer - Rao

In(®) = Var (XO)) = ( o )a.vacce)

-0 8 _ n
s n o
BCR(8)= > = Var(§)

In(o) n
é est donc e€ficoce.




Exo 3:
fo(x) =& xe® §ix%0,0 sinon  © >0

() Mq ECXJ =20 et ELX?]- 60° ( fonction gneratrice des moments: W) = [E(e B _ | )
ELet™] = j % Gaax (- 862
- 00

+00
:/ etx G’xéx/edac
(o]

+o0
’92[ xexp(—x(-g - t)) dac
(w]

On suppose £ Vg sinon g diverge

+00 +00
Y(O)= e‘z[e'_'_ - X exp (-3 (6" e\)]a + 9_:1 /:xp(-x(e"-e\)dx
-2 tao
= 2_| l:/ exp(—x(ﬁ"—b))dx °
o

_ o . - o +00
[e-‘_t exp (-x (0 h\)]o



TD 4 0Q/022s

5(0'1

Ed\cm-hllon de_ loi de laploce, ECy, 1= 0, lE[lX.l] Q, Elx*]-20°

1 Z asymptotiquement normal
) Hq en 4'_— ] I x‘ est y q %F(én\:ﬂ-unchmaw mvm@ﬂaﬂ-nwwm )
- vitesse de convergenceen o
V I + d Conuergence en oy
ons L= I Xl . L Soat i - loi liméte estla. ol normate
Pos i = 1Xi] . Les Wi ii Py E)"N(O, )
(N

ECy]= IEEmﬂ o X
Vor () = ELY]-(ELY3) = ELX]-©*
= 292- G"-.; Gz

on a 6 _~Z_‘/. quiest la. moyenne empinque des Y, d'esperance O et Vasiance 0%+
o.pphquc a lo suite (Y )y, ,0n aVo(6n-6) —¥ , 2~ WTCo, %)

N —> 400

2) a) 6=\ 2%

20 £ =1

On admet: [EX"=UlB" - 200"
"q mz——_z—x\ as. netmal,
on pose Zi= Xi2. Les & sont iid
ELR]=FELx*7-20?
V(Z‘\ = [E E)(‘ll] = E[ Y\"]‘I: 24 8‘*- lae"‘ = 208'1

M, estlo moyenne empidque. desZ dlesperance 20 e+ de vanance 2084 ( +oo
\I'E(n?z - 297‘)_&p> Www d\[\(o, 208"‘)

n—+00

=\m; est asymptotiquemernt cormal

b) Application de la 8- méthode: deduie que “1—[9,\ 9) ————) w( 0-3—87')

N —>+e

n 1),
On cherche @ 4q \W(y) = ( LT )2 Ear—
2 Doy S0t Zn une Suite de wa. dellestq Y(Zam) % Zwullo, )
Sait g une Rooction defiyable en m gl #0
8aus ces hypothéses, oha Yn[g(2n) ~ g(/.,.ﬂ _> Z"‘W'(o (g' (f.q o )

YPest definie of denvable

9(3’-\—9(”) «-g’(/ﬂ('x/vﬂ +C‘x-/m) R(x—/n\ mrli(q-)ngo

- W(ELH,])=£0
- WCOC) = \ = 1! = 50
2\we* 4l ue

( \P( inz) - ‘9(29‘) ) —) Z ~ (o, 9'(20%)*« 206"')

n—s +00

5 (8n-8) 2, W (o, Cal

N—re

On est asymptotiquement normal.




EXO 2.

Soit ¥, ,Xn un €dantillon ~ §(q) sor IN, q€To, C

VKE IN, Pa(X =K) = (1-p)q"
On admet que [E[.Xj‘; a et VOFCX\ = q

-q (-a)?
(foacton generatrice  des momenta: G(E)= .ﬂTX
- qe

) esiimateur des moments § de q

_ - 9
/u ECX] g

-ﬁ/,\(\—q)=q @/y\=q((+/v\\ & q= h(/v\) 5 h:x€fk+ —

oc
l+ 2

Riosi, |§n = h(Xn) = Xn

1+ ¥n

2) consistance ?
Les variables Xi sont (.i.d. ink&grables (EE[XJ = <+°c>3
= Xn ——& M
n —> +®

Lo fonchion h est ﬁgorﬂ'inue swrR”
hCTn) =Gp — s hwﬂ,

n—s 400

Oonc g, est consistout.
3) methode 8, vanance de laloi asymprotique de Y5 (&- q)

@) TCL s ¥n
b) me+hode § avec h:x ER Y, =

1-X

Les variaf tes (%), | sont i.i.d. desperance /e 3 etdewariane __ L +oo
On applique e ’ -9 (-q)°
TR -p) L,z (0, L)

n —s +ao (1-q)?

_ hest denvoble sor RT

- h'(x) = >0
(|+x)z

= W(w) #0

On peut opdliquer laméthode

v\ _ g{ Zw ’ 2 |
(hOXn) h(/“))nj-oo W(o, (h (/“‘)(l—/n)‘>
& 0(6a-q) =L Z~W (o, q('-q)* ) ((h’(,nﬂ’_'_ = (- 32— = q(1-q)°
n—> +00 (|7v0‘ (-q)*

Lo. voriance de o \oi asymptotique deNB(dn-q) est|q(1-q)°




Soit L(q) la vraisemblance de ¥,.

t(a) =(1-9)q™

&(q) =in(i1-q) + Xnln(q)

Palq) = = D S (N
-9 9 q I-q

Seit T, (q) I'nformation de Fisher c'une Sevle des (X ):

T(Q = V(o) = Y(2 - ) = V) - 2

\- q qcl_q\1
n
In(Q) = 2 _Tiq) =om@=_"
=t a(+-q)?
Lo borne de Cramer-Rao est de BCR = _+__ = A(-Q)?
:[n(q) N

Or, dlapes la. queshion prt'ce.'dcm-e, lo- loi asymetotique de Gnest W ( q, ‘l(_‘;g_ﬁ'-\
Lo.varance de cette loi ateint lo. borme de Gomer-Rap 5 |qQn st asymptotiquement efficoce



TDS 16/022s

Exo;

Rappel: I'inverse generalise’
Yuelo, 3, Fliw):= inf jxx€R, FOS a1}y
converdions: iof R= -o0, inf@P=+e0

1) MqUueCo,d, FGD A &> 2 F(w)
Ix€R, Ax)> Y= A

On suppose que F(x) > W

alors oc € ACW)

et inf A {x)

On suppose que FW)< = e
on prend £ 0 49 F() L x+E& u ]

3e +q FPw) (e < x+8
En parhtculier, on a que i < F(F) (teﬁ(u.\)

34

Comme_Fest croissante (qr clest une /dR) , F(&) ¢ Flx+£)
o U LFCR) < F(xsE)
e lim Flx+£) = F(x) 2 M
E—o
23 U~uaf(CO, ), mq X= F~(U) o poorf.c.f
P £x) = P(F'(n) )
= rP( 9] {F('J:'))
= F(SC)

3) Comment Qeneter  yne réalisation d'une vasiable X gelon E(X) oL artic d'une olisation de &
Si X~&A), Flx)=\- e

A= Rx) pouc AL £ |

> h=l-e

=e ™ 1

= -2x=h(l-u)

=2 X = _In(l-w)
A

mais P(u=1)=0

On autroove F(WY = =t inCl- A0 poor L £ O

En appliquant @2 ,on @ que F'() ~ ECA)et on peut generer une obseuation d'une variakle oleadoire
exponefrtielle .

Bo2;
X, Xa vU[0,6].070 F £r.
él =2X, é;: max X, 63 =2M & d-= &Y mediane empid que

L Lign T« inverse generalisée delafr. emPidque dey ¥is.




o) [O si ¢ <0

% six€C [o06]
i s 38

)Mq @ = 2F(2) et donc que é3 estimateur empinque de @
On sait que Km) = 2 et Rim) = 'g_ pour meL0,0)
donc M -1t
2
donc 8= 2m
donc (© = 2?'('/2) d-é3 est unestimateur empiaque de &

2) Determinerles lois imites de chaque. estimadtenr

(pouré;z,,on admet qoe ﬁ(qd(n\- qo{\ n_i > W/ o, o.;?-?. \ D
+o0 qe(

les X, X 4.4.d. de moyenne Rni ef de yadaace Rni donc on peut appliquer e
ﬁ(i-_&)L)tN‘(o,i) Vored) = &
20—+ 12 [EDCI:%
e W(6i-8) ¥ (o, &%) Iyt e
N —»+too 3 normalisation

(TCL Concerne
(es Moyennes)

-5, 00 e peut pas oppliquer leTCL
On rappelle que  (®( 614 L:\ = fP(rlngo.&X{ <E)- '

ﬁ)(ﬁ(e' éz)>, E) = [P( éz),@-%) = |- F'(G %}n

= 1=(1-_t ¥
pas de convergence cwec JA, mais en remplagunt (n® par n on a:
P(nle-G ) =1 - (1—_:3_)“

— 5 |- et
NS+

et donc o.sympl-o-ﬁque_men—b éz soit oneloi E(Ye)

On admet que povrun quantile empinque o2, ON

- & =
ﬁ(qun) qa)E?mN(oa %(—ﬁ%)

On o qoe €(q,) =_\§_ (@rloi uniforme donc. sadensite’ vast-L siqu€ Lo,i])

~_ g\ ¥ ‘
denc Vn(m T) mdf(o,_q-91>

e {n(2m-8) £, \(o,8%)

N\ —4y00

33 Compader la. peformance asymptatique des 3 estimateurs
Oz ala meillevr convemgence (47) , donc O le péRre aux awtres
et 8) %-une vonance osymptotique plus faible que B¢, donc onle pefi

Exo 3:
x 4, mq OV o) Fali)) = {F(minGey) -FGAFY)




Cov ( Fatxd, Faly1)=-ELFnGe) Faly) ] + B LA ELE )
Azl

. . = F(:x)
ELRGAFY) ] = % % E[4 I <x; stv'ﬁ]

On rgorde [EHE)('sx,-x-< ']
,ELA(x; é‘mu‘n(xl,q)va} _l = F(min (x,q))

ofa pas
Bl gy cay Voxssyyd = EDlixegocy Bl Ty 3 ]
- A = FCx_)(:((n

— EC F"('ﬂ‘:“c‘l)] = —‘rﬁ(nF(min (x,g,“-\— r\(n—\)tCﬁd‘%{)]

- ’er Amin(x, qﬂ + % F(x) F(({)

et oV (ﬁ\(ﬁt).&\(q)) F(min (x,y) + h.r‘\ Flx)eCy) ~F(x) R(’f)

- |
Y
T = F(min(x,gn\ - . F)F(y)




