


Cours 1 05/01/2026

* Evaluation : 0.
4C) + 0. 6 examen

[ 80% partiel ,
20% Interro 26/01

1. Modèle Statistique
DEF: Un modèle statistique est un espace de proba (1 ,A ,P) où Pest une famille de loi de proba [Po ; OC03
siZpEIN *, OCMP : modèle paramétrique
sinon : modèle non paramétrique

[exemples de familles : P= [IP(X) ; XX0Y les lois de poisson

P = & loi de probas] = [ ; P dont la densité admet une dérivée seconde bornée3]

DEF: une observation est une via .
dont la loic &Po ,

Of Ol
Notre observation aura une structure de n'échantillons XI1

,
Xndesv. a

. indep (réelles) identiquement

distribuées,de loi commune E[Po ,003

Rq : (XI1 ,
Xi) de loi P

**

↳ l'échantillon contient toute l'info sur Po ,
donc sur 0

.

DEF : un modèle est identifiable ssi - P-est injective
Rq: YiV. G

.

Observation <i = donnée réalisation de Xi

2. Estimateurs

Hyp: On Observe X1Xn i . i . d. de loi commune ESP , OE-CMPY modèle paramétrique identifiable

17 O*
inconnu +pPxi = Pot)

DEF: [estimateur] un estimateur de O est une fonction de l'échantillon (X,,Xn)/mesurable) indep de

(calculableà partir des données
Notation : E =En = h(XI s ,

Xn) . (En est unev. a.)
E. g: 0 = 0

,
8 = X,

- Xz ...

↳ 1) Comment définir un bon estimateur ?

2) Comment construire un bon estimateur ?

3. Risque quadratique
Idée : En moyenne,doit être proche de 0+ (8 -0)

DEF: [biaisde]

B( , 0)= #[]- O

On ditque est sans- biais si B(,0) = 0

DEF: (Risque quadratique) aR(0, 0) =
([0-072

MSE (mean squareberror 1
On dit que E, est meilleurque ssiR(0)<R(

,0) ->



Exemple : [modèlede Poisson7

Xi1 , Xneid de loi Po de Poisson
,
03 0

Estimateur de 0 ? 0 = #[Xi]
M

->Xi =

B(0 , 0)=#(Xi) - 0 R(0 ,0) = [[(X-0(2) = E((X - ([])7)
linéarité

= var(x)

= [[Xi) - O = Var(inFixi)
=var ([iXi)

in
-
nE[X

,) - 0
n2

M indep
= E-[X,] - 0 = 0 - 0 = 0 = [var(i)+ var(Xi)

-([X] = 0

PROP: [décomposition biais-variance du risque]
R(0 ,0) = (Biais(0 , 0))2+ var (0)

pv : R(0,0) = ([( -0(2)

defE[(Ö - #(0) +[0] -012]
= ([(E - E [](2) + ([(k (0) -0(2) + 27 (8-[83) /58-07)]
= var(0) + 1 B10 , 0)2 +2,0(ECE7-(87)

= O

4. Consistance

↳ propriété asymptotique
on ne considère que des consistants

DÉF : (X11
, Xn) i . i . d deloiPa , OCOC RP

-

Soit On = h (X1, · Xi). Onconsidère la suite de v . a
.
(En

, iM

On est un estimateur consistant (ouconvergent) deOssi : En Po
12

R p : · (On) est fortementconsistant si : Ep P.

SO

Exemple [modèle de poisson
0 = E(Xi];n=

* On peut invoquer la LGN : * P
> P = #[Xi]

* R(8 , 0) = Var()=n
=[(-0(2)

Ineg . BT : VE)0
, (1-OKE) _JFOR - RO, o

· (X I 1 , Xn) i . i . d. Poisson (0)
.

On veut estimer B=(Xi= 0) = e-0
-

↳ B = e
- 0

= e-X [methode "plug-in"]
-

B est consistant pour estimerB.

LEMME [de l'application continue]

Si In P
> Z , alorsh(2) P

> h(2) th fonction continue

fin cours 05/01/26



Cours 2 12/01/2026

Resume Cours 1 :

Cadre parametrique
Modèle Statistique paramétrique :

On dispose d'une observation (X11 ,
Xn) ,

un échantillon de v . a .
i . i . d. de loi commune Pappartenant

à une famille de lois de probabilités paramétrée [Pp ,
OE CRPS

Rp : SiC espace de dim infinie -> modèle non-paramétrique

Question : estimer P
, C'est estimer OERP

Exemples: Bernouilli (0)
, Exponentielle(0) , gaussienne (m , 52) ,

lois de densitéff(x) =Occo-MacE50
,
12

Modèle identifiable : -Po injective

Notation : Ep[h(X,,,Xn] , Vara[h(Xi Xn)].
loi de (X11 , Xn) < pa

**

Estimateur:= En = h(X,,, Xn)

Qualité: orisque : R(8 ,
0) = /10-01)

-

· consistance : On Po
n ->+a

1. Methode des moments

a) Définitions

On appelle moment théorique de la loi des Xi d'ordre K :

Mr = #(Xi)_ 1
1)I

moment empirique de la loi des Xi d'ordre :=[Xi
K

P ni= 1ParlaLGN
, Misink

La méthode des moments : si on peut écrire O ou g(0) paramètre d'intérêt comme une fonction des K premiers
S

moments theorique : 0 = 4 /M,M2, · MK) . Alors l'estimateur = 4 (m , M2,Mis
est obtenu par la méthode des moments

b) Exemples :

· Xiv Bernovilli (0) a valeurs 0-1
,

0 =(Xi = 1) = #[Xi]
- M

↳ 0 =+SXi=

· XivExp(0) , fo(x) = be-0x1x 0 . #(Xi]=00=
1

par la méthode des moments, Mi

=*
rp : var(Xi)= 82=

1

EXi2- (EXi)
2

# 0 =

1 => I

Mi -M i[Xi-(X)2
·

Xi1
. Xn i

. i . d . de loi Pf de densitéfo( =OxP-Meso
, 17 :030

to[Xi) = 0)' soc =
0

0 + 1

Méthode des moments (0 + 1)
m

= 0 (0(1-Mil =u, =0= M =(Xi)
1 -M.- ((Xi)

=> Ö Mm = *
- *

, Pp(X = 1) = 0

-> pas nécessairement consistant(inen

2)retour sur le LAC :

(Xn)n), , suite de via.
.
r . Si Xn converge vers X

, que peut-on dire de(g(Xn)na,
?

sigcontinue si Xi P
> X , alors g(Xn)

P
> g(X)

si Xn &X , alors g(Xn) &g(x)



rp : [condition suffisante]

Dg = & points de discontinuité deg . si P(XEDg) = O, le LAC estvrai

étape à faire

↓ avant LAC

ex = g(x) = 3
- x

LGN : < P
> #[X]

LACig(X)
#

< g([(xz) = 0

= En

LAC pour des couples de suites deva:

si (Xn ,
Yn) >(X, Y).

n -> + 2

·sig: /R2 Rou
2

continue
, alors g(Xn ,Yn) Pyg(X ,Y)

· si(Xn
, Yn) 2

< (X,
4) , alors g(Xn , Yn) 2

, g(X ,y]

(exemple)2 =

1
conisant . 13

i[Xi-(X)2

LGN: N,M
donc (*) ) gi
- y - x2

faux pour la convergence en loi continue sauf en [(,y) EIR2 , y=23 de mesure nulle

LA MM
consistant de

PROP, (i)(y)ssixn P
>Xe+ yn *Y

pu: (=) alors LAC g(x ,y) = x continue donc Xn >Xet Yn < Y

(E)VE)0 ,
1P((Xn- X1 + (Yn- y)(E) <P((Xn-X))) + P((Yn -Ykz)

> O > O
(sauf cas indépendance

Cette réciproque estfausse sur la convergence en loi !

d)Variance Empirique

Silesiadmettentuneespérance etuevaia,2
-

pas hypothèse d'independance
~ on ne peut pas applique LGN

= +Ex +tix"- ZiXiX

= i[Xi + X2
- 27iX = 52

(Estimateur des moments : 52 = EXil
On remplace les moments théoriques par les moments empiriques

↳M
= +[x- (X()

LA) , g(x ,y) = y- x2

· Consistant:2=[X- (x) ↓
Continue 12 A

Y PyEX

+2xP(x)
=(*) P() consistant devaX=-

(exercice : calculer le biais de 82 + le risque de 22



2. Méthode du maximum de vraisemblance

a) Modèle domine

(Poloco est dominé s'il existe une mesure M (positive ,5-finie)
↳Xi à valeurs dans E

,
E= UEnavecu(en) fini

telle que Vo
, pp adinet une densité par rapport am

En pratique :

· soit E au plus dénombrable :M= mesure de comptage.

sita , az , ab , 3 +q. [P(X ==, alorsm SakaveSa(a)= mesure de Dire

ex: Bernouilli (0) , Xi = I probat + M
= So + S,

O 11-0

On écriva fo(x) = Pp(qxy) = Po(Xi =x)
Ixesa, an -3

Soit E= IRP
,

alors fo est ladensitéusuelle

b) Définitions

↳ fo densitéde Po ↓ Likelyhood
M

On appelle vraisemblance de l'échantillon (XI. Xn) la fonction O > Ln(0)=fo (Xi)
(variable aléatoire)

Un estimateur du max de vraisemblanceMV est défini par : VOE , (0) <(0)

On travaille souvent avec la log-uraisemblance logh(b)= Info (Xi) somme de via

↳ login (0) = suplog(n (0)
OEQ

Ras: · est une v . a.

2001
I

X+ 0
= 0 , % -> 0 =0

Exemples:

· Bernouilli (0)

Yvesxi)(1-p)(- (xi)

continue ((8) en O

log(n(0) = ([Xi)(n0 + (n-[Xi)(n)1 - 0)
->(10p(n)'(0) =

[Xi - n - [Xi(x)
O 1 - 0

équation de vraisemblance : (log(n)'(0) = 0 E (1 - *)[Xi = (n- Exi)0
=> [Xi =

no = 0 =
Exi

M

pt critique est-il un maximum ?

() =
[Xi-no ladérivée s'annulle etchange de signe en

o(1-0)
= a-a

(X - 0)

· La dérivée change de signe en *_onabien un max-> ÔMV=*



· condition du second ordre :

si (log (n)" (0) (0 pour tout0 loghn est concave = max global

(log(n)"(0) = - [Xi -
n-Exi <0 VO

82 (1- p)2

· condition du and ordre "locale"

si (log(n)"(E) <O , est un max local
,
mais par unicité du point critique,

c'est L'EMU

Ex : fo(x) = OxO- Moto
, 1) EMU ?



Cours 3 26/01/2026

Information de Fisher
,

efficacité

Soit(Pole ,CIP (identifiable,
domine
↳ toutes les lois

admettent
une densité

On note fo densité de Po

Suppfo = [CEE ; fo(x) >03
Étant donné (XI1 Xn) iid de loi Po

O - Ln(0) vraisemblance de l'échantillon

=fo(Xi) ↳ on peut calculer log(0)= logf(xi)

= argmaxlogl (0)
OE M

Propriété d'invariance de l'EMU

siEMV de O
, g(Ö) est un EMV de g(0)

Objectif: que peut on avoir de "mieux"comme estimateur ?

↳ modèle régulier

1) Modèle régulier ,

DEF 1 : Le modèle (Po)peo
est dit régulier si :

a) ⑪ est un ouvert et pourtout seE 0-ff(x) estC'

b) Suppff ne dépend pas de 0 : S = [fo()03
c) Pour tout O

, l'application (fo(x)
x7

fox)
foO

est intégrable (L, ()) et l'intégrale [(0) = ((0 (c) est continue sur

S fo(x)
Notation: on note la dérivée de fo(x) par rapport àDfo (x)

20

La quantitéOr[(0) est appelée information de Fisher du modèle

Exemple :

· fo(x) = 0 e-xO densité par rapport àu(x) = Mx
,
0dx

0Oe-O est Co sur @ = 20
, +o [

Suppo = R+ (six -E(0),(X]=(
Ef(x) = (1-x0)eco

↳
(1 - (0)2(e- x0)2

_

(1-x0)2ex0

Oe-O &

I(=1 =oll-x
10 2/02

= (1-20f(x) + 02E(x2))

=
/ continue Sur 10

, +of
02



Exemple2: Bernouilli O

x = 0,
1 fo(d) = 1- 0

fo (1) = 0 densité par rapport à So + Si

PourtoutcE50, 13 ,Ofol) est C

(GfOCO== continue sur J0,
I

1 - 0 [ l'espace
fo(0) fo (1) des paramètres

Exemple3: to(x)= ↑(0
,
01(=↑ modele non réglea e

2) Score et information de Fisher

DEF2 : On appelle score la dérivée de la log-vraisemblance log(n(0) =Si

Vecteur de score

ex : XinE(0)
,
Ln(0) =One-oXi

log((0) = nlog(0) - O[Xi
M

↳ Sn= -Xi

ra: #(Sn(a)) =(n(t- )) = 0

Hypothèse supplémentaire de régularite

(H) pour tout estimateur h(x) et tout 0
,

les intégrales suivantes sont égales

On() foxd = Le fode( S 20
S

Remarque : condition d'application du thm de dérivation de Lebesque
↓ sup (4(n)
OEVo

PROP: sous (1)
, le score est centre

=1:S 1004,
(01) = (logf(x)fox=fod)sto

DEF: L'information de Fisher associée à(X1 - Xn) est définie par

In(0) = #p() login(d)] = Varp /GlogLil
def ↑

cor de la prop1
D = 1 2

* #0)(logto(x)) =)o foc =expression de la definitionet

ex : Xi) , XnwE(d)
,

logL(d= Xi

In(0) =#)( - [Xi(2) =()(t - [(2) =
nvar(x) = x+G =2

PROP2 : In (0) = nICO)
En effet : In (0) =Var(Glog(0) =Varia

=nar(blogf(x)=I



EX2 : (X1 1 <Xn) i . i . d .
Poisson(0) fo(x) =e-00

x !

log(n(0) = - no + [Xilop-lopXi !
· login(0) =

- n + [Xi
= In(0) = var(t)=0 =20 O

3. Info de Fisher et dérivée seconde

PROP 3: En ajoutant que 01fole) est (2 et que (H) vraie pour
02

,
alors l'info de Fisher s'écrit encore

In (0) = -o (blog(n(0)7 (siGEMU ,
In (038]

202

log(0)
(siGEMV ,

Incol of
M log(0)
R si courbe très " piquée "en l'EMV (i . e

.

info Fisher estgrande) alors l'EMV

est localiséde façon précise.

>

82fo(x
n = 1: lopff=o (Go()>

fo(x) for(x)

#lopf(x) =Jofac aen

ICO)

2) Inégalité de Gramer-Rao

Soit g(0) le paramètre d'intérêt où g:IR
, OE IR

PROP4 : Sous les hypothèses d'un modèle régulier, si pour touto, I(O) )0

alors pourtoutestimateurXi
Sansbiais

, KOTA ce

S In(0)

DEF: si T realise l'égalité, alors Test dit efficace

preuve : Vo,o(T) = g(0)

=> (T)=

s T(x) ff(x)dx = g'(0)

(T(x) fa(x)dx = g'(0)
fo(x)

= ((T(x) -g(0)G fa(x)dx = g(0)
fo(x)

Ineg de Cauchy . Schwarz pour (hi ,+2) = (hib) h2() ff(x) da avec hi(X) et hz(X) centrées

= Var(T)

(T() -(d), )= (p(0)) (T-(0)fou O

/ facen
= I(0)



Cours 4 02/02/2026

Étude asymptotique des estimateurs

Dans un modèle paramétrique régulier, si En estimateur de O,
Ialors Var(EN)- Incol =

nica)

si Var(En) = +(0) Sans biais. En est efficace

Asymptotique : n 7 + a

lim nVarn I P
n++ I(0)

1) Convergences
(Xn)n)

,o
suite de v.a. réelles (IRP)

L
-> convergence en loi Xn-> X ssi(Xnx) <(X(x)

n->+d

en tout point deContinuité dec <P(X(x)
< lemme de Portmanteau :

Caractérisations équivalentes :

-Pour toute fonction continue bornée h
, E[h(Xn1] < ECh(X1]

=> la convergence en loi est stable par passage aux fonctions continues (LAC)

alors Xn 2
, XMAS il est engénéral faux que siX (Y1 ( Y

↑

Cela estvrai dans 3 casi

1. . si En
,

Xn et Yn sont indépendantes alors convergence en loi de Xn et Yn

X et y sont indépendantes alors cuen loi du couple(i)
2 .six(
3. Lemme de Slutskey

si(XnEX , alors,Yn 2 <C I
en appliquant le LAC :

h(x , y) =
x+Y Xn + yn2 , X+

xY XnYn &
,X

x/y sic0X/yn
2,c

2) Consistance des estimateurs

DEF1: En asymptotiquement sans biais ssi Biais)En ,0) =[ -O > O
n -> +0

Rq : la convergence en proba n'implique pas la convergence des espérances !

siXn X

IXn) YEL1 , alors par convergence dominée Xn >X dans 11.

exemple:== [X-(X estimateur des moments de 02E(X] - (E(X

ais : ( ,52)=- P as .

sansbiais (as= asymptotiquement



outils pour montrer la consistance

* LGN

*SiRCôn
,
0) > 0

, alors En consistant carcu (2 cu Proba

* revenir à la définition de la convergence en proba

· si les (Xi) i . i .d
,

alors (Xi2) est i . i . d
.

#[Xi2]+20

LGN: Xi PESX] =a
·
x P

>m(LGN)
LACavech(x) = x2; (x)2 IPymz

· Donc( 52 +m2( ( M

· LAC h(x
, y) = x - y2

Donc

↑Exi -X2> 52 +ma -ma = 2

3) Normalité asymptotique:

En consistant pour

↳ Question : quelle est la vitesse de convergence de vers O ?

(X1 s · Xn) i . i . b
, d'espérance (2(0) =X

TLC
:(0)C2vN(0 , 520) quelle que soit loide

DEF:(En) est un estimateur asymptotiquement normal ssi a vitesse de convergence en n

· convergence en loi

· lai limite est la loi normale

exemple :On est elle as normale ? n(0n -0) 2
,

z - N(0 , 52(0))
(Xis , Xn) i

. i. d. d'espérance m , de variance 22
,My = #( -min)

E= (xi -*) =+(X -m) - (X -m(2 ,
m(n- *)

= 2(m- ((X-m)
==2(X -m)2

· TLC : (il e . i . d
, alors les (Xisontvivipdesperan

en

.(tXi -M) - 2

+ var(X=m) = E)(Xi-u)4) - 04
=m4

- all

·TC: n(X-m) &, N(Q,
02

· n(5 -x = n( [(xi -m( - 02) - n)X-m)

↓ n(X -m) x(X -

u
zuN(0

,MY - 54)
~
L CV
N(0

,
02)constante !

=m80 , (x-m)UnN(0, 1)] = M(x-molemme

nouvelle applic dulemme deSlutskey:
Sutskey

nan -a)2,
z+ 0

n+ +0

Donc2 est un estimateur asymptotiquement normal.



Rq : n(Ö0), (0 ,5)

protédes

n(-0) 2
,
No, il

j n- +0
lois normales

Application du lemme de Slutskey: si 82 est un estimateur consistant des alors on a encore

~ (2-0) 2
,mi (=(X,,,Xx)

preuve/de la remarque) :
j

(0- 0)
=
n(8- 0)

x
+

j - j

2
> N(0

,
1)

PP
>

( as . normal
(parconsistance or P

> 82

22,
o

pa 2
< 1 . zvN(0

,
1)Slutskey

4) S-methode:

② estimateur as. normal : quelle est la loias.de g(0) ?

LEMME : (méthode S]

Soit En une suite de via .
réellesta(En-m) &

, z vuCo
, of

Soit une fonction derivable
, q'/m)+0

Sous ces hypothèses,on(g(n) -(m))W ,(9
g(x) = g(u) + g(u)(x -m) + (x-m)R(x-m) out(y)

y+50

(zn) - g(r))= g
- (m)-M(zn -m) +mn(znm)R(zn-m)

↓ L
L

Zuu(a, Enco
,al
"

↓

M(0,(g(m))22) p f
. n .Wn(zn-m)

A-t-onsEn
P Z O

PlZn-rk)))J

(4 erreur)
= 1 - P(22) + 0 ( n = 2(1 -p(v



Cours 5 09/02/2026

Fonction de repartition empirique

(XI s , Xn) échantillon ind.
Q valeurs réelles de loi Finconnue

VsEIR
,

F(x) =(X, -() = E(4x]

DEF: Lafonction de répartition empirique, associée à (X , 1 ,
Xn) est définie par :

-

En : R [0,
1]

M

Mxi
Xx EIR

,
En(a est une v. a

.,
estimateur de F(x)

DEFi Loi empirique Pn=S = loi discrète Uniforme surEX Xo

Représentation graphique :

Conditionnellement X = > , Xz =2, ·Xn =xX(1)[(2) [ (x) valeurs ordonnées

~
Fn(x)

,
n = 4

⑧ si les ci i saut de In
⑧ [

O [

· [

[1 I I 7x

x
, n
·(2) *

(3) x(4)

a) Propriétés immédiates :

· (x)=x suit la loibinomiale (n, F(x) ecof
-> empirical cumulative

· R(Encod > F(x) = O+var(xix)=F((1 - F(x)n
-+ 0

distribution function

> O

indep

donc ExEIR
, Fin(x) #F(x)

· ou bien LGN En(e) estimateur consistant de F(x)

· On a un résultat de Convergence uniforme : Sup Filif(a) >
0 (Thin de Glivenko -Cantelli)

xEIR M > + do

· En(a) est-il asymptotiquement normal ?
M

Fn(x)=Xix
i

TCL: les Xi sont iid
,

donc les & MXi] sont iid
E
Fn(x) - F(x)n (F(x) -F(x)&N(0 , FCI-F) (VFESOIT No

, 1)

b) Estimation empirique:

"plug-in" ou méthode de substitution

paramètre d'intérêt O = C(F) (caractéristique de la fonction inconnue

la méthode empirique définit ,
estimateur empirique en remplaçant F par En

↳ n = c (Fn)
ex : 0 = [F(Xi) <En = (F(x) = [Xi. (siles Xi distincts

= (xdF(x)
=



=Vari(X) <En = vary(X)= (Xi- X)cestimateurs des moments

c) Inverse généralisé

DEF: On définit l'inverse généralisé de F par F : [0
,1]R

VxE[0, 17
,

F
+ (x) = inf(xEIR,

F(x)), 2Y

· Si F strict Y
, infxc +pF(d), <() x

,
F-(a)>x = F- (x)

· Si Fest lafr d'une loi discrète

~
Fn(x)

,
n = 4

~
F(x) f(x) F

-

(x) =x

↓
⑧ I 1

&

O

⑧ [
F" () =x)T

EF=

>

[ (X(x) = a

O [ >- PP(X(x) = 1 -C

[1 I I 7x
F- (a)x F

-(x)
x

,n42) *(3) (4)

VOCAB : F s'appelle aussi lafonction quantile

#(2) = quantile d'ordre & de la loi F

F-(14) = 1E quantile ,
F(/2) = médiane

,
F

-(3/4) = be quantile

LEMME: U v . a . uniforme sur [O, 1]
Fune f

. r.

alors F-(U) est une va
.

de loi F.

SiF est bijective , IP(F:(W) <x)=P(UF(x) = F(x)
↓

Fbijective cariP(U.
(c) = sur [0

,
1]

Si F est discrète
,

F-'inversegénéralisé ,
F(y) [x() Y [F(x) (suiteenTD)

6) Quantile empirique

DEF: On définit le quantile empirique (sample quantile) d'ordre & comme étant le quantile de En
:

in , a = Fn(a) = inf(x ,
Fn(x)), 23

Propriétés :

· On peut montrerque n, a
= X([na])ouXilX(2)? X(n) est l'ech

.
Ordonné des(Xi)1 in

[M] = + petitentier),u

ex : c= [2] sin = 21 médiane an
, 1/2 = X(k)

si n = 2 k + 1 médiane in, = X(k+ 1)

Dans les logiciels , plusieurs façons de calculer les quantiles empiriques

n = 4 médiane = X(2)
h = S médiane = X(3) >X(2)

+ X(3)
2

n = 6 médiane = X(3)

· consistance si XEJO,
IC, si Fest strictement croissante au voisinage de X

,
alors En consistant de 92.



Intervalles de confiance (pas dans le partie
(Xis , Xn) i

. i . d
.

de loi IPE{PG ,
OFF <IRP3.

On s'interesse a OERoug(0) : RP
>

IR

1) DEF:
-

Un intervalle de confiance pour 0
,

de niveau de confiance 1-X ; XEJ0
,

12, est un intervalle dont les bornes sont

aléatoires , fonctions de l'échantillon et ne dépendent PAS des paramètres inconnus du modèle, et tel que

IP([Binf(Xis , Xn) j Bsup(Xi , Xn)] 50, 1-

· Un IC est calculable à partir des données

· Si l'inégalité est une égalité= niveau de confiance est exact

· si on a/OE [Binf
, Bsup]) -> 1-1

,
niveau est asymptotique

↓ n+ + 0

Binf(X, -, Xn)
· en general, d = 1 %, S%

Interprétation :

(x ,-,)S 7
IC= [Binf(Xis

-, Xn) ,
Bsup(X, ~,Xn)]

(p , - ,x)() [ 7
formule mathematique qui garantitit le niveau 1-2

(x)-,x)() [ &
(xx, - x)(4) [ 7 On Observe X1 = 3, X2 = >2 , ,Xn =n , une réalisation

[ 7 de l'échantillon aléatoire

! ↳ on calcule IC = [2
.
3; 5

. 1] de niveau de confiance 95 %

S J En moyenne,
sur 100 intervalles calculées

[]
O 5.'rate' O .

2) Méthode pivotale

(X11-, Xn) i
.
i

. d
, d'espérance OEIR ,

de variance 82(0)
Soit 8

, asymptotiquement normal : /En-o) 2
> No ,-(0))

17+

#

n -0)2
,N(0,

1)
propriété des S(0) n- + a

lois Gaussiennes

Par définition des quantiles gaussiens, 91 = +(2) où f
. r

.
de N(O

, )

Pxx)π(0 -0)(41
- (2)n

=
fa d-2/2 X/2( S(0)

1,,,,
11 IIII//

↳ inconnu 94/2
-

91- x/2

sizr N(0
, 1) . IP(9412EZPax) = -a

· pivot ou statistique pivotale=
(0 -0

statistique centrée réduite issuede ,
où 02(6) estimé par 82,

consistant pour estimer 52(0). ↑
&

Sicestlecas,(0-0) x
<(0)

> N(0 , 1)
o(0) 52 n +> + 0

Cas .

Q lemme de Slutskey,normal) ~ ~ ilestinaten
N(O

, 1) ↑

· on en déduit IP(1191-
-p



Cours 6 16/02/2026

Complements : (avant partiel

1) Retour sur normalité a. S
.

2) Exemple

3) Pivot asymptotique
/Exemple 2

1. Propriétés asymptotiques d'une suite d'estimateurs (En (n),
> Consistance En P

, O

> Normalité asymptotique: si 750 In(En-0)No,
De façon générale, si il existe Un < + so

n -> +5

Un(En-0)2 , Y

on dit queEn converge à lavitesse
Vi

Rq :
sin as

.

normal = On consistant

YouP
(on - 0 =

1 Vn(n - 0) ->O

Un I I Slutskey- ↓
↓ N(0, +2)

un ==- 0

-> S-methode

n(Xn - 1) &
, N(0, 1)

↳ (Xn -1) zuN(,
1)

↳ Xnl+ Z

M

g dérivable en 1

* Si g est derivable en 1
, g(1 + h) = g(1) + ng()
g(Xn) = g(1) ++(1)2

n (g(Xn) -g()) = g'()2
< S-methode

Incon-o) 2
, zvarco,il

g dérivable en O g(x = g(0) + (x-0)[g(0) +r()) i r(x) > O

x-0
En#0 donc (LAC) r(n) < r(a) = 0

p(on) = g(0) + (En - 0)[g -(0) + r(on)]
↓(g(on- g(a)) =

,
(0n -0)(g(a) + r(n)] = n(g(n) -g(a)3 <g(a) zv ur(0,(g(0))))

~
L

-

P Slutskey

2) Exemple
Z p(0)

Xis ,
Xn de loi de densitéf(x) = 1e

* *
Mix), 0

,m = ( (X,7)0

Mest estimépar =*
M

M

efficace ?

logh/↓Sans biais Var
qui atteint

la borne de

GR

indep in

==[var(Xi)= var(Xi) = Mn2i = 1

Var(X, ) =m2



(lon)(m)enmuz
Infl = var([Xi) = var(i) var
In (m)=i
~ sans biais et var()=, donc n est efficaceet

as. normal,Var = En
· as. efficace?

Tc : n(n -m)2 ,w(0 ,(2)
< var (un) = M = variance de laloi gaussienne asymptotique n est asymptotique efficace

un a pour loi asymptotiqueOle

· autre paramétrisation (X1) , Xn) i . i . d
,
f(x) = Ge-0x; x0 ; 0)0

#[Xi]= , var(Xi) =
1

M 02

log(n(0) = nogo - 0 [Xi
~ (loghn)(0) = &*

=(ximgnv=20

↳ In(0) = var( - [xi) = Var([xi) =E

#(+) = 3

c) TDl = nY ~ ((n, 0) e+ 4)(x) = ce+ 4((xk)= (n-2)

doE() = [)=] =n()= biaise

↳ = n non biaisé

var()= (= (2( #)-) -(4)=))7
=

(n-1) 2
.
1202 - (h- 122

.
n202

n (n-1)(n-2) n2 (n-12

=an- 1
- 02 =

0
17 - 2 n - 2

CCL : Var()> non efficace
In (0)

= BCR

* as. normal (TLC), (X- b) NCO , to
g(x) = (sur]0,

+o
, g(x) ==0

32
ou var(t)?

methode delta : n(1-0)No, (0,)
=>Gestasymptotiquement efficace

3) Pivot (asymptotique) ou statistique pivotale

DEF : Statistique dont la loi ne dépend pas de paramètres inconnus

ex: X11 ,
Xnid Bernovili(a):(X-0) Mo,

OE J0
,

1 [

#nX - 0 2
,No

, 1)
o(1-0)
1 pivot ou stat pivotale



méthode pivotale pour IC:

On estime VOTO)par(1-8) "plug-in"

par le LAC g(x)=taie70,
15,-Ö) est un estimateur consistant de 0(1-0)

8 - 0
=
mo- 0 xo(1-0)

-consistant)

N(0
, 1) I

donc , par Slutskey,

-O & N(0
, 1)

(1-Ö)

4 Exemple 2 :

C( · Xn) de densité 070 : ff(x) =
3 etexp() M, o

par rapport à mesure ↑x
, o

dx
pour geer

EMV ? logLn (0) = n)1093 - 1090)+ Gog(xi2)-
↓ l'indicatrice

E changement
de mesure

dominante

Cou die parhyp, Xi)
,

0 Vil

eq . vraisemblance : (loghn)'(0) =
- "

+ 1 [xi = 0 = Exi
O 02

↑

(loph)"(0)=[X(log"()=
+ unicité

=> max global

[Q : Incon-o) Enco, or
# (0-0) 2

<NCo,
il

pivot O

asymptotique

=>(0-0) 2 , (0,
1)

Slutskey
si on note par et pi-da quantiles de Co, l

(pa2) (-0)(P1
-En=fa=

(pa-0-c -

P(-41-0 -p-1

-

=> ICCO) de niveau asymptotique (1-2)


