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COURS :
S

Equation différentielle : Soitf : IxU <
R continue

,
ICM ,

UCR intervalle

(1) y= f(t , y)
Résoudre (1) sur ICR un intervalle

,
c'est trouver tous les couples (J ,4) constituéd'un intervalle JC I

et d'une fonction y : J IR C' tels que :

i) VtEJ
,
y(t)EM

ii) Xt(5, y'(t) = f(t ,y(t)

DEF: (1) est une équation linéaire lorsqueif(t,x) est affine (f(t , x) = a(t) + b(t)
en géneral , I = R(ou ICR)

,
V= R

Exo1 :

1) Ecrire sous laforme y' = f(t,y)
2) g(x) : = f(tp) - f(t ,

0)
,

résoudre y= g(y)
3) résoudre en utilisant la solution trouvée en C comme facteur intégrant

a)y +2y = et

y= - 2y + et = f(t,y)"
avec f : (t,x)et - 2x

EIR EIR

On cherche (J, y) +qVt(5 , y(t) =
et -2y(t)(1)

↑

= f(t ,y(t)
EIR

1 g(x) = f(z, x) - f(t,0) = -2x

y(t) = g(y(t)) = -2y(t)(2)
On dit que (2) est l'équation homogène associée à (1)

2 On veut résoudre (2) y' = -2y
L'ensemble des solutions maximales de cette équation est SH = [tCé2; cERRY

3 Utiliser l'information sur SH pour résoudre (1)

Soit y :RR une fonction C

Soit w : R -He la fonction donnée par w(t) = e2ty(t)
On a wi(t) = e27y'(t)+ 2e2ty(t)

↑ changer de fonction inconnue

= e2t(y / (t) + 2y(t)
Donc (1, y) estune solution de (1) ssic'(t) = e2te = est

Or
, les solutions de w'(t) = est sont les fonctions w(t) _feds + C : CER quelconque

O

=sebsytest ,
c

D'où Zc El +q w(t) = est c ,
c Em



Donc (R ,y) est une solution de (1) ssi y(t) = e-2w(t) avec w(t) = e +

Finalement
,

l'ensemble des solutions est S = & (R, Ce2 + tet) , CER3

Note : y = - 24

-> Hy = - 2

~ (n(y) =
- 27 + C

(y) =ke
-27

,

-w = e2ty(t)
b) y- Sy = t

· f(t , x) = t + Sx

* y- Sy = 0

* = S -(n(y) = St+cm(y) = kest

Soit y : IR- IR C'

Soit w : M -+ M w(t) = e-Sty(t)
On a wi(t) =

- Se-Sty(t) + e
-St

y
/ (t)

= e
-St(y(t) - Sy(t)

Donc y est solution de b ssi y'(t)-Sy(t) = t

# wi(t) = te-St

E w() =) se-Eds + c ; CER

ores =Es-tese( g
- S

==
te

-St

+e
S

=est
D'où y est solution de (b) Si y(t)=- est Ce

=Gest- pour un CEIR

[+ fin exo 1]

EXo 1
.
2 :

a) y
1 - ty =

t3
y) - ty = 0

f(t ,x) = =3 - ty

* y - ty= 0

* = t(n(y) = E+c

(y)= 12742
Soit y: R+R C'

Soit W : M -+ M w(t) = e
- =2/2
y(t)

wi(t) =
- 7 e

-2/2y(t) + e
-742y(t)

= e
-2/2) - ty(t) +y(t)

Donc yest solution si - ty(t) + y ((t) = =3

=- wi(t) =3e- 72/2

Ou encore w(t) =( +g3y
-522as + c

IPP G

=-s+=[ses)e
=

- [2 - E/2
+ 2[ - e

-522] + c

=

- z2e -72/2
-2e

- 122
+2 + 2



Poi y(t) = ) - (2e
- E(

- 2e
- +

+ 2 + c)e-7

=

- E- 2 +(2 +ce- 722

== E - 2 + 2e
12

; CEI

2) a) y +ty =3cs(2t) ; 1 = 30
,

+ 0[(a)

(a) s'écrit y = f(t
, y) où f(t,x)13cs(2)- i + ( (o(20, + 09

,
1)

y+ty = 0

y =EiKe

soit y EC'sur70, + do [et w(t) = ty(t) .

On a wi(t) = ty'(t) + y(t)

= ty((t) +(y(t)
Donc y est solution de (a) Ssiw'(t) = 3cos(27)

or scos(2s)ds = [s .Si
↓ T

= Esinzt-1/-coses = tsint cost
2

Donc les solutions de (a) sont lesy:+ + 3tsin(2t) + icos(27) - 4)27

E + 3 sin (2t) +
bos(t)

24t
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EX03 .

1) Trouver les sol de l'equa diff sur 71 ,
too d

(t) y-22y=

On s'intéresse a l'ED : y=f(t,y) ouf: IXIR <I est définiepar f(t,x)=2
qui est bien continue sur IXR

.

Une prinitive t it-Eche) =cit)
·

1
=

a +
b

1 - 72 1 - t 1 +t
décomposition

(a =

j- (2) x(l - t)
t = 1

= /2 en facteurs simples

> b =
1 x(| + t) = 1/2

1 - 72 t = - 1

CCLi 2

1-=it He
· Soitt)I :

2-suds =) s as +1 is as

= [ - In(1 -s)]E + 5(n(1+s)]
= (n(1+ t) - (n(1- t) + C

= (n)[E) + c pour un cEIR.

[cy(t) = a(t)y+b(t)

A(t) =)aS
ephomogène associée : y(t) = CeA(t)

equas complètes: ((t)= w(t) = e
-A(t)y(t)]

-> calculer wi(t) :

·
wi(t) = - A'(t)e- A(t)y(t) + e

-A(t)y ,(t)
= e

- A(t)(y'(t) - a(t)y(t)
= e

-ht
(y est solde(E) ssiw(t) = e

-(t)
· w(t)=e-A(sds+ cic El

=/ ds

lis -- - I

I + SI+S

= 2(n(1 + t) -t+ C; CER

· w(t) = e
-A(t(y(t) =y(t) = w(t)e

- A(t)

y(t) = w(t)
.

1 +t

1- t

y(t) = 2(n(1+ t(x1 + 7
- t x1 + t

+cx1+ t

1 - t 1 - t 1 - t



2) étudier l'existance defonctions continues surI

On connait les solutions de (E) sur 71
,
to[

-> si y est une sol CI sur M de (E) , alors la restriction
y

est aussi solution de(E)

Donc-cER +Dy
+
(t) = 2)[E)(n(1+t) +( -t)TE

En particulier,Y + 1 (
or ,=)(v , +(4(n() + c - 1)

si4In(2) +c- 170 , alors (y +(t) 3,

Dans ce cas
,linly(t)l =(y =

ce qui est absurde car : y ECOCIR)

EXOS:

Mp l'ensemble des solutions de l'équation tx-2x =0 (E)'
*suri

est un IR espace Vectoriel de dim 2

Ce n'est pas une ep . diff sur R parce qu'elle s'écrit y'= f(t, y) avec f(t ,x) =2x/t et cettefonction fn'est

pas continue sur R.

Mais

· Siy : IR
-> IR Verifie ty'(t) -2y(t) =0 VEER

AlorsV
Calcul de y(t)
On sait que y(t) = CeA(t) avec CEl ,

et A(t) =/42 ds =2in(t)

Doncy+(t) =C+
(2

,
C+ER

de meine
, y_

(t) =CE2; c
-

ER

DORCYp* (t) = C 7 130
,
+oStC--12- 0,05

-> de plus, y continue surty donc continue ent = o

t =0 : y(0) = limy(t) = lim y(t)
t -0+

t 70-

-> Finalement
, y(t)= (2)C+ 120

,
+as(t)+C

-My- 0
,
o(t) avec

,
C- ER

↳ L'ensemble des sols est :

S =Et(2((+ Mz0
,
+((t) + (Mz -0

,
0)iC+, C

. Ei}
* contient la fonction nulle

* est stable par CL

donc S est un seu deDCIR)



Par ailleurs,

4+ = ti7 2430
, + d[

Y
-

= t+> Hy - 0
, 0)

est une famille génératrice de S

- c'est aussi une famille libre :

Six+y+ + X
- Y- =0

,
alorstEIR

X+ 4+(t) +x
-4(t) =0 pour t= 1

,
X+ =0; t = - 1x

=

= 0

~ toute CL linéaire de solution est une solution aussi

*
Exo 11 .

1) to ,
aER et 0, 9 : [to ,

+- IRCo ;g),0

+p(t), to,¢(t) -
(a +( g(s)b(s)bs

mqXt), to, P(t) -aexp)/g(s)ds) (on peut considérer h(t) = a+)(s)4(
· a =0 ? d(t)), 0Xt, to? P(t)>m+ (j g(s)Y(s)ds
on obtient n'(t)(g(t) h(t)
soitG(t) une primitive de g

Ona(e- f(t)h(t)))= - g(t)e
-G(t)h(t) + e

-G(t)(((t) = e
-G(t)(h'(t) -g(t)((t)) -

50

C : VEL
, 0 e-G(t)h(t)

-
Je

-G(0)n(d)
don h(t) a eogesids
or P(t)

.
(n(t)

donc 4(t)
.

JaeSog(s)ds
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Feuille 1 , Exo 1
.
Il :

(suite)
2)a)y" +py =0 ,)pyy'dxk ?
On a : gyy = - y" y'

t

donc) pyy
x= -(

*
y(Y"(x=(y (x)]

=(y/(0)2-y(t)) ->24 /(0)2

Donc pour k =ty(01,ona)yydx)
b) Mq y est bornée . Y(t) : =p(t)y(t) + Gronwall

> y(t) =q'(z)y2(t) +2q(t)y(t)y(t)

(y(s)ds = y(t) - 4(0) (p(s)y(s)2ds + 21

=> y(t) -(4(0) + 21 +/*)a(sys
44(0) + 2k + (S)q(syls
(y(0) + 24 +(tq(s)y(s)dsoq(s)

C

p(s)

D'après Gronwall
,

on a

4(t)et
asaeaa

9(0)

Finalement
, p(Hy(t) <a => y(t))a

9(0)

EXO 2 .

I = 30
,

+x[

Y'(x) - y() -y(x)2 =
-P

1) pourquelle valeur de al0 y : It ax est-elle sol de (1) surI ? (yo)
si y(x) = a(x) est solution de (1) , alors

Y'(x) = ay(x) = 0 y2(x) =ak
x

on remplace ds (1) :

C -a -a2x2 = -qx2 =- a= 9 =) a=3 cara)0

donc Yo :x ++3x



2) soit J CI un intervalle et z : J-IRD 0 sur J

Yx(5 , y(x) : = yo(x) - 1

z(x)

Mp(5 ,y) sol sur J de l'équation z'(x) + (6x+t)2(x) = 1

y(x)= 3x- 1 jxEJ
2(x)

y(x) = 3 + 2(x)

2(x)2

or yest solution de (1)

ssiy(x) - y(x) - y2(x) =
-9x

-> on remplace :

3+ - 3 +26x -(02 - 2 + 2x2) = - 4

=> 2 22 + j + 5 -

j = 0

=> 2(z += + 6x2 - 1) = 0

=> 2 + (+ +6x)2 = 1

3) (2) : 2(x) + (6x +-)z(x) = 1

a(x)
Soit A(x) = -(((( + 6t)dt

=
- [(n(t) +32]a

=

- (nx - 3x2 + c

je choisi c = 0

Soit zfC' et w(x) = e
- A (x)z(x)

On a wi(x) = -a(x)e- A(x)z(x) + e
- Axz ,(x)

= e
-A(x)(z)(x) -a(x)2(x)

↳ Donc (J, 2) est solution de (2) ssi w'(x) = e-A(x)
E w(x) =( e

- A(s)as

= (ense 352ds

= /35 S

=e + c; C EIR

E-z(x) = eA()(ex + c)
=e

-

3x2(eb + c) =p + Cex

eqlinéaires ,

les
sol

inaximales
sont slobales



4) Ep(1)
9) (J1, y) sol maximale de (1) autre que(1,40)

y(x)(3x(x - 5 1 ou y()3xXxEJ,4

M

Cy0 : y=3

Xx(00 , y
,
(x0)) = (x(0 , yg(0)

7
XO

soit(J, y) une autre solution de l'équation (1).
(

Pour l'absurde : Supposons qu'ilexisteof J,
< 70

,
+0) +py,

(x) = Yo(x) /
Dans cecas, y et yo sont deux solutions du pb de Cauchy . (1)( y(x0) = 3x0

D'après le thin de CL(unicité) , cela entraîne que yo = Y/ Ce qui est absurde

↳ ou bien y, (x)> 3x VxEJ/

ou bien y, (c) <3x VecEJ,

Cautre rédaction :
*(t)(y) = f(x ,y)

avec f(x,y) = X + y2 -qx
x

VJCJ0, +o[ ,
fest continue en (a,y) et C'en y

~ donc le pb de Cauchy admet une unicité

Par l'absurde:

Soit(51 , 4) une solution maximale# Yo

Supposons JccoEJ1 +py(x) = 3x

Alors yet yo sont deux solutions du in pl de Cauchy

y = f(x,y) , y(x) =3x0

Parunicité on aurait y = vo (contradiction avecy #40)
DORC ExEJi , y(x)3x

Comme y-3x estcontinue sur J, elle garde un signe constant

soit y(c)bx FecE J
,, soity(x) <3x VoE5,



TD 4 02/02/26 (Feuille2- début

Suite exo 2
.

I :

b) Mp on ne peut pas avoir y(x)(3x Vx EJ

Pourc EJO
,

+[

z(x) = ce
-3x

+ CE(Q3)
x

D'après Q2 ,
(5 , y) est solution de (1) ssi (5 , 2) est solution de (2)

avec pour s (5, y(x) = 3x - 1

z(x)

D'après Q3) J= I= J0,
+ o)

,
etpouraEI

z(x) = ce
-3x

+jx
Donc pour x)0

, y(x) = 3x -
I

x

Ce-3Si

= 3x -
Gx

Gce-3x2
+ 1

= 3x(1 -je3x2

-32
On a e

x+
0

donc il existe co O tel que GCe-31) G

donc 1-2 [1

6(e
-3x

+ 1

Ainsi, d'après a) , pourtoute 0
,y() <30

6) En déduire l'ensemble des solutions maximales de (1)

D'après (b) ,
les solutions de (1) sont de la forme (I , y) avecpourEI,

y(x) = 3x -

6x
; CEIR

6(e -3x
+ )
1/2x) [ 23 - /6

avec VoEI
, y(x) < 3x 6(e -3x2), -e

-
3x)

=>FxEI
,
z() > O 3 - 1

si c(0, 6 (e
-3

+ 1) 0 SCe- 3x2
+ 170 + 2(x)0

=> ex( -j, (70)

↳ VxEI -3x(in()
E FoE 1x2) =In(5)

3

siin(t) <0 E -j)()C

Alors il existe sco) O tel quesol in (jc) . Donc C
,-4

Ainsi, les solutions sont de la forme (1
,y) avec c)

,
-16

ou (1 , yo



Exo3 :

y" - 4y)+3y = (2)+ 1)e- t

1) pour quelles valeurs der
, y_est solution de l'équation homogène associée ?

(*) y" - 4y + 3y =0(En)

y(t) = eut ysolution de(a)

y)(t)= re
- rt

E r2- 4r+ 3 =0

Y"(t) = 12et = r = 3 our = 1

b) z := e-ty mq Sel = Ey :+Cet+ Bet ; d
, BER3

PourtER
, 2(t) = e

- 34
y(t)

Donc y(t) = z(t) est

y'(t) = 2((t)e3) + 32(t)e3t

y"(t) = 2 "(t)e37 + 62'(t)e3t+ 92(t)e3t

y est solution de (EH)
giYEER , est(2"(t) + 67'(t) +P2(t) -2(t) - 122(t) + 32(t))=0

IsiVLER, 2"(t) + 22'(t) = 0

On pose u = 2

Mest Solution de M'+ 21 = O sur R
.

Donc pour tEIR
,

M(t) = C
.

e- 27
; CER

Donc pour tER z(t) = xe-+ B,
X

, BER
Ainsi

, pour tER , y(t)=Le + Best

3) Déterminerune solution del'équation complète ,
de laforme y(t)= 1(t)e3t+ B(t)et

Con pourra supposer que 21(t) est + B'(t)et=0 Xt

Pour LEIR
, y(t)= <(t)e3) + B(t) et

y'(t) = x)(t)e3t + 3a(t)e3t +B'(t)et+ B(t)et

y
" (t) = 34'(He3t+ px(t)e3t+B(t)et + B(t)et

y est solution de (E)

ssi Vt fi
, (30'(t) +Px(t)e3t+ (B'(t) +B(t))et -4(3a(t)e37+ B(t)et) +3(a(t)e3t+B(t)et) = (2) + 1)et

ssi VE ER e3734'(7) + etB'(t) = (2t + 1)e-7

Donc Let B sont solution du système pour tEIR
- 337x'(t) +etB(t) =(2t+ 1)e

- t

-
ebtx'(t) + et Bi(t) = 0

# - 2e3ty'(t) = (2t+ 1)e- t

- B'(t) = -e2x'(t)

E
- L'(t) = +(2) + 1)e

-47

- B'(t) = -j(2t + 1)e
- 2t

+ (c = 0)
doncd(t)=+(

+
(2s + 1)e

-43ds = + (2t +1)2
- 4

= (g(2t+ 1)
-47

++ =-
e+ B(t)=(t(2s+ 1)e

-

25ds I
=E (2 +1) +2 =+



Donc une solution particulière de (E) est

yp(t) =
-(( +y)e

- 7
+ (E +z)e

- t

=( +y)e - t

Donc les solutions de (E) sont de la forme (IR , y) avec
, pour LER

y(t) =( +7)e
- 7

+ xet + pet a
, BER

EXO 2
.
4 :

3) y"+ 4y =+an(t) surj-/2
,
π(2[

(CH) : Y"+ 4y = 0

On résout l'équation caractéristique : 12 + 4 =0 1= 2i Our= - 2i

On posepoure] L
,
2x) = e-2ixy(x)
=y(x) = e2xz(x)

Donc pour []IS ,y =2iz(x)edie

y " (x) = -42(x) e2ix+ 4iz'()e2ix+ 2x(x)e2ix

Donc y est solution de (EH) sipour
gi2x(z"(x) +4iz'()) =0

siiz'= 0 sur

Donspourece]-S,() =Ce-vis ; Ce

↳2(x) = 2e
- 4ix

+B(d , BEk)
Donc les solutions de (EH) sont de laforie y (x)= C

_

e-2ix+e2ipouret cc
↑

On cherche une solution particulière de (E)
On pose , pource, [ , y( = C

.
(c)e

2i
+ C+()e2ix

y'(x) =(()e- 2ix
-2i((x)e- 2xx

= C+(x)e2ix+2iC
+(x)e2ix

On suppose (!(c)elix+ C+(elix = O XxE][
donc y'(x) =

-2i(
- e

- 2ix
+ 2i(+ e2ix

Y"(x) = -2iC! (x) eix
-4((x)e -2ix

+ 2iCf(x)e2ix- 4C + ()elix

Donc y Solde(E) ssi

poure], -2iC !(e-2ix
-4((é2ix+ Li(f(x)e

2ix
- 4(+ (x)e-2ix

+ 4((x)e
-2ix

+ 4(+ ()e
-2ix

=
+an(x)

SicEi((( -Ceix) = tanc

résolution du système
Donc (C+ (1) est solution du système pourE C :

-

2i(f(x)e2ix- 2i(:(x)e -2i(x)
= +an(x)

- C+(x)e2ix + ((x)e
-2

= 0

E
- 4i(++ e2ix= +an(x)

1 C'(x) =(f(x)e4ix

E
-

Cr(x)=e2ix +an(x)

-
C

-(x) = je2ix+an(x)



TD 5 09/02/26 (Feuille2)

EXo 2
.
S et 2

.
6

Exo 2 . S :

-yi = y1 + 8y2 + et

Yz = yz = 2y1 +yz+ e
-37

-

1) Y' = Ay+ B(t)
,
A Mz (M) B : R->Mc,, (IR)

oseA = 1 8) ,
y : = (y)e+ B(t) = (en)On p (21

Le système s'écrit bien Y'= Ay +B(t)

2) Mq7P inversible et D diagonale +pA = PDP-

valeurs propres :

XEIR

Xa(x) = de t (A - XI) = de+ (1 -x8) = (1 - x)2- 1

21- x = ((X- 1) -x)((x-1) + 4) = (x+ 3)(x- 5)
-> deux valeurs propres distinctes : x = 5 et X= - 3

Donc A est diagonalisable

vecteurs propres : Ker (A-SI) = Ker(-4)
(8) = M())

Yer (A+ 31) = Ker(48) = M(i)
matrice P :

On a A = PDP" avec =(50) etPe
Je calculet (2 -3/69)4524

( 9)1252-4
~ 1)L 54+

~( iin
doncP-=(iz)
3) L : = P-Y

. MqY sol ssi Z sol d'un autre systeme facile à résoudre

Et : 2'(t) = p+ Y'(t)

=
P- 1 (AY(t) + B(t)) = P-APZ(t) + P- B(t)

=D2(t) + P-B(t)



équation homogène associée : Z'(t) = DI(t)

=zi(t) = 52(t)

-zj(t) =
- 322(t)

=
-

2,(t) = Gest
-((t) = Ge

- 37

Ez(t) = (estt)(,) = exp((2)
équation complète :

Soit zEC'e + w(t) = e
-tPz(t)

w'(t) = - DetPz(t) + e
-tPz'(t)

= - De
- tPz(t) + e

- tP(D2(t) + P
-B(t)

Donc w'(t) = e
- ED p+ B(t)

et w(t) = ( e
-SPp-B(s)ds + C

Finalement , y(t) = P2(t) = PetPw(t)

= Petal/ty-SDp
+ B(s)ds + PetDC

↳ e(t
-sp (es(t

- s

(t -s)
p- B(s)=(2)(es)

=

(i(e
+ 2e3s)

D'où ectezles + ce
-3) es-

+(- e
+ S

+ 2e
-35)y-

3(t - s)

=

(it est(e -
4)

+ 2e- 85)

#(-e4s + 2)
Donc/

*
et -slDp-

B(s) as

O

= + est)"(e -45
+ 2e- 8s)ds( = Tes( +2)

+e
-30/ - ens+2)ds +e3t( -ey +25]

Exo 2
.
6 :

(4) : y"- 44" + Sy - 2y = 0

1) Mpy sol de (4) sur 1 si Y = () sol de V = Ay : AMC)

On prendy = I( Y =()y
"

2y - Sys + 4y"

=
O I O

Y
o 0 1

2 -54
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