


Soitf : IxL__, R continve, TR, VSR intervalle
(1) y'= £(t,y)
Resoudre (1) sur T < R un intecualle , Clest Hrouver Hous les couples (3,v) constitue’dion intervalle T T

et d'one fonchon y: T— R C' tels que :
VLET y(t)EM
VEET, g (k) = £ (b,y(8)

(D estune dquadion lineaire lorsque aci—s F(E,x) est ofhne (P(l:, x)=a(t)x + b(&))

\i'.-.-l(/-l-ek: 'F(I;,\/) "
avec £ :(byx) —yeb-2x
€ER ER

On cherche (T,4) tq WLET , yi(t) = e® - 2y(t)
= F(k,y(B)
€R
g(x)= £(t,x) - F( £,0) =-2x

(8 = g(yce1) = -2¢(0)

Ondit que est 'ejuation homogene associce a

On veut resoudne y'=-2y
L'ensemb le des Solutions Mmaximales de cette equation est S 2¢ — C GIR'j

Utiliser linformation sur Su pour reésoudre

Soit y: R —3 R une AnctionC!
Soit w: R — R lo fonction donnee par w(E) = éahy(t)

Ona w(k)=e?yi(e1+ 2 e25 (k) Fetarger e Grcton e
= 2 yi(e) 24 (1)
Donc ( R,y) estune Solution de sei w'(t) = eF el et

E
Or, Jes solutions de W' (k)= 3t son+t les fdnctions w(t:):/ cssds +C; c ER que lconque
(o]

3 1t 3t
L] - = -l +c, c€ER

Db IER4q wie)- * +C,c CR
3



Donc (fR,y) est une Solutionde 1 ssi Y(E) = &2 w(E) avec w(k) = e% +C

Finalement, V'ensemble des olutions est (S = f (R,t+—> Ce 2t —‘_eb) , c€ R 1)
3

. f(k,x)= £+Sx

Sott y: R_—5mRC
SWwit w: qufR wlk) = C-SE\/CE)
Ona w'(B)= - SeSEy(t) + &5y (¢
st o
= e (‘I(E\—S‘/(b\
Donc yest solution de = S8 Y'(E)-Sy(t) =t
& w,(&‘): te.'sl’
= oJ(L-):[ Ese3ds +cy;cefR
(+]

E
or [ seas = [se%]: - €1 e g5
= o -5
) -
T +;[C'SS -]L
S 5) -S o
- =t eSt (C'Gt" \\
S 29
D'ab y est solution de ssi \/(E]-_-—_S!:—-é.+-2‘?33‘:+ ce®
= C.eSt-,_h_ - poucun G ER
[+finexod] S
wky=0
'F(l:,x)=l:'3- l'.y \’ v
Soit y: R R C'
-t2/4

Soit w:MR SN wt)=¢ y(k-\
W) = ~tet2 yit)+ e't%y'(t')
= 2 (—ey(R) 4y
Donc yest solution ssi -ty (£) +y/(t) = £*
& w(d) =tet2
Ou encore w (k) =f t3"3<:-‘-\‘°/2. ds +C
o

t
_s2/2}- &
=It s se'sz/zds +C L_s.’e_'s Jjo -[ 29(_‘_9-32/2 ds +c
o . ° . L
= -l-."e’t/2 +2E-c’3/2}°+c

2 2
= -tlet -t +2 +C



2 b2
DoG y(t) = ( et 2e%, 5, c) t

2
=-k2- 2-\-(2 +c)e't 2

= -B-2.Cet2 [ Ccer

srecrit y'= 'P(l-,y) oG f £)x) p._y3COSC2-)-._xE ;i €€ CO(’JO, +ool, ﬁﬂ

Soity €C's0r)o, + oo L et ()= Ey(H).
on a w(t) = Ly’ () +y(H)
= E9/(E) + Lylt)
Donc y est Solution de sl w'(t) = SwsCat)
Or[t Scos(2s)ds - [ s, Sinds ]’ -/e . sinds yg
0 0

2

Esin2t -cos2s 1t _ tsin2t 2E- 1\
SRl - AR ety
Donc les Solutions de (| sont lesy: to—>——i + _(_3(:9(‘3&2&7 + o o "

€, 3sin(2e) Has@t)
¢ 2 uE



On grint€resse o 'ED : oU€: TXR_ MR est definiepac

qui estbien cotinue sor TxR

Une primitive bl—) ) = =
PR mE \-t2 C-BCI+D)  (1-t) Q-v)

| o + b

| - a .._b
1-e -t e decomposition
- x(l-t =1 en Rdcteurs simpleg
g, .
b ! x(u+a| =l
- k=i
2 -\ + |
- g2 (-t I+t

e Soft DI :

L ;N gs E 3 |
L 1- 82 _/ - s ds*/ s
0 h EO

= [—(n(l-s)]teo+fln(l+$\jto
=lnCI+E) -InC)-L)+C
- ln( l‘-:tt )+C pauc VO cER,

[ 0= alery+b®
AR =[t a(s)ds
t

eq homogéne associee: y(t) = Cehe®)
equas complétes: CCE)= wlk)=e” acgy(&) ]

m)(&) - - R’(q e—ﬂ(‘:\ycb\ +e-H(E\ ylce)
= e-:t“’( ORYALO))

=¢-
t
w(k) :J. c'a(s-)ds+ c;c €R
‘:OE
:[ ) ds +C
to S+l
[e -s _(&_-s+2 _ 2
ko S+l [to I+ |+S

= 2ln(l+t) —E.+C,' CER

w(&) = e._acb)y(l-) ﬁ?\/(&) = w(k) e'a(ﬂ
Yo = w(p), 1+E
-t

Y =2n(iab)x 128y 1HE Lo x Int
-t -t -t



On conna.it les Solhions de Sur J1, +0ol
siyatute solC! Sur R de (£), alocs la restiction y| est apsei Solution de(€)
I

Do dc€ER+q y|1(g)= 2(';-—E ) In(1+£) +(Ce-t) H;_&E

= lim ‘E ( )

E—l+ |

or l-lL- ( ) ~n (an(2)+c ()

En Po.rhcuher

si 4lo(2) +c-1#£0 , alors ly|1(e\e__>>ltoo

Dan i =i (&) )=+0o
S, bl:l:’:ml t%ml-*(vl:r_ )

c qui est absorde Qe Y ECOCR)

Ge n'est pas une &. difF suc R parce. quelle s*ecrit y’=4(4y) avec fk,x)=2x/t et cte-Conction €orest

pas continue sur fR.
Mais

Siy: R — [R verfie ty'(H -2y(6)=0 VELER
Plocs Y90, + oL Venfle yi=2 Y

¥3-e0,0L venfiey) :.2_.y

On sait que yCt) = Cef®) qyec CER , et ACL) :/e%ds =2In(t)
l
Doncy () =C, £2, C+€R

de méme, y_(6) C ¥ c €R

Donc ¢ & @ =C, k? 1130’+°°L- eC. ('_211]_09,01:

de plus, y continue 3ucfR donc @ntine ent:=p

0)= ) =i (S
y(o) tl—r:;/g" eﬂ)}/,g)

Fnalement, y(b= €2 ( C+ Bo,sacCEHCAY (0 G ,C-€R

L'ensemble des Sl est :
8=ttr>t2Cce g, voc ()+C 4
# conrtico+ la- €onchion nulle
x est Stable par CL
doc Sestun sevde C'CR)

oL’ G, ¢ ER ?J



Par ailleurs,
V.=t B or estone fomille generatmce de S

- Clest awsi vae famille (ibre:
SiA + 2.9 0, alors YEER
)(-|-('P+CE) +A~q’_(€):0 eour t:l, At :Q'&:-lA_ =0

~> toute CL linedire de So\ution est une solobion Qossi

A

P® < ax [ ecj(S) Ys)ds
on ontient h'(£)< (k) k) °
Soit G(k) une pamitive de g

00a (e$©het))’s -qle)e¢©hcr) +e SO = S ) ~g(t)h¢e) €O

vt>o eﬂab(&} <o
donc h(b) € aels ocads
oc WEY <h(E)

€
done (&)< aeto 9w
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00(\_:

doﬂC[ € cw&{’dx= -/t y'y''dx = :'_E\{'z (x)]ot
o
(o]
Q ’ )
= L (y(0f-v®*) <4y *

Donc pour K =‘Ty’(o)2, on CL/ qyy’dde < K
o

P () =q’Ce)y3(k) +2q(&) yCE) y(E)

t
IE W(s)ds = YE) - (o) </ ’(s) \/[S‘)zds+2l<
(0]

= W(t) £ 9(o) +2K +/ q’((:) q(s)y3(s)ds
o)
<W(o)+2|<+f PCS) 5)¢X(s)ds
q(s)
<Y(o) +2K + Lﬂtp(ﬂds
o 4(s)
, ona
€ Q) g lqc® )
‘P(e\éaef" @@ T Lge M Taml g g 9O
q(0)
Fnalement q(&)y’((:) {aﬂ > V)¢ &
q(o) qco)
si y(x) = ofx) est solution de , alors

y’(x) = a%") =@y 3(x)-a?x?

Q-a ~q2x2=-W? H a*=9=30:3 x>0
donC Vo : X +—s,3x



YOO= e ;x€I
2Cx)

y(ax) =3+ 20D
20x)2

ssi y(x) - Y&) - y2x) . -9
x

on remplace :
z(x)* X 2()x ° 20x)  2(x)?
= z + 1 _+6x - -0
22 x2 z 22

321_:(2’4-_3_:2_ +ze-l):0

>2 +(-5'E+Gx )z =|

— alx)

Soit A(x)= /("":— +6¢)dE

= -LlnCe)+3¢2T™
= -lnxX-3x2¢c
e chois( ¢=0
Soit z€C' et wix) = e-ﬂcx)sz)

Ona wx)=-alx)e" "“‘)z(x)m‘ ﬁbt)z’(av:)
P ( 200)-00x)2(x) )

Bonc (T, 2) est solotion de (1) ssi w'(x) = e-A)
& wlx) =/ %o~ AGlyg

x 2
= / c‘n seasds




| >
Soit( 3, v.\ une autre Solufion de I'equation C1).

Supposans quilexiste X, € Ty < J0, +00 ( +q \/.('xa) = Yo ('xo)

Dass cecns, y et ¥ o Soot+ deux Solutions du pb de Quuchy. [ (D
y(xo) :%Ib

» Ga entraine que Yo =Y) » Cequiest absorde

Lyoubien v,(x) D 3x YxEJ)
ou bien vy, (x) <3x VMQJ'

(autre redaction 1)
HE)N & ¢ =F(x,y)
avec fCx,¢\ = Y +y2-Qx?
W< 1o, v+l , £ est Zontinue en (x,y) &C' eny
~ donc le pbde Gauchy admet une unicite’

Par Nabsyrde:
90“’(2&\% une Solution moximale # Yo
Supposons Jwp €1 49 (xg) = 3
Alors yety, sort devx solutions du W pb de Cauchy
Y= €00)y) |, ylxg) =3%0
Pas unicite on vt \ = Yo (cottradicion asecy #Vo)
Donc W€Dy, yix) #£3x
Comme y-3x estantinue sur d,, elle qarde un signe constaem
it YO Mx Ve €T,, ot ) <3x YxE3J,



Pour x € JO, + 0ol
z2() =€ e 3%74 1 ceR (Q@3)
x 6x
Doges 22, (3,y) estsolution de (1) ss1 (3, Z) est solution de
avec pour xx € d,y(x) = 3c L
2(2¢)
D'apres J=T1-70, + ol , etpourx€]

z(3c) = € e=3%?, 1V

Donc pour x>0, Yx) =z 3x-_ '~ 62
c _-3x2
—¢C -
x €3¢
=3x - 6'3;—
Gce-3xhy)
=3 1-
( GCe’:""'-'Jl—l3
On a e-3x2_> ®)
K —y +00

donc i\ ex (ste xp> O el que 6Ce¥3 >0
donc l—_ 4

cCe- ¥,
fiosi, d'epres o) , pourtout &> O ,y(x)<3x

Doprés (), lessolutions de (1) sontdela forme (I ,y) avecpoorx€T,

y(x) =3x -GCG'J; - ;cER
e

Ve(x) c> -/

avec Yx€T, ylx)  3ac 6Ce-3%2) _o-3x*

&Yx€T , 20 >0

si ¢<{0, 6Ce 34 N0 fce 3% S0 ZCoc.))O)

= > Lbd

&> Y€1 -3x? < ln(
e e 1 oc."’7 -1 ‘nZ—CCX

si |n(_)<o & e
Alorsil existe 2o G +el que x> :—3'—1“ (-Cl_) - Done €3,-Y
C

Ainsi, les Solutions  sont de lo.fome (T,y) avee >, -Yg
ou (1, \,'03



yr- +3y =0 (En)
y (%) = c"’t -.Iso\o'h'Ol‘\ de
¥ (D)= cemr & 2-4ea3 o
\”’((:):r’-c"h & r=3 oor=zl

Pouc k €R, 2C) = €734y (v)
Donc y(t) = 2(¢)e*
yo(t) =2¢e) e 43 201) 3t
y(t) = 270 e3¢ 4 62°C) et qaAr)et

y est+ soltion cle ()
ssi Ye € R, e/ z'(0) + 6 2’(t) +Q2(k) -21(&) - (L2(¢) +3zce))=o
sSi Ve ER, z0(r) + 22° (€)= 0

On pose 4. =2’

L.est Soloton de '+ 20k =O e R, Done pour EER, M(E)=C.e25; CER
Donc poor £ ER z(=ate® 4B, o, BER

Ainst, pour ('S R‘ V(l:\:o(et + l%cgt

Pox EER, yee)= (k) e3¢ | Bro) et
() = o' (b) €34 ga(t) €€ 4 P(e) e+ Ble)et
y"(8) = B’ (B)eF+ Q)3+ P'(k)e & + B(E) et

yest solutionde
sst VEER, (37 (£) 9 oem)e*,,( BU) g8 et -4 (Bart)e X+ Bltlet) +3(aCt)3b,BLelet) = (2 +de™
st WEER €3 3u’(t) + e’ (B = (t+Ne ¢
Donc atet B sont Solution du systme poor £ E€MR
[ Be3t ot () +etP(E) z(2ts ) 7t
e3> (B)+ et BICE) = 0
& 2830 = (2t+)et
[ Bt = —€ 250 ()
& [ o) = L 2k 4t
[ P’C(:) ="‘T(7_t -&l\c-z't

+(cC =03 )
donc dl(t)= L1 t(28+() e Sds =L (ot -u.()e""t [ 2e43 ds
2 2 -y 2 -y
=7 (2k+\) Y, e,‘qt = - (_(:_\_ +_?_) e-dt
-t |k =23 b S 6
et p(e)-.? (2s+() €%3ds y

-2t - - -
= L (2ee) S +'—/'E2°_ds = b Qeal)e L e® =(i +¢)c 2&



Donc une solution partiolice de est
==t 3 e Ce (b 41 )\et
YpCt) (U“E) +(2+z)°

(o)

Donc les solutions de sont de loforme (R 3) avec, pour LeR
ye= (£ 4 S $)et + aet+fe’t o peR

"+ L( :O
On nc'sl'l'l’cZoa:Hon casacteistique : N2+l = OS> A28 wa=-2
On pose poor 3c€ ]-'“' [ z(x)= &” 2"”‘(/[:c)
S ylx) = €% (x)
Oonc poUrx € 7, I, () = 2 2(x) e"’% 2'(x)e*™
2 !.I" (x\ = ~QZ(JC) e_2‘x+ lez'(x)ep"m 2”(:!)C2"x

Done Y est Soltion de (€11 8si pour xx €T, T
e* (2@ siz'x)) =O :
ssi 2+ Uiz’ snr]:.:.r,l_[

2

Dane poor o€ LI, 26a) = =Ce™¢, cec
ly2lx)= ole” "X, +B («, BEC)
Donc les olotions de sont de la®rme q('x)- C.e** Coe? poorI‘Q]'"- '“'fd ce,c. €C

on pose, paurx€JL L y(x)=C. 6)e i e CLee?™ -
Y= C' (e 3* -2.C_ @)™ L Gl () T2 C () F
On suppere Vx€lX
. . 272
donc PO) = -2C_e 2™ + 2. e?®
Y = e CL (A e* -4 (o e L 2, o). Ul et

Donc ssi
poorx€ 3, I, uc C'x.)e’z"x ~4C. GAEY* ¢ 1 CAx)E ™ Y ) X
+UC e L Yo, e et antx)

ssiV x€ ]-_"ZL Lt 2._( Cilx) e¥* - c_(x}e"z‘\l) =+0atx)
- R

Danc (C+. C! Besl- Salution do syskme pcurxéj T L
[QLC-\-CI)C?"" — 2:Co(x) @ ~¥X) = 4anlx)
CiGye 2™ & Cl(x)e*™:0
& [ Wl +e** - tan(x)
[ C2x) =Clix)e X
& [ C4.’Cx3=‘—“;:.c2“’°+an(x)
C-C) = iTe.z"x-l-on &)



On pose n=(|2 slk) , q;:(\m et B(e\=(:_§e>

Le systéme sietnt bienY’- QY +B(E)

NER
Xa (X) = det(R- A1) = de+(l->\ 2\ = Ci-A) -

2 1-2) = ((»\\-LM().-Q»A) = (x+3)(-95)
- deuX valeurs propreg dishncteS: A_g et A=-3
Donc Aest diagonalisable
")

-y
2
=Ker (L4 @\ = (R(z)
o O l
Ker(9+31\= Kee[ 4 93: R(‘Z)
2 u !
ona A= POP quec oz(s o) aP:(z -23
o -3 1 |

Jc aicle P (2 211 o)
(| |

~(\ -
1 \

Kee (R-ST) = Ker

~ | -1 l/Q_ o]
o [ -ly'

~ [ ol|'y 2
o V|-Yy '

2'(E) = PY (k)
= p-'(a Yee) + B(e)) = P'apz(L) + P-'BG)
=D2(¢) + P-'8(E)



Z’C)= DZ(L)

efz® = Szl
[zz' (8) = -3 (k)
& [z = Ge st
[z,_(k) = C,_e'gh

ez o (c.) = cP/c,
o &)\ s

Soit ZEC' & (k) = e z(0)
W(E) = -Oehoz(e) +c't°z’ )
= -De'toz(lr) +e,'t°(0\3€l‘\+?' B(I:\)

Donc W(t) t=e’*‘° P B(H)
et wik) = j' e-SPP-'8(s)as s C
(s}

Foalement, (k) = PZ(E) = Pe wm&)
= Pe tcy e 0P B(s)as + PP C
(o]

c(k-s)Dz cs&-s\ o
o -3(e -3)

P'B(s) = u( 2 e5

(@ +2=-3*)
A (-c5.2e33

D’oo CCE s}% p-lB(s\ (C + e -3s CSCE‘S\
(¢+$‘ %2e -33) ‘304)

= [—e5C (954 2e- %)

Yy
“g(-e*+2)
oL- s\0
Donc P! B()ds
st -us 8s ! St -us 2¢7%
= _C e +2¢" ds = M c +
q ( g ¢ [ -4 -8
[ ! -3(:
'_LTC% Lc_e_hs+2)d3 e [-e™ +23.]°t

v ) V) (o) Iy’ + Oy»
On (Dfe“d v:<vl> V :{Yl’) (Ovy_:ovl.‘.l: \
y" v 2y -Sy’+ by
o 1+ O
= <o o I)Y
2 =S5 4

N






