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Crapite 1.
. Exemples

I. L'équation différentielle la plus simple

1) Vocabulaire

Pour décrire des questions dedynamique de population, on est amener à chercher des fonctions y:R R

↓elles que ftEl
, y'(t) = ay(t)

La fonction y représente le nombre d'individus au cours du temps tEI. L'équation dit que la vitesse à laquelle

la population change est proportionnelle au nombre d'individus

a représente le taux de natalité

↑ On écrit ce problème sous laforme :

() y= f(t, y) = ay ,
avecf: IXU < IR donnee par f(t

, x) = ax .

oùU< Ret I CR est un intervalle ,
et fcontinue sur IXU

Résoudre l'équation (1) C'est trouver les couples (J,4) constitués d'un intervalle JC I et d'une fonction y: JeMtq :

i)y(D(j)
ii) FLEJ , y(H)EU

iii) VEEJ , y'(t) = f(t ,y(t)
On ne s'intéresse qu'aux solutions maximales

2) Résolution de (1)

Soit a EIR
. L'équation différentielle sur l = 1 donnée par y' = ay(*) a pour solutions les /I , tiCeat) avec c ER

pu : Supposons que /J, y) soit une solution , avec J<I et y:-R une fonction C'

Cette équation (*) s'écrit y= f(t , y) avec f: IxR-> IR definie par f(t , x) = ax

Il suffit donc de satisfaire iii) !

Supposons que y EC'(IR,
IR)

.

Soit w : R->
IR définie par w(t) = é-aty(t).

On a w(t) = - ae-aty(t) + c
-aty , (t) = e

- at(y(t) - ay(t))
Ainsi , (5, y) verifie iii) ssi (5,w) verifie : VtEJ

,
wi(t) = O

Autrement dit
, (J ,4) verific iii) ssiw(t) = c pour un cERR quelconque.

On obtient donc (5 ,4) vérifie iii) ssi (5,4) = (5 ,7Ceat) pour un cER

Concernant J, le raisonnement ci-dessus ne restreint pas son choix. En particulier, on peutprendre J=I =R.

Rq : si JI J et (5, y) est une solution de (A) ,
alors (5 , Y

f,
) est encore une solution

-N
>

J1 J

DEF: On dit que (J ,y) est une solution maximale de l'équation y= f(t,y) avecf: IxU+> IR lorsque (5, y) N'est

pas la restriction à J d'une solution (J, j) avec- etY EY
Autrementdit

,
(J , y) est maximale s'il est impossible de la prolonger en une solution (5

, i)
Dans le cas de (A) y' = ay on a determiné toutes les solutions maximales (IR ,Ce

*)



II. Les equations diff bireaires d'ordre 1

DEF: une EDL1 est une équation différentielle de la forme (2) y= alty + b(t) , avec a
,

b : I->R Continues

On note que (2) s'écrit y= f(t , y) avec f: IXIR+ IR donnee par f(t
,x) = a(t)x+ b(t)

= j

# tEl fixe, l'application if(t,x) est affine .

Lorsque b = 0
, tif(t,x) = alle est linéaire

.

Dans cecas, on dit que l'équation différentielle y' = f(t, y) est linéaire homogène .

PROP : Les solutions maximales de (2) sont exactement les (1 ,
ti+CeA(t) + "cA(E)-A(s)b(s)ds)

t Ioù tof I fixéet Alt) =) als) ds et CE quelconque to

~ pu : Soit (J
, y) une solution maximale de (2) :

Ona yE (1(J , 1) et YtE 5
,
y(t) = a(t)y(t) + b(t)

Soit w(t) = e-A(t)y(t) ,
où A(t) est une primitive de a surJ : A(t) =/als ds où to Et fix

On a , pour tout te J
,

wi(t) = -a(t)e-A(t)y(t) + e
-A(t)y ,(t)

= e
-A(t)(y ( (t) - a(t)y(t))

= e
- A(t)b(t)

Donc il existe cER +q

w(t) =
-e-A(s)b(s)ds+c(

to

Ainsi
, on a y(t) = eA(tw(t) =

CeH(t)
+ et(t)) - A(p(s)ds pourunc

Réciproquement ,
si y(t) =

CeA(t) + eA(t)/t-A(p(s) ds, ontrouve ... y(t) =ahy(t)

D'autre part , on peut prendre J = I, d'où le fait que les solutions maximales sont de laforme

(I , ti)CeA(t) +/[A(t)
-A()bl

DEF: Soit f: IxU + IR continue . On dit qu'une solution (J , y) de l'équation y = f(t
, y) est globale

lors que J=I

rq : Les solutions globales sont maximales. Attention, la réciproque est fausse en générale.

#II. Un exemple nou liveaise :

On Considère l'ED (3) y' = y2. Plus précisément ,
on considère l'équation y' = f(t , y) avec f:RXIR +IR

donnée par f(t , x) = (2

DEF: une équation différentielle y = f(t ,y) ou f ne dépend pas det est appelée

équation différentielle autonome

On cherche les solutions maximales (5
, y) de (3)

1) Recherche des solutionsqui ne s'annulent pas

On suppose que (J , y) vérifie (3) et que y (t) +0 pour tout tE 5
. On a y(t) = y(t)2 pour tout tEJ

,

donc
Y'(t)

= 1 pour tout tEJ
.

y2(t)



Ainsi
,

-1/y(t) = E+ c pour un CER

Donc y(H= pour un c ER

Mais cette fonction n'est pas définie en t= -

Donc au mieux , on peut prendre J= J-c, + o [ou J= ) -a - c[

On a trouvedeux familles de solutions maximales. (J+,t et (j ,
t+1) avec ER

Elles ne sont pas globales .

* Les solutions maximales des EL sont toujours globales (tout peut se produire pour des equations non-linéaires

2) Cas des solutions qui s'annulent

Cette fois-ci, on suppose que (5, y) est une solution de (3) et qu'il existe au moins un to Estel que y(to) = O

On remarque que (I, 0) est une solution de (3) qui rentre dans ce cadre .

On va montrer que c'est la seule.

< On peutsupposer que to =0 . En effet
, je posez(t) = y(t+ to) .

On a 2(t) = y'(t+ to) = y(t + to) = z(t)? Donc /J-to, 3) est solution de (3) et z(0) = y(to) =0

< Ona 2(0) = 0 etz(0) = z(0)2= 0 .
De plus, z'(t) 7, 0 Xt , donc z est croissante.

* Ou bien z est identiquement nulle et on retrouve la solution (I
,
0)

* Ou bien JT>0 +pz(T)> 0 (x)
-JT(0 +qz(T)0

On se place dans le cas (A) .
Pour tE[O, T] on a 0 < 2(t) _ z(T)

doncOxz'(t)[2(t)z(t) <
.
2(T)2(t)

↑ a
X

Soit a = z(T)
,

on a z'(t) (az(t)

Donc(e-atz(t))) = - ae
- at z(t) + e

-atz,(t)

= e
-at(z , (t) - az(t)) = 0

En particulier , e-atz(t) < e-ax0z(0) 10
Donc 2(t) -0 pour tout te [0, T] . Mais comme z(T)O

,
c'est absurde .

CCL : Les solutions maximales de (3) sont

- (I ,0) globale

- (5_, ta)iCER pas globale

- (5+t +- -+ c) : CER , pas globale

#V .
Notion de problème de Cauchy

PROP : [unicitédans un cas facile]

On considère l'ED y= f(t, y) ouf: IXU >R est continue . On se donne tof I,coEU.

SifestD(IXU) alors le probleme de Cauchy (y' = f(t
, y)

y(to)=Co

admet une unique solution maximale (J, y) avec to E J
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PROP: [Cauchy-Lipschitz-faible]
Soit f : IxU-> IR une fonction continue

Soit tof I et xoEU .

Si f est C' sur IXU alors le problème de Cauchy
-

y = f(t, y)
y(to) = Co

-

admet une unique solution maximale (5 , y) avecto E J

Exemple : On considère l'ED y' = ky-y2, aveck 0 (I = R
,

U = R)
Cette équations'écrit y' = f(t, y) ,

avec f donnée par f(t,
c) = Kx-2

,
fi XIR_> IR

Cette fonction f est D sur IRXR (C'estun polynôme sur (t , c) quine depend pas det

On cherche toutes les solutions maximales de (1)

a) Recherche des solutions constantes

(IR ,=a) est une solution de (1) ssi

FEEIR, y'(t) = ky(t) - y(HEFtEIR , 0 = Ka-a2 Et a(k-a) = 0

Donc (1,0) et (IR , t- k) sont des solutions

Yo YK

Figure : graphe des solutions

-

CYK

Cynon ! CYo
Yto

, d
>

E

b) Soit (J
, y) une solution maximale non constante

Peut-on avoir y(to) = 0 pour un to E J ?

Supposons que ce soit le cas. Alors le problème de Cauchy
- y= f(t,y)

Y(tol = 0 admet 2 solutions maximales : (IR , Yo) et (5 , 4) .

- Cela contredit le TCL
.

Peut-on avoiry(to) = K? non pourlaméme raison

À partirde maintenant je suppose que to = 0 (l'équation est autonome) , et je considère le problème
de Cauchy -

y= f(t, y)

- y(0) = Xo

* Sixo= 0 (resp: Xo = k) la solution maximale est (R, Yo) (resp: (IR ,Y)
* si Xo <O, la solution maximale (J , 4) verifie y(t)(0 pour tout LE J

Asi 0 <Xo < K
, la solution maximale(5,4) vérifie0<y(t) < K pour tout teJ

* Sixok
,

verific y(t)> K pourtout tEJ

c)Calcul des solutions maximales.

Soit (J ,y) la solution du problème de Cauchy
-

y= ky - yz

-y(0) = Xo

cas1 : XoEJ0, K[

On a : VtE 5 , y'(t) = ky(t) - y=(t) = y(t)(k-y(t)



comme y(t) ET0, K[pour tout t
, on a

Y'(t)
=

y(t)(k -y(t)
I

or

x(k-x)
=+ avec =Y

Donc On a , pour tout zE 5 y(t) +
Y'(t)

= 1

Y(t) k - y(t)

Donc il existe une constante cERtelle que In ly(t)) - In /k - y(H) = k .
t + c

Puisquey(t) EJ0, K[ , celaéquivaut à (ny(t) - In (k -y(t)) = kt + c

Y(t)
= Gekt pour un DER

k -y(t)

= y(t) = pekt(k - y(t))
= (Gekt + 1(y(t) = kDekt
= y(t) =

kekt

1 + Dekt

De plus, y(0) = co . Donc kP
=xG=

1 + P k - xo

Finalement
, y(t) =

Ko ekt 11 (K-xo 1 +30ekt
K - Co

=
Kojekt

(k- x0) + xyekt
Puisque cette fonction estC' surR

,
J =R( la solution maximaleestglobale

Exercice : Etudiez les cas et 3 : so)k et coo

I-Équations différentielles d'ordre supérieur :

DEF: Une équation différentielle d'ordre nf IN * s'écrit

y(m)= F(t , y, y,, y(-1) où F: IXU
<
I

,
avecUCR? est continue

Résoudre Cette équation ,
c'est trouver tous les couples (J , y) constitués d'un intervalle J CI

et d'une fonction y :J> IR tels que

i) y est de Classe (" sur j

ii) FzE5
, (y(7) , y(((),, y(-(t) EU

iii) FEEJ
, y (M(t) = F (t, y'(t), , y(n-1)(t)

Exemple : mcc"(t) = F(t,(t) équation de Newton

2) On peut seramener à un système d'ordre

PROP: Soit F: IxU
-> IR une fonction continue

, avec ICIRUn intervalle de U CIR".

Soit 6 : IxU-> IR" définie par GCt,,, c) =

(ac(1)

F(t,,, ,x1- 1

i) Si(J , y) est une solution de l'équation d'ordren y(n)= F(t, y , yi , yx1)
alors(5,4) où Y : t>( est solution du système différentiel d'ordre 1 Y1 = G(t,

4)

y(n-1)(t)

ii) réciproquement, si (5
, 4) estune solution del'o(t, 4) alors notant YCH= , CestI

une solution de y (x)
= F(Gy,y

-1)



Preuve : ilSupposons que (5
,y) soit solution de y

(n)
= F(t, (

soity(t) = (y(t) , y((t)) , y(- (t)
on a G(t, Y(1)=

( I
y(n-1)(t)
F(t,-

e + y'(t) = I
Y,

y(n)(t)
Donc on a bien (1(t) = G(t

,
Y(t)

ii) Supposons que (5 , 4) soit une solution de Y' = G(t ,4)
Y : I ->

R"
,

donc on peut écrire Y(H) =
Y, (H) où les y; sont les composantes de 4( (On a

Yi(t) Yn(t)
y'(t) =

I Yi(t)
= o(t, y()) =
i

Yn(t) FICH
,, Yn(t)

Donc - yi(t) = y2(t)
Y2(t) = yz(t)

Y'n - 1 (t) = yn(t)

-

yn(t) = F(t , y, (t) ,, yx((t)

Cela entraine que y,- 11(t) = yn(t) e+ y,
((t) = F)t,

Doncy,
est solution de y(n) =

F(t, 4 , 4 - , y(
-1)

utilité :

1 Pour résoudre les équations d'ordre peu élevé, on peut parfois se ramenerà un système d'ordre 1

2 Transposer les résultats théoriques à propos des équations d'ordre 1 vers les équations dordre n

Par exemple,

Proposition (Thin de CL version faible - ordren)
soit F: IxU-> IR avec I <Run intervalleet U CIR"unefonction continue.Cl

SoittoEI etcoEU .

Lepb de Cauchy - y
()

= F(t , 4 , 4i , y(n+1)
-(y(to) , Y'(to) , , y(n-1)(to)) = xo

admet une unique solution maximale (5 , 4)



ch2
. systèmes différentials linéaires

I. Généralités :

1) Définition: On appelle système différentiel linéaire une équation differentielle de laforme Y= F(t , 4)
oùF : IXU

->R"avec I C Runintervalle
, U CIR" estune fonction continue.

Résoudre ce système, c'esttrouver tous les couples (5 , 4) constitués d'un intervalle J C I et d'unefonction

Y : J-> IR telle que:

i) y(C'(J)
ii) FtE J

,
y(t) EU

iii)Xt( 5
, Y'(t) = F(t , Y(t)

Le systeine est dit linéaire lorsque F(t, X) = A(t)X + B(t) avec A : 1 -> Mn(R) et B : 1- R" continues.

Exemple : (ii) =st)
Il

y/ (t) ACt) Y B

Vocabulaire: Si B = 0
, on ditque le systèmeest homogène .

Si A(7) ne dépend pas det,
on dit qu'il s'agit d'un

système à coefficients constants.

Exemple (Lotka-Volterra)
-yi = ay) - by,2a ,

b
,cd)0

-
y2 = -(yz + dy , Y2

Attention: Ce systèmedifférentiel n'est pas linéaire

#I . Exponentiellede matrice :

1) Norme matricielle

soit E = (" =((x,, x) , <4 3

On note loc=il pour"Ik= lolo = mai
Ce sont trois normes sur K", qui sont équivalentes.
On fixe Il . Il parmi ces 3 normes

DEF: Pour AEMp (4) , jenotellIAIII = sup
11 Ac

x =01(x))

PROP: L'application M : M
p
() -> IR définie par MCH) = IIAll est une norme.

Ona de plus III ABI11 <III AIIIIII BIII

Enfin ,(Mn(C), III . III) est un eun complet de dimension na comme espace vectoriel surK

REM : * 111 All) = sup 111Ax11) +o

* N est uneme (facile (
* IIIABI) = Sup1Bx/

2011x))

or 11 ABx11 = 11 Ay/1 où y = Bas

Il suffit donc de ma Il Ayll [IIIA III Ily11 puisqu'alors /labell= IAyl/ 1 III Alll Ily11 & IIIA III IlBsIl [ III A III
.IIIBill

Ce qui donne
, pour70

,
II ABall III A IlI III BII

Il C Il

=> sup
Il ABI
III AIlI III BI

x70
Comme Fyo,

"Ayll
(III AII (sup)" On a bien 11AylI &III AllilylI Vy* 0

Cette ineg est aussi'Y' vraie pour y= 0
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Systèmes différentiels linéaires
1

. Exponentielle d'une matrice

1) Normes matricielles

2) Définitions
, exemples .

PROP: Soit (E ,
11 . 11) uneun complet. Si la série de terme général Un converge absolument

,
alors elle converge

[Il un Il converge = [un converge

DEF: Soit AEMp(K)
On note et

= exp(A) la somme de la série absolument convergente
PREUVE /de la série est absolument convergente.

G

IIIAlll Il
[ car on a choisi une norme matricielle

Donc la Série [IIIA'II est majorée par la série [rn
n30 n ! 1

,0
d !

avecr = Ill All

C'est la valeur en IIIAIII de la Sérieentière dont le rayon de convergence esto

Au passage,
IIIe* III e

All

Ex:A = 0 (la matrice nulle)
et =[0" = I + 0 = I

n30 !

par convention ,
0 I

* Soit A une matrice diagonalisable
Il existe PEGLn(C) et une matrice diagonale D =

" telles que A = PDP
-

Ak
(

Xn
On veut calculer et = [ K !

>0

or A"= (PDP-1) 1
AP

= I
,

Al
= PDP"

,

Ar= /PDP-1) (PDP+ ) = PD(P-P)DP-
= PDDP-1= PDPp-

Par récurrence
,

A"= PD"p-1

et
= [PDYP" = PICDP" = Pep

>
,
0

De plus, et=Sois)
**

Xin

E ex

= =

[Xk aX1
17,0 K !



* SoitA =
0 1 ( Mz(()
o O

Cette matrice n'est pas diagonalisable. Néanmoins
,

on peut calculer son exponentielle :

et
=
[Ak
17

,
0 K !

AO= I
,
A

= A A2
=

0101
=

00

0 0 o 0 O O

et donc A = 0 pour tout K)
,

2

Ainsi
,
et

= I + A = 1 1

O

DEF: Soit NE Mn(C).On dit que Nest nilpotante d'ordre pEIN lorsque :

Ni
= 0 etNP70

*↳ MilpotenteL

d'ordre au plus p

p -
1

sans Cette cond

alors eN
= [NK (somme finie

k =0 K !

IDÉE : On essaye d'écrire A = D+ IV avec D diagonalisable ,
N nilpotante

attention :

soit A = 1 2
. Essayons A =( 3) +1003

Mais e= eD+Nf ePeN
le problème,

c'est que Y N FND ,
et donce

***

FeteN
& Ici, la bonne décomposition est A = A + 0

↑ dilpotente
diagonalisable

⑰

PROP: Soient A
, BEMn (C) .

Si A et B commutent (AB = BA)
, alors etBeFeB

PREUVE : D'après la formule du binôme de Newton, puisqueet B commutent
,

on a

(A+ B)k = " (k-j))A"Bk
-j

j = 0

K
I

= K ! [0j(k -j) !
ABk-

or ef+ B

=0 (A +B)" =
2 Aigkj
k30j =0j! (k-j) !

K

=
[[Ai Bki
1

,0 ; = 0 j ! (k -j) !

n= k-j

[ [Ai BR
17

,0 j =0 j !n!

==

3) Décomposition de Jordan-Chevalley

PROP: Soit f : K" >" une application linéaire. Il existe un unique couple (d, n) d'applications linéaires

telles que

i d diagonalisable, n nilpotente
ii) don = nod

iii) f= d+ 1



(On trouve aussi le nom de Décomposition de Donford)
La preuve de cethéorème repose sur le lemine des noyaux

DEF:
Soit AEMn (1) , et Pf(x) Sont Polynôme caractéristique (Pf(x)= det (A - XI) (
- On dit que XEK est une valeur propre de A lorsque pa (X) = 0. La multiplicité algébrique de X

est l'ordre de X comme O de PA.

PA() = (-1)(x - Xj)i

où X
, Xd sont les valeurs propres distinctes de A

mj est la multiplicité algébrique (m
. a .) de xj.

-Le sous-espace vectoriel Ker(A-XjI) est le sous espace propre associé à Xj
Ses éléments non-nuls sont les vecteurs propres de A associés à Xj.

PROP. Si dim Ej = mj ,
alors A est diagonalisable

Preuve: Soit (ei , ,
ein;) une base de Ej
17;

Pourc(E;, A(x) = A)
,[e;

"

my

= [Alei=e =x
k = 1

Soit alors B= Bi =ei , en er, in C

B contient in , + m2 + + in; vecteurs independants. Orm , + m2 + + my = degPA = n

Donc B est Une base de K"
.

(K" = FEj)
j =

d B

De plus,MatiA=
e An Ate Remd

el

XI
X2

↑2

Xd
i

X eind

Ce qui prouve que 1 est diagonalisable.

REM: on voit en particulier quem= dimEjmj pourj = 1
,d

DEF: La multiplicité géométrique Mj dex; est la dimension de Ej
DEF: Soit AEMn (C) et X

1, Xd Ses valeurs propres(2à 2 distinctes d[n)
-

On appelle sous espace /propre généralisé associé àx; le Seu Gi = Ker (A-X; 1) Mi
,
dimG; = Mi

caractéristique

PROP : Slemine des noyaux
D"= G. Il suffit donc d'étudier pourchaqueje le

exemple : A =11 - 10 EMy(C)
O 6 -
b 10

son polynôme caractéristique est Pf(x) = ((x- 12+1) = (X - (1 -i))2(X -( + i)2



Les valeurs propres de A sont donc X1 = I +i
, Xz = 1 - i mi = 2

, mz= 2
.

> Les sous-espaces propres associés sont

E= Vect(e) = (1 , 0
,

-i
,0)

Ez = Vect(e)= (1 ,
0

,
i

, 01)
En particulier, M.= letMz= 1

.
Donc A n'est pas diagonalisable .

Soit G1 = Ker(A-X,1)
G2 = ker (A - x21)

2

Les sous-espaces caractéristiques associés

* On sait queeieG (a-li = (A-,)(i) = o

Cenfait ,EjG toujours) Et

Je cherches
, indépendantde el appartenant à G

,

Je résous (1-X ,1) v
,
= ei

> (A - XI)2v = (A - X
,I)e = 0&

De plus ,
si v = xei on a e = (A -XI) v = (A - X ,)(xei) = 2 .

0 absurde

v = (0 , 1
, 0

,
-i)

Demeine
,
(ei

, wa) est une base de Gouve = (0, 1
,
0

, i)
Aei Av,

XI I ei
* Matzei

, 2
, 1 #c= O XI b

De meme
, Mater

,2) lo= " -Nx2 D

f N"= 0

0 0O irD commutent
OMat = Ex

=(xx t
0 00 0

o8 880]
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II. Espaces des solutions d'un système linéaire

1) Définitions :

DEF: Un système différentiel d'ordre 1 s'écrit Y'= F(t,y) (A)

OUF: IxU ,
K"

, avec I intervalle de et V<R" ,
est une application continue .

De plus, F(t , X) = A(t) X + B(t)
,

avec A : l +Mn(() ,
B : l -K

.
SiB = 0, on dit que le système linéaire

est homogène
Résoudre le système,

c'est trouver tous les couples (J , y) où JCI est un intervalle et Y : J-K", de classe

C' telle que i) FLEJ
,

YCHEM

ii)(t(5,
Y'(t) = F(t ,

Y(t))
Remarque : Y: 5 -> K"

,
y = (41 , 42 : · Yn) avecy;:J K et FixU+K

"

,
F= (FE,, Fn)

(*) s'écrit Yi = F(t , y, )(yn) E Y = A(t) Y
+ B(t)

S Yn = Fn(t ,y, 1 , yn)
(

Y1
Y1)

2) Théorème de Cauchy-(Lipschitz) linéaire :

PROP: Soit F : IX U >
"

une application affine continue

Soit to CI et XJ E M . Le problème de Cauchy
-

y= F(t , y)
(3)

- y(to) = Vo

admet une unique solution maximale (J
, y) . De plus,

elle est globale (J=1)

PROP: [Thin dupoint fixe de Picard-Banach

Soit (E , Il . 11) un espace vectoriel norme complet

Soitf: E <
E une application contractante :

il existe KECO, 1[ +pYe ,yEE , llf(x) -f(y) (le <k((x-yllE
Alors f admet un unique point fixe dans E.

il existe un unique cet +qf(x) = c

à connaitre
?

preuve : Soit ()nEE'Ma suite définie par :

-

co = eEf

- xn+ 1 = f(x) (n)0

-> Supposons que (n)n cu vers un certain IEE . Comme fest continue,

limf(x) = f(limXn) = f(e)
,

limon= e
1 -> +d n +> +0 n->+a

Dans ce cas
, e est un point fixe def.

>
On mp (xn) n converge. On va mp (2) estune SDC.

# ) On a xn+
- > = f(xn) - f(xn -

1) pour n)
,

1

Donc 11 x+ 1
- xnll = Ilf(xn) - f(xn-1) Il [K 110h-xn- , Il

par récurrence
, on obtient UnL,

0
,

11h -on-ill K
*

11-coll

↑ Soit p,pEIN avec p < q

1k -xp() = 1(x(p - xp- +xp-1
-

xp-2 + + xp+1 -xp))
Elk(p-xp-, 11 + 11c(p-

-

xp-211 + + 11xq+
-xq

& (kP-1 KP-
+ + k9)(k - coll

& (91 - kP-

P11x-/

*col



Soit [)0
.
Il existe N = Na [IN ++p>p,

N
, alors

KP -E donc Ilp-pll <E
La suite (n) est bien une SPC def

.
Elle cu donc versun pointde fr

>
f ne peut pas avoir deux points fixes dinstincts.

Sinon soitet tels que 04+ et f(x) =x , f(x) =( .

On a 11 f(x) - f(x)()(k(( -x()<Ilx -x
"

11c-Il
Dest absurde.

Preuve du theorème de Cauchy linéaire

* On transforme l'équation différentielle en saforme intégrale,
(5, 4) est une solution du problème de Cauchy (3)

ssi Y : J < C'est une fonction continue qui verific (2) alors Yest derivable et Y'(t) = A(t) Y(t) + B(t) .

De plus, Y(to) = Xo.

Réciproquement, si (5, y) vérifie (3) alors Yest C
,

donc Y'est continue et

Cycs)ds = (AsY(s) + BA se

Il

y(t)-y(to) = y(t) - Xo

* Soit (Yn)n lasuite de fonctions définie par
-

Yo(t) = Xo

-Yn+ i(t) = Xo +1 A(s)Yn(s) + B

On note que les YnECo ([a, b]
, KP) pour tout nEIN, à condition que tof[a,

b) CI .

On se souvient que (O([a, b)
, CP) est un espace vectoriel normé complet pour 11 .

Ild

-> Supposons que (41) converge vers une fonction Y surJC I

Alors t EJ.

Yn+ 1 (t) = Xo + fA(s(Xn(s) + B(s)ds

↓
Y(E)

= Xo + ([A(s(Y(s) + B(s)d

à condition que (Yn) > Y uniformement sur
J

.

De plus dans ce cas Y est continue.

> On travaille pour l'instante dans J= (to
,
T]

,
Je suppose d'ailleurs que to = 0.

Donc J = [0
,

T].

On pose Wn = Yn- Yin pourtoute n>I

w,
(t) = Y, (t) - Yo(t) = Y, (t) - Xo =( A(s)Yo(s) + B(s)ds

donc 11WiCH11 [
*

11A(s)Yo(s) + B(s)11d

&t suplIACs) Xo+ B(s) Il
SECO

,
T]

↑ ↑

= Mc + 0

· wa(t) = (42- Y1)(t) = Xo +(jA(s) -Y1(s)+ B(s)as - (Xo +(j A(s)Yo(s) + B(s)ds)

= (A(s) (Y, (s) -Yo(s)d

="Alsw,



En particulier , IlWzCEIISUAIxw,lI se

<supIAII /"Msse

ME
Par récurrence on obtient

11WnCt)/) EPMY LE So
,
T]

Finalement II Wntillo #"MI sur(,

Donc la serie [Wn(t) converge normalement sur [0
,
T7 carM[(AT)"< to.

N 13
, 0 4 !

En particulier cette serie converge . Or [Wn = [Yn-Yn-1 = YN-yo
n = 1 M = 1

Ainsi
, (n) cu uniformement sur (0

,
T]

, et salimite Y : [0,
T]
->D' est une solution de (2) , donc de (3)

* Je vais construire une solution globale de (3)
->

On peut aussi construire une solution surf-T
,

0] pour tout T +pC-T,
O] CI.

Par recollement, on sait donc construire une solution Y sur[T
+,

TA pour Tx
,

T* tels que CTy
,
T*J CI

Ona I = U [Tx,
T*) (VtEl , bTx

,
TY +pTACt &T *

et <Ta
,
T*7(l)

TX ,Ty

Soit Y :I ->" définie par Y(t) = Y * (E) où est choisi de sorte que tE[TX ,
T*) .

Cette fonction Y, n'est défini qu'à condition que le choix de [T*, T *] contenant ne change pas

lavaleur de Y*(1) .
Sic'est bien le cas

,
Yest continue sur1 et vérifie (2) sur 1

.

C'est doncune solution de (3) .

#"unicité locale : Si Yi* et Y2* sont des solutions de (2) sur Javec Y*(to) = Yz* (to) en un to Et
,

alors Y,
*

= 42*. En effet
,

Y,
* (t) = Xo+( A(s)y(s) + B(s)ds

42* (7) = X0 + 0)7 A(s)Yz* (s) + B(s)ds

=> (y,
*

-Yzt)(t) =( A(s)(Y,
* (s) - 42*(s)ds

=> 114 1
*

- 42*(t)11 Al-111Y,
*(2) - Y2*(t)/l

n !

d'est absurde puisque" -> O quand n+ o

n)

22 preuve, Avec le thin du point fixe

E = Co)[0 ,T]
, D4) muni de la norme Il

. Ils. C'est un espace de Banach.

Soit P : C+ E l'application definie par $(4) = 2 or 2(t) = Yo+/
* A(s)Y(s) +B(s)ds

8

->Qaciet une itérée contractante : il existe un pEIN tel que pP = dopo o est contractante .

Cheffet
.111sezgrand

-> Par le thin du point fixe,

&P admet un unique point fixe YE E

Ren: P P (Y) = pp( P (y)
Il

P(pP(Y)) = p(Y)
Donc(4) est un point fixe dep : c'est Y
Ainsi

,
on a (4) =

Y. Donc Y est solution de (3)



3) Structure de l'espace des solutions

PROP: Soit Y' = F(t , y) un système linéaire d'ordre 1 avec F(t
, y)= A(t)x + B(t)

i) l'ensemble So des solutions du systeme homogèneassociéest un seu de dimn de CI(I)

ii) L'ensemble des solutions de Y'
= ACE)Y

* Si X1 , XzEC ,
Y,, 42 ESo , alors (X, Y1 + x2Yz) = X,Yi + X2Yc = XA(t)Y, + X2A(t)Y2

= A(t)(x, y) + x24z)
donc X, Y1 +X2YzE So

* La fonction nulle est dans So

So est bien seu de C

* D'aprèse thin de Cauchy,
un elt de So est entièrement caractérisépar la donnée de Xof C"
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Chapitre3 : Methodes numériques de résolution DED

(2 cours examen
,

une semaine vacances
,

une semaine annulee

Pl : Il est impossible en général d'écrire "explicitement" les solutions d'ED (sauf linéaires a coeff constants
Idée: trouver un moyen d'obtenir des "solutions approchées"

I
.
Méthode d'Euler explicite

1) Principe
On cherche des solutions approchées du problème de Cauchy (y' = f(t, y) (P)

y(to) = xo

Onsuppose f: IxU-> IR avecf C'sur IXU
,
I CR intervalle et U CR

.
Du coup (p) admet une

unique solution maximale (J, y).
On sait que : VLE 5

, y'(t) = f(t, y(H)
donc (y'(s)dS =( f(s, y(s))a(

y(t) = y(t0) +) (s , y(s) as

Problème 1 : Comment calculer "numériquement" une intégrale .

Idée : (Intégrale de Riemann): On découpe l'intervalle [to, t] en N sous-intervalles de largeur

n =
t-to

. On pose En = to + nh = En+1 + h

N

Ensuite on calcule f(tn , y(tn)) et on penseque (s, y(s) as ~nf(tn , y(t)

problème2 : Pour calculer/f(s , y(s))ds
,

il faut connaître y. Mais y est ce que l'on veut calculer !
to

Idée2 : On procède de proche en proche :

-> on connait y (to) =0. On pose Yo = y (to). Ensuite on pose :

Yn+ 1
= Yn + hf(tn (Yn)vyn +1f(s, yCS

f(En
, Yn)

= Yn + (En+-En) f(En , Yn)

Attention : il y a deux sources d'erreurs

① On a remplacé f(s , y(s)) par la constante f(tn , Yn) sur [En
,

En+ 1]

② yn n'est pas égale a y(tn)

L'algorithme
~ y0 = Y(to) =xo

- YnH = Yn +hf(tn , yn)
est appelé schema d'Euler explicite.

Question : est-ce que ça marche ?

Ce schema produit une suite finie de nombres (Yo , 41 - , YN) quion espère être des valeurs

approchées respectives de (y(to) , y(t) , · y(tr= y (t)



Cela correspond à la construction d'une fonction affine par morceaux y : Sto, t -> 1 définie par
-

YN-1-

Yo- X --X
42

-

y - x

*
-

YN-
X

to En E ... ti- En
Question : est ce que yapp à quelquechose à voir avec la solutiony ?

Figure: à gauche./Y'
= y Solution y , -> I

y(0)=1 t +- et

à droite: N = 3

ça à l'air de converger quandN- +o

Rp: Dans la formule y n+
= yn + hf(tn

, Yn)
leterme f(tn

, Yn) ressemble a y'(tn) = f(tn , Y (en)
Or y'(tn) est la pente de la tangente à Cf au point d'abscissetn

.

unCEn , Yn)vyCEn

En En+ 1

Donc leschéma d'Eulerestaussi une méthode géométrique de construction des yn

De manière générale, on appelle schema numérique d'ordre 1 tout algorithme de la forme :

-

yo =xo

- Yn+ 1
=yn +h(((n , yn ,

(n+1, Yn+
1)

Par exemple ,
Eulerexplicite correspond à $ (En ,Y nithiYn+ 1) = f(tn

, Yn)

->à un pas : le calcul de yni ne dépend que de (Enitni) yn

-> explicite: quand ne dépend pas de (yn+ 1 , Yn+2-
sinon, on parle de schéma implicite.

Par exemple : Euler implicite

[n+ 1

Yn+ 1
vYn +h) f(s, y(s))d

↑ T
f(n

,
y(tn)) f(n+1 ,

Y(tn+1)
Ce choix conduit auschéma :

Yn+ 1
= Yn +hf (tn+ Yn+ 1) (Euler implicite)
↑T T

connu conno
Connu

Ici
,

le calcul de yn+
demande la résolution de cette équation .

↑ (En , Yn) En+ -Yn+ 1) = f((n+1, Yn+ 1) .



II . Notion de convergence d'un schéma

1) Erreurde convergence

On suppose connus :

-> NEIN

-> [to
,
t]

-> n=
t - to

= h
N

< #(En , un

On cherche une solution approchée du problème de Cauchy
-

y = f(t,y) (P)

- Y(to) =xo

DEF: Soit(5, y) la solution maximale de (P) . On suppose que (to,
t] C J.

Soit (yn) la suite de nombres obtenus parle schema :
-

yo = Co (S)

- Yn+ 1
= yn +4(((n , 4n)

On appelleerreur de convergence de la méthode le nombre e(h) = max &(yn-y(tn)) in E50, - , N3] .

-

Y

~
Y

C

toE ...
7

On dit que la méthodeconverge lorsque elh)-> 0 quand h
=>

0 (i . e . quand N
+ +a)

Attention ! eCh) est un objet théorique. pour calculere(h)
,

il faut connaître y, ce que l'on cherche à approcher .

2) Erreurde consistance

Peter LaX

Idée: mesurer l'erreurcommise par le schema lorsqu'on remplacef(s,
y(s) par $(En ,4n)

DEF:
Soit (5 , y) la solution de (P)

.

On appelle "erreur de consistance pour le schéma (s) à l'étape n relative

à la solution y "le nombre :

En(n) = y(tn + 1) - y(tn) - hf(tn ,
y(tn))

REM : En (h) ne peut pas être calculée si on ne connait pas y

E(h) ne dépend pas de yn.

REM: EnCh) = y (7n+ 1) - y(tn) - hf(tn , y(tn) (Euler)

- ds-(n)f( , yCl

=Ef(s,
y(s))ds-*En , yCtls

=** f(s, y(s)-fny(A s



ereur de consistance u méthode de calcul approchée choisie pour (f(s , y(s) ass

DEF: On appelle erreur de consistance globale la quantité ECh= EnCh

PROP: Pour la méthode d'Euler explicite, on a ECh) = OCh) quand0 pourfC

DEF: Si pour le schema(s) on trouve [Ch) = 0(hP)
On dit que (s) est une méthode d'ordre p.

Parexemple : Euler explicite est d'ordre I

Preuve : On a vo que EnChl = ((s , y(s)) - f(tn , y(tl) as

=/ (y(s)-y(n)ao

or puisque festC'et y(t) = f(t , y(t)), la fonction y est automatiquement (2

Je peux donc appliquer le TAF a y' sur Ctn
. Em+1 : (y(t)-y(n)) < -En) Sup1y"(Ell

tECEn
,
[n+]

DOnCIEnCh11) /Ey(s)-yInlA
[((n+ 1 - tn)2sup (y"(s)

[t0 , t]

& Ch2 avec C = suply"(s)

[to, t]
N-

Enfin E(h) =[(EnChl
n = 0

ChN
↓ C(t

- to)
p2 <Mbou M = CIE- tol

t

3) Stabilité:

Qu : Comment se comporte la suite (yn) produite par le schema (S) lorsqu'on modifie (légèrement) la donnée

un pour calculeryn+ 1
?

Essentiellement
,

onveut voir quel erreur on commet quand on remplace y(tn) par un dans Yn + 1
= Yn +f(tn , Yn)

Pour comprendre lephénomène ,
on introduit :

-

yn+ 1
= yn + h f(tn , yn) ↓ schema d'Euler

I
2n+ 1 =(n + Sn) +hf(t ,2n) = schema d'Euler perturbe

DEF: S'il existe une constante >0 etun réel ho>O tels que Vyo , bo , V(Sn) on a :

n - 1

12n-ynld ((1zo-yol + [1Sk)
k = 0

On dit que le schéma est stable
.

PROP: Si (S) est stable et consistant d'ordre y,
alors elh) = OChP)

"consistance + stabilité => convergence" (Lax)
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PROP: Si (S) est stable et consistant d'ordre y,
alors elh) = OChP)

"consistance + stabilité => convergence" (Lax)

Sousl'hypothèse suivante :

(+)La fonctionf : IxU
-> Rest lipschitzienne par rapport c sa deuxième variable uniformement

por rapportà la première, c .à . di

7 K)0 telle que ↑ independant
de t

->, 2 EU , FtEl Il f(t,) - f(t , x2) Il [ K112a-x2Il

Rq : Si fest C'(IX U) , alors pour tout compact K <I
,
fest LIU1 sur KXU

preuve: Soit I + NE IN
*

fixé le nombre determes de la suite.

Soit aussi n N-1

2 n+ 1
- Ym+ 1

= [2n + 8n +hf(+n ,2n)] - [yn + hf (En ,
Yn)]

< (zn - yn + 1Sn) + h(f(tn
,zn) - f(tn ,

(n)

& zn -ynl + 1Sn) + 4h2n - yn

-(1+hk) (2n- yn + Si

Par récurrence
,

on obtient :

pour touth > N
, 2n-yn - (1hk)" 20-40 +C(n) Si

or (1+nk)P = eP(n(1 +hk)(epk

On obtient donc : In-Yn JeNke 20-40 +Si
Lek(t-to) (120-40+

1

C
Cela prouve la stabilité du schema d'Euler sous l'hypothese (H)

Remorque : La constante C est d'autant plus mauvaise que l'intervalle [to, t] sur lequel on veut

approcher la solution est grand.

* Preuve du theorème de Lax :

On suppo se que l'hypothèse (H) est satisfaite.

On a En(h) = y((n+ 1) - y(tn) - hf(tn , y(tn)
Je défini la suitezn comme ci-dessus en prenant Sn = En

,
autrement dit :

2n+ 1 = 2n + En + hf(tn , 2M ( 20 = 40

onvient de voir que 12mynI - (120-vol theate
.
n=O

h
carE(h) = [1 Em(h)) = o(h)

Ainsi
,
e(h) = max lym-y(tmil = OCh



III . Limitations

On se concentre sur la méthode d'Euler explicite.

* Attention: méthode d'ordre 1 : il fautmultiplier le nombre de pas N par 10 pour améliorer la précision
d'un facteur /10.

* Instabilitépour les tempsgrands .

Sur un exemple :-y' = -ay avecasoo

- y(0) = xo

La Solution esty(t) = x +e
- * t

: y(t) < 0 quand t + me+y(t))0 .

> Le Schéma d'euler pour ce pl s'écit :

"

yo = So

- yn+ 1
= yn

- ahyn = (1-ah)yn
On trouve Yn = (1-ah) "Co . Pouraanima 11-anksin)I ,

Donclyn)+ quandnopourpair or on approximey tout le tempo

L'approximation de y (en) per yn estforcément très mauvaise pour n grand .

Pour qui il y ait une chance que ça marche
,

il faut prendre h tel queh[ · Pour a grand, cela

veutdire un N grand.

* Exemple 2 ,

-

y' = -3y + 1

- y(0) = x0

La solution es + y(t) =y +( -7)e-
3t

> En particulier , pour so = 13 , lasolution est la fonction yo : tit3 ,
constante ·

>
Leschéma d'Euler s'écrit :

-

yo = Co = 113

Yn + 1
= yn+ h((-34n)

-> yn+ 1
= Yi

Maissisco = 13 + 8 (erreur de concature)
Ontrouve

yn = 4 "8 + 113
erreur

exponentiellement
quand in grand

Donclyn-Yn8 = 48 < + quand n+ a

f(t+ 1 , Yn+1)

2) Essayons fuler implicite f(tn, Y,)
Le schema d'Euler implicite est yo= so ()

- Yn+ 1
= yn +hf((n+1,yn+ 1) In Eni

On rappelleque le calcul de yn+i
nécessite larésolution d'une équation(numérique) .

Cex: methode
de Newton)

(*)

Exemple, y' = a(t)y+ b(t),
(A) devient Y nH = Yn + h(a((n+1)yn+ + b(tn+1)

= Yn+ (1 - ha(tn +1)) = yn + mb(tn+ 1)

E) Yn+ 1 =
yn + hb(tn +1) (a(tn + 1) = Yn)

1 - ha(tn+1)



En particulier , pour l'équation yl-ay ,
on obtient :

Yn+ 1 =
Yn

It ha

par récurrence
,

on obtient yn =

(+an)
Comme Itah 71 , on voit que yn co quand > too.

Dans ce cas
,
la methode d'euler implicite estbien meilleure' que la methode d'Euler explicite .

Argument contre fuler implicite : il fautaussi programmer une metho de Crapide ! ) de résolution

numérique, parexemple, la méthode de Newton.

CCL: El etfE sont relative ment faciles à programmer ,
mais un peu lente. En tous cas

, aucune

des deux ne peut remplacer totalement l'autre.

# . Méthodes de Runge-Kutta explicites

On cherche une solution approchée pour le pb de Cauchy :

-

y = f(t
,y)

- y(to)= xo

La solution de ce problème est aussi solution de l'équation :

Vt((to
, T]

, y(t) = co +)
+
f(s

, y(s))d
Es

On veut calculerde manièreapprochée l'intégrale (sans oublier que dans cette intégrale figure l'inconnoey !)

Idéepour calculeintégrale/guldu ,
on essaye une formule (de quadrature) de laformee

K

j = 1

avec b; des coefficients,et des points de [O
,

17.

Il y 2 3 paramètres à fixer :

·
le nbde points

· les bi = les poids

· les Cj = les points d'interpolation

Attention : tous les choix ne sont pasjudicieux.

Exiok = 1
, p = 0, bi = 1

J'g(u)du - 1
.g(0) g(0)

O i

ça correspond à la méthode des rectangles àgauche EE

· k = 1x = 1b =1 (jg(u)am - 1 -g()

méthode des rectangles à droite > El

1) Méthode de Heur g()
k = 2 : a = 0

, (
= 1 bi= bz= 12 :

g(0)
-

J'g(u)du - big() + b29(2) = =(p() + g()
>



Le schema correspondant s'écrit : -Yo=o

-Yn+ 1
= yn + n(((n , yn ,

+n + 1(yn+ 1)

où P(En , YnEn+ CYn) =
fCEn

, Yn) + f(tn+ 1, ynx)
2

Précisément
, Ynx = yn +

hf(tn ( Yn) + hf(tn+1, yn+1))(t +E))2 2

C'est un schema implicite, qui porte le nom Crank-Nicholson

On peut modifier ce schema pour le rendre implicite .

On remplace le calcul direct de yn+ 1 par la formule : YmH = Yn + E(f(tn ,yn) +f((n+ 1 ( yn+1)
↑

remplace par ce que
l'on obtientavec la

methode diff:

yn+ 1 = yn + hf(n , Yn)

on obtient le schéma de Heun :

yn+ 1
= Yn + =(f(tn , yn) + f(n + h , yn + hf(tn

,yn)
Ce schema est explicite

Voici une manière de l'implémenter:

-pi = f(tn
, Yn)

p2 = f(tn + h
, yn + hp,)

-Yn+1 = Pi+=(p+ pc)

PROP: Sif est (2 et L2UI , alors le schema de Heun est convergent d'ordre 2 !

preuve : On montre d'abord que ce schema est stable

Soit(yn) et (2n) les suites définies par :

YnH = yn + h$(tn , yn) ,
où P(tx) = = f(t, 3)+ f(t+h

,
x+ hf(tx)

2n+ 1 = 2n + Sn + hb(tn
,
zn)

On G : (yn +
- 2n+1 -(yn - 2n) + 1Sn) + h(b(tn , yn) - P(tn ,

2n))()
Mqq est (L201 : (tl = (2)

P(t,x) - P(t2x2)([ =( f(t
,p) + f(t + h

, x , + nf(t,) - f(tz
,
x2) - f(tz+ h

, 02+hf(tz)

- f(tpc) - f(t2 , x2)) +1(f(t , +h , (4 + f(t, , x)) - f(tz + hyx2 + h(t,))

f (7201 : [Lk(-21 +=k((x +hf(t,) -(2 +hf(72x2)

1 [kk - (2) +yk(( - x2) + 1h1) f(t ,x) - f(tz ,x2))

↳(+2 ) +1kk+) + (nk2(x=2)

((k +1hk2)(x-((x -x)
Decefait

, (*) = (yn+ 1 -2n +112 ((yn -2n) + Sn + h(yn -2)
=> (yn+

- 2n+ (1+ mk)(y - 2n) + 18n)

Par récurrance on obtient: VEIN *, (ynaldelt-to) (120-40 +S
c .

c . d . que le schemade Heur est stable



Cours 7 31/03/26

2) Cas général
Idée On part de y(tn+ 1) = y(tn) +f(n

+

f(s
, y(s)as

ti

On veut calculer de manière approchée (f(s , y(s) ds = In

On note que, enposants= M(En+ -En) + En

In=(j'f((n + u(tn+
- [n)

, y(tn + u(tn+
- (n)))((n+

-(n)de

= n)'g(u)eu
On a vu que l'on pouvait essayer de donner une valeur approchée des/glulam big
avec : nombre d'étages de la méthode

b . poids de la metho de

Ci : points

Une fois 9 , (bi) ,
(Ci) fixés on obtient le schema :

P

YnH = yn +h[ big(i) = Yn +h@bif(tn +cit
, y(tn +cin)

i = 1 inconnu

or y(tn +cih) = y(tn) +1Y(s))ps = y(tn) +h) +Stu + hu, y(tn+ hu))du

On pose Yn
, it

= Yn
,ithaif(n+ hei,ni

Cela conduit à l'algorithme suivant:

Yo = Co , to = to

Pour n ESO, ,
N- 13

tn+ = En + h

En
, 1 = En

pn, 1
= f(tn

, 1 , Yn)
PouriE51, , 9-13

[n+ 1 , i
= (n + n(2+ 1

Pn+,
i = f((n , i+ 1 , yn) +hi+ ,jp,

Yn = Yn +hipi
Exemple la methode de Heur

40 = Co to = to

po = f(tn , Yn) 1- N = 2

pi = f(n+ h
, yn + hp , )

Yn + 1 = yn+ (po , P) N = 2 : 2 étages
bo = 112 bi=12

Exemple : la méthode d'EE

Yn + 1 = yn + hf(ti) Yn)



Chaque méthode Runque-Kulta peutêtre représentépar son tableau de Butcher :

4 =
00

22 92,

C3 C31 C32

!
97, 2

↓ O

ca G p , 92 -- - apq+ app

bi b2 by bp - 1 bq

cas fuleur explicite , Cas de Heun :

G =0 - 0

·
DEF: on appelle méthode Runque-Kulta d'ordre 4 le schema qui correspond au tableau

de Butch ers

C= 0 g Pour i = 0 N-2
nco

C = 1/2
1/2 Pi = f(t[i], y[i]) 101, 0

=2

C= g 12 q = 4 étages P2 = f(t(i)+h/2y(i] + EP)ha3

3 = 1 o o I g nC3P=

bo= b1=3 P2= Dz = [bj = Taz
, 2

= 1

YSi+ 1] = t(i) + h(zP+ Pz+ P2+P4)

PROP: Soit fune fonction C'
.

On considère l'equation diff y= f(t, y)
Le schema à un pas explicite yn + 1 = En + h$(En , ynch) est consistant soi ¢(t , x, 0) = f(t

,x)

PREUVE: En(h) = y(tn+)-y(tn) - h$(tn . y(tn) ,
h)

,
où yest la solution dupb de Cauchy

En particulier y est[2. On peut écrire y(tn + 1) = y (tn) +hf) <n , y(tn)) +oCh)

Donc En(h) = hf(tn
, y(tn1) + o (h) -h4(En , yn , n)

Ainsi En(h) = o(h) ssi-(En
, y(hn1) = P(En , yn ,0)

Conséquence par Runge-Kulta :

On En , yn , h)= biprich) et pourn = 0 pri(h) = f(tn
, Yn)

Donc RK est stablessi f(t) = $(t, , 0)=bif(t
El [ bi = 1

i =1

Remorque sur l'ordre des méthodes deRk

RK(a) + consistant d'orche a pour p 14

Mais, la méthode de Runge Kulta d'ordre 5 aau moins Getages
H a au moins 21 étages

Attention l'ordre n'est pas égal au nombre d'étages (sauf 1 , 2 , 3
,
4)



Cours 8 07/04/26 (dernier cours)

Ch4 X

Ch 5) Comportement en temps long des solutions

On considère le problème de Cauchy y' = F(y) ; où F: U+ IR" est C'ne dépend pas dutemps .

-Y(0) = Xo

On suppose que la solution maximale de ce problème est (IR ,
Y) : Y est défini pour tout

,
0

Question: Que peut-on dire de Y(E) quand t < +d ?

Exemple : Systeme prédateur - proies (Lotka-Volterra
·

yi = ay,
- by, 42 où a, b

,
c

,
d)O

- sardine (P)
Y2 =

-

Cy + dy, 42 + requin
-

Y(t) = nombre de proies à l'instant t

4(t) = nombre de prédateur à l'instant

Un cas simple : si Xo est un zéro de F:

Danscecas
,

lasolution de (P) est(R
,

t-> Xo)

DEF: On dit que Xo est un pointd'équilibre pour l'équation Y' = F(4), lorsque F(X0) = 0

CCLS I : CCLS2 : ~point
7 d'équilibre

cas:

⑳
↑% instableI -

-point d'équilibre
I--Ai⑨

· ->

du système

I.
Cas particulier: les systèmes linéaires 2x2 :

On considère : Y' = AY,
où AEMz(IR) a coefficients constants .

DEF: On appelle orbite du système Y'= F(Y) toute courbe O définie par O = &Y(H); EERTY <IR"
,

or Y sol

Ne pas confondre : - trajectoire [(t , 4(t)) ,
tER+ 3<RXR"

-

orbite & Y(t), LERt3 <MY

(1- y(t) = 52 y:1(cost ,
sint)

Y2

1 (y : y(t) = z2
L

-

SX(y , (t) , y2(t)

7

> > Y
,

orbite
7

trajectoire : >

PROP : Pour un système autonome Y' = F(Y) (i .
e

.
F ne prend pas de t) :

-> ~

i) si Y est une solution alors Y : >Y(t-T) est aussi une solution pourtoutT

Sii) si 41 et 42 sont deux solutions distinctes, leurs orbites Q et O ne se croisent jamais

un peu faux



PREUVE

(cei) . Soit(I, 4) unesolution et TERR
.

Soit Y : R-> IR"lafonction definie par Y(H) = Y(t -T)
On a : Y·(t) = G+(Y(t-T)) = y(t- T) = 1 = F(y(t- T)) = F(Y(t))

(deii): Si li et 42 deux solutions .
On suppose quil existe MEO , NO2 .

Il existe t, +pY(t) = M
,

et il existe t2

tel que Y2(tz) = M
. Je note T= ti-ta

,
ett la fonction définie par Y2(t) = Yz(t- T)

> Y,
et 42 sontdes solutions de l'équation Y'= F() grâce à i) .

De plus
,
Yi(t) = M

. Y2(t) = Y2(t ,
-T)

= Yz(t ,
- (t,G)

=Yz((2) = M

DoncYet2 sont solutions du même problème de Cauchy :

-

y1 = F(Y)

-Y(t,) = M

Par l'unicité de Cauchy , Y1 = 12·Donc o = 02

ii) Si 0 ,
et 02 ont un point commun,

elles sontconfondues

02

M =y2(t2) = Yz(t)D
M = Y, (t ,)

1) Cas dégénéré : A admet au moins une valeur propre nulle

a) A diagonalisable : quitte à changer de base
,

A

=00) :Y a(
.
Y2 =ext

b) A n'est pas diagonalisable : alors est up double et A = 0 I

-

yi = 42() :Y = St + 4
( o 0 (

-Y = 0 -Yz = C

2) A inversible

a) A a 2 vp réelles distinctes

-y = X/Y)() y =pext -> 42 = Cy,

12/x
A =(

- y2 = X242 - y2 = Gex27

orbites ? (voirportraits phase 2x2 notebook)
si X1

, x26 Roeud stable

Six
1, X20 noeud instable

Si XI0 <X2 point selle

si x1 , x270 , X2/X1) noeud instable

si Xi , x240 X2/XIX noeud stable

Six, <0 < X2
*2/X,O selle.

b) A n'est pas diagonalisable : une valeur prope double A =(*) noeuds impropres



c A adeux racines complexes distinctes

Xi = reio X2 = re-i0 parce que A est réelle

-

Y, (t) = a(t) cosS(t)

- y2(t) = a(t) sinf(t)

On trouve
-a'(t) = a(t) cosOS(t)

S'(t) =
-a(t) sinO(t)

-

et a(t) = vercosot S(t) = 0 - rsin(e)t

Dans tous les cas (0 ,0) est un point déquilibre du système : A(8) =(8) (F(X0) = 0 pour vo = 0)
II . Cas general

1) DEF: Soit Xo un pointd'équilibre pour Y'= F(4)
On dit que Xo est stable (au sens de Lyapounov) lorsque

S

VEXO
,

7870 +q si lIX-XollS alors Vt(0
, 11 Yx(t) - YxoC) 11 < E

où Yx (E) Cresp Yx(t)) est lasolution du probleme de Cauchy: &
Y'= F(y) resp. - y' = F(y)(r . e . Yxo(t) = Xo)
-Y(0) = Y -Y(0) = Vo

Qu: Pour les systèmes 2x2, quand le point (0 ,
0) est-il un point d'équilibre stable ? (voir

DEF: Soit Xo un point d'équilibre pour Y' = F(4). On dit que Xo est asymptotiquement stable lorsque :

i) Xo est stable

ii) Il existe S > 0 +plIX-Xoll <S = limX(t) = Yo

(Lyapounov t - +d

2) Fonction de Lyapounovi

DEF: Soit Xo un point d'équilibre pour Y' = F(1). Soit VCR"un voisinage de Xo,
et L : V < I+ une

fonction C'. On dit que l est une fonction de Lyapounov sur Upour Y'= F(4) en Xo lorsque :

i)L(X0) =0

ii) XXEV /[x03 , L(x)> O

iii)XXEv XL(X) · F(X) 0

si iii) est XXEV XL(X) . F(X)LO on dit que Lest une fonction de Lyopounov Stricte.

Ev
PROP: Soit Xo un point d'équilibre pour Y'= F(4)

.
Soit L: V < Itune fonction C!

Lest une fonction de Lyapounov sur V ssi pour toute solution (M
,
4) de l'équation ,

la fonction t-> L(Y(t) est

décroissante.

Preuve:

-

* Supposons que L:V-> #Testune fonction de Lyapounov.
On a

f(((y(t)) = 0L((y(t) . Y'(t) = VL(y(t)) . F(Y(H)O

Don >L(Y(E) est bien décoissante.

* Réciproquement. Je suppose que L(Y(t)) est décroissante.

On a donc 8/L(Y(H) <0 donc pour tout E
, VL(Y(H) · F(Y(H)O (A)

On peut faire ce raisonnement pour n'importequelle solution Y'= F(Y)



YouconcentSolutionsA
PROP. [1Ethin de Lyapounou]
S'il existe une fonction de Lyapounov pour Y'= F(4) en Xo alors Xo est point d'équilibre stable

preuve admise

Retour au système prédateur-proie
-

yi = Gy) - by, y2E) Y1= F(Y)

- y2 = -(yz + dy, 42 où F(x, x) = (ax - bxp ,
-( + axx)

-> Points d'équilibre : F(0,
0 =(0,

0

F( , ) =(i)
Co

,
0) est instable

(d/c , P/a) est stable : il existe une fonction de Lyapounou ((x>) = < - log+ -log
Cf TD. Y2m

·
(0, 0) a) Y


