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Exocs1,3,5, 10

b: €V x cv__ R b(-x,ouﬂ :o(b(:r)y)

q: CV >R b(dac,&/):&b(x,ﬂ

q(:x): b(:x,:)c\

xTAx) 0 et ¥x xTAx:-0 &x=0
toutes les valeurs propres™>0

Mq q(x, q\: x2 4+ O.1xy 4 2\,’ definie posthve + matrice o.ssocie'e( majorer [xyl / ompleter lecasre

diagonaliger la. mo:l-dceD 2\ Que dire de q(ac,y) = X%+ 2:y4+ 2

¥V(x,y) ER? Y(x,y) €R?
|.'x:.\/| é 3‘-9_""/2 q(:x;v\ =(I+0.05\,\2+ 2y’ ~0.0025 \1"'
2 = (¢ +0.05y)?+ 19935423 0
q('x;ﬂ Y oc2-0.1 |Or.\/| +2y2 q(x,\,) =0 & X +6.05y=0
Y x2 0.1 (x24vd) 4242 ot y2= 0
& y=0etx=-0

% .98, m%sw OF

Soit (x,4) € R?

On pose A= {o. b) , lo-maztrice associee & q

b ¢
a b :x) 0% +by)
b ¢ y b3 +cy
(x V) = (xy)
= &x?+ baxy+ bacy + cy?
= Q%+ 2b:>c7+c.\/"
Donc en identifiant: g =1, 2b=0.1,c=2
=>b=-0.05
A=/ o.os) , det(AT-A)= |A-v  -o0.0s
0.0 2 ~0.05 A-2
= (A1) (»-2) - 0.0025
= M-3)41.9975

~ N =9-ux19938 %0
)n:.= &‘T*JF:‘-' >0 Donc A St/mél-n'quc_ definie positive

les o mineurs principaux soot >0 & A SOF

~>D =10 B, =det(A) = 1.993S) 0

= X%+ 2xy + y2= (2t y)2 D 0O
q;_(x, q.) SO & x+y=0 & x=-y = pasdefinie posttive



31 fl madrice VXV, mq la. Sous- matnae des N v lignes est Colonnes peut &tre obtenue par X¥ AX
(colcol brutal auec laformole de mutiplicadion des matrices/ X= (0, ,‘lrny /(X* HX)L_', = <e,_~' (X*nx)ei)
=<X el, RXej > )

N L)
(X*8X)sy = L2 . oxe e,

Onveut (X*QX);j = F\ij \cli,ji<r\j > YK 2>n, Xye =0
(X"R)(\;;j = eZ SK‘QKE 8«3 L ovec Sk, =! si K= , 0 sinon]
Ke>0

S M=o = ..
= Rij = %" oy = S,:,:O-L'j 8ji

X= (1“5 eHN,nCm)

N-n
JX* WP X
R=-fa b c X=/1 0 AX=/o. b (an)(NxN\(an\
de (o '> d e
9 h & 00 g b
. b\ - b
(u oo)(d c) (: >
ol 0 g h <

X::('Ir., ,’lrn) nr,;€fRN
(X"‘HX),;J. = v, A ) = Aig= <, Rej)

x.e. onveut Que YA, Yo, <n <‘lr4£, n'lrj>=<e,;,ﬂe3§
Vi €0, {0, Tnw) =Leg 6> &< ve-e 5 A(wj-€))>=0
—_

» L, VD= Leg,e) ) o x Axe
vk, Aviy= <z, Ao

onveut: £ Xeo, AXejD) = Cep Ry Y, 5 €n

Venfier que (Mlan = sin('lTKnT) K= 1, ——, N~ est un vecteur propre de (l'oppogc'dC) lo main'ce dulapiocien
; : . " 2/ K
en dimension4 ; Ak = 2N2(1 cos(ﬂw))

N 2
R_oe&s: AU HL ° U(JC)
L=1 6:>c:
V: R™~_, R, U:R_yR,N=0U
[, L] discrehisee en v poirrts (ocn))
U"(DC(\.\ - 2alxen) - Ulxen_y) - OCoxcpsr)
(&) 2 - 0

An = —L+3KJ2L) U(xo):o chN\l):o AN:Nz " -f ;‘\
O\\_. 7




#+ 0N veut montrer que
YK,

sin( k= )
Dy x

sin C TTR)

Vi

(-dn xVK), = N? [stn(

TTKn ) - sin (T”‘C_nﬂ) - 9‘”(Mﬂ

)Y}

sin (TI'R —,:,-)

(=) 1)

sin(TK)

N N

- N’[Qsin(ﬂ) -2sin(m"” X cos(ﬁ) ]
\Y] V]

= 2n2 X Ql'n(

g(n( Tl'l:ln )o\, Trlsn

N

N

_) X (l-zaos("K“) )

QN“(l-cos ("T“) ) ~ 282 2N%_ 2T7?K?

NZ
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Exercices 4,6,9,10

Q) A€ aV ™, mq A¥A symetique def >0 ssi A est de rong maximal M (colonnes de A indebendomfs)
AftAa c G:N XN

(A*A)* = A*(A*)"= A*A
il faut verfier que {(A*A)x, x> 20 VYx€C"\Jo0%
< A*Ax,xY =<Ax, Ax) = 1Axll® Do

(:o ssi Ax=0 ssix =0 sifest injective («.¢. les coonnes ot inde'pendonlts\)

b) mq si A¥A=LL* (L:4riangulaire gupeh'eureJ olors H(L“‘)" est une maince orthogonale

L adjoint est l'inverse
" produit des odjoinds
On aalevte ALY ) AL = (") A AL

=L (L) = 1d

Id d
) Appliquer cette methode A=(tn 42) 41,4, €TV denorme 1 +comparer avec Grom Schmidt
R= AL T
=@ R wttangulaine supeneore
T orthogonale
Chercher L ¥ A€ €2*2

A*A= ('\n."’ﬁ {t,1,7)

< 2 ,'er <Ilr2 "U")_}
5 < XoyY = Z—nyT X=(T') ‘l=(T)
xa Yn
M
(H"{A) l] = l%:_l(ﬁ*)l-l( HKJ =
A= (| | aren)

L:(o_ o> ,LL“':QO)&E - [lal® ob )
b ¢ (bc O ¢ ab 2

[bl? + |ct

M —
Z—_ AKfHKj = <ﬂr..'; ‘lr,>
R=l

d= J<'U|,'ln5 =l =1
b:‘- < 'b'zl 'U') 7
e = V- i

L=[ o
({mz.«rb \Il—l<an.u,>\">




madrice de rokdion de Givens:

G-(i,j,G)—. | o o) o\ Cc=os6
S = sin®
O-—c =370 | lignesetcolonnes particolansees: i et
(@] s cC—0
0O —0 \

a) interprétation geomerique
on mgarde laction sorun vecteur

G-(.',j,e\ T\ - T: ou x‘:, = [ @se —Sl‘(\e) X
"Il' X Sin® sd )| K

x;’
| # G est lo.rotadion d'angle® dans le plan Uec:i—(e.',ej)
X X ( (ei,€j] hase dicecte)

b) comment dwisic® +q (; - s)(q)-_— (\lo?_+9>

¢c/lb

A ©
/.Co-)b)
' (2, 0) |es(-8) = _* =s(0)
S a? +b?
(0,0) (a,0)
Sin(—S\: b— = - sin('G\
o2 +h?

9 Hq (A = O enmutigliant ot gpuche pas une madtrice unitaire, enne modifiaat que les lignes et
2| \ g ] \ 4’ e .
+ methode pouccoladler la. factonsation QR d'une mairice (ope les 0efs 'JJ'>

A= R R={'o &
| (0]
o4
Ae\-: an
Qg
er\l
l, 30 4q 6(1,2,8)A(e) =/ &

*

o
Quand on effectve le produit G(i,j, 9) A, onae modifie que Qii, Oy, @i, ay



G(I,O, en)G-(l , -, Gn_).... G‘(l,?, ez\ﬂ

e W

* *
_O-I;
|
O |+

G et Gy orthogonales
(G-le)-‘-_- Gilcl": GZT G|T=(G|G2)T

£0x) = 1Bx- b2 + Mx(1?; 23>0
mq lo. sgution de e pobléme est unique, MEme 3i A nlest pas de rang M.

T

>+m I 35
(Ixil— 400

donc admet un minimum global ( AN p&S-Q)rce'mcnfoniqqe)

(exo)

fest othnue et “ecive [ £(x)

Sott x un minimum def.
Alors VF(x} =0

£(x4b) = < AGx+h) -b, ACxc+h)-b> + A oc+h, x+hD
= #Cx) 4 < A, R 6> + {Ax b, AR + ({3, b5+ <h,xY) +o((h?)

= Ax)+ 2 A*(Ax-b) L A x, h)
V()

Onvest mq A* (Ax-b) + X% =0 admet une unique. Solution dans R,

V~F(x) =0 @1 (-\*H+ )\1(\) X = ﬂz‘) o
sy's Kncair unique Sol

On resaut (A*¥ A+ AIn)x =0

Comme $&(ﬂ¥ﬁ)c R.
Ona Spec (A¥A) <= C X, 40 [ (O nlest pas yp denc A injective)

o 4 (A*a +2id)x, D0
= 1Axl?+ AMxlIP=0=x=0
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Feville 3 exercices 2,3, 4,5, 8

Mq les matrices sym R 24 2 vp dovble est un sev . Que peut 00 aHendre des up dlune maina reklle sym 2x2

S, (R) = I (o. b) ;a,b,dERY A’
b d

E-3:RCE S, (R); A aune vp dooblc)

si A ymétrique reelle, alors 3P orthogonale +q P'AP- ()\l (o) )
o A2

st /\.:/\1:)\[ alors A= XT3

donc E<= TXxIz; AERT

siP=AT,, X () = (x-2)? savp es+ A(dovble)
donc ATy, AERY <€

E = vect(T,) estun sev de § (R)
vne base de € est (I,) . Done dm € V=A

On peut choisic deux fonctions N(E), dp () € R continvesen £ et T X (8,2 (0F = g~(am) vt
ST NG = X2 (€) , ACE) =AY T(E)

Mg si M hemitieane def pos, alors <x,ydy = X¥Hy produit scolaire
Galcyter B (adjoint de A pour leproduit scaloie o s <x, Ayd = < Bx, tDM)

M hermitieane (de’Ghu‘e posdwc) {x, YonsX My

. 4,30 = x*Mx % 0(>0six+#£ 0)
e XYYy = N Lx, Wy (% = EX)

e Xy XDy = ALXYIM _ _
. {x,i7n= EEMy = bx Wy = t(xrtq)= bitNax = Ly xom

< R.y'x: ‘/)ﬂ = <x) Q\/>M

'=<'x, HA¥/>eud

=< t(‘_ix, QV)M\
<l=§'=ﬁx, \/)eucl
{tAtNx, H"Hy)eud
= KM EAM, MyD Seuil
= MEAN, O g

AY=t'tAM




Mq si B hemitienne def pos et B8 hemitienne, aors AB diegonalisable d. vp a'els
(T0d: <‘x,u>n.\: x¥ ﬂ-‘\/ X

A HOP, B hermitienne
(N = A" daas lexo3) » <o, g

On lavle r'adjoint de AB pour g= produit swlaire
( AB)*- ME(AB )M
= Rtéfﬁﬁd =AB
e
In

Mq toute maince diagonalisable est normale pourva cetarn froduit Salaire (commute owec ce produit
Sco.lo.ireJ

A diogonalisable
A=P-'DP
{x,y> = < Pac,PyD euel
Tl existe une base (e, ,en) de.vecteurs propestq Rei =X ; M €C
Tout x€C"s= deompose

X =.Lx.'el-

1=1
i(a:ordoﬂﬂeés
dans la.bose

n
Gy = gt
i=1

n
Ax = %Xfxl' e
n —
<Hx) V> = Z. A ¢ Yl'("‘\
1=\
Lo. matrice adjointe doit sadisfaire Yx,y < Ax,¢D = <x, A%y

> 8¢ (Zyie) = ZRye
On alwle:

R*p Cz:'ac.'er) = A* (ilk,- xi e:}

0o _ N
b 2_:' )\.’ {)\.'x{)e,' = Z l)\l PJCL'C(

AA “(Zx.-e.‘) = H(ZX' :x.'e.'\ = 2 INilPxiei

(oo bien: A= p-DP
<Px,Py??
< Phy, Pyeucl =< DOPx, Py eucl
=< Px, DOYD eucl
= < Px, P(P'DPIY Y eucl
ﬂ*: p-‘BP
ARY _ p-1IDI2P = R*H\



Soitae €V*MN wOP
PE CV*" mngn; n<W

Mq P+ AR invastble  + cntre exemples: A nest pas HOP
RET™ VDR, PECV*" gerang n

L) Caoo +vial 8(0<)
B=p*ap inversible ? (+aille nxn)

, Pn)

=@p.’, F\Pi>)|si,3$ﬂ

rq: ) B¥ = P*A*P =B |
B,y =< P¥APx, x> (= OssiPx =ossizz=0 r Pestde rang maxima)
= (AP, P> (%0 et >0 si P £ O)

P= (Pu

Fin &0 (02/02/26)
AC C2*2 HOP PE C**! derang
P*APLO

A=0 ne marche ms
P¥AL =KL P, AP

A =fo 1\ Symetrique A?-1, Xy =x2-1
| O SpecteB=3-1,13

- . e (o)) =9
; 9 ((9) ) "

<P,AP>=(((')) ,(?P =0 1 A

]
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Feville 3 exos: 6,1,9

Hq A= (o( B\ commute avec (o I ) + en deduire sans calowl une bose devp de A

B o l o
Ceows )
l> argumeat ne mascthe O3

siles vedaes P Pas de dim 4
A commute avec (o l» donc lisse fwacriont Ses SOUS -espaces progres TR(') et R ( ‘)
) ! .

B sous- malrice de A hermitieane. Mq st A\ (A) ¢ A2 (A) S < An(A)
MBS M (B)E — < xe(B)
(designent lesvaleurs propresde, B ordonndes dans Pordre coissant, morvtrer
Ve €31, ——, 03, X (R) <X (B)
& Ay (AY2 284, (8)
NCR) € N (B)

« A (A) = min <x,AxD

llxli =\

xEqgn
-A=|,F ]\ —- ,B=[aii qj
Qji Gy
[ |A‘ " Y K
Tt ¢ 1
L J
f—\‘ + projection Sur un espace de dim 2
\JCC-"'(C{,ej)
L,8-P8 P
RR R L,R"
s/ B- (o..-j) y<age
1558 T,
dans ce @s, onpeot prendre P = (O)
o= (z O)
si B=(mj)i€I I i, —,nj
jJE€EL Y4
SR R\Il ® ar-l'.t\ , donc onpeut definir P'-rReq R"
*R ¥R ~
L isomorphe isomorphe a

+voicaud €



+avdd
. 4(B) =, ie, <y, P*APYD i;?i{‘e <Py, APy ;5 or Puddfie PYP=Ty (mas PPU£T,, POYS ‘lTIm(pQ

yll= yll=! * Wina e
<PV; eyog”
“pv “ = "V " (Q‘U p*P= Ie) ='<f‘wpq,\pce =<V;V>a\e

tPy:ye€®y = F x; vea"}
Nyl =l Nxli= t
donc min <Py, APY D
o ‘.{€l§el< y, APY> D A ((A)
l/ =

si B odmet X valeurs propres ¢, alors A admet K valeors propres C (2)

(%:’d il existe on sev T = @@ de dimension K 4el que VY€ F,<By < CUyll” alors on peut Ruire pareil avec A.( D
Q)

3i IYEAE \ foitq
» e €CN\Foj < Ax, > cllxl|?
si on prend X Py estoonnol et <APY, Py =<By, > et Ry I=lac ]

F’- P(F) sev de dimension K
Vx € F', <Ax,x>= {RPy,Py

= <By,y?
Jyer ?
xeey  <clyli2

<Clixell®

Cojuqua Badmet K up € C , 00 peut-irouver une base orthonormee des vectears propres de B : 4,
T <BE £ L CIEl® Yaoz1,— K
F:: VCC"‘(-P" ,'ﬁ()
Ux €F, <Bx,xY & Clxll® (venfer)

, T

F =PCF) o> Vx €F7, <Ax,x) < C lxll?

st A a'odmet pos K yp<C

(e ,en) bose de up €C

x=J_xe —5{Ax,x) = {—K Al (mx.-.‘a-tz—_ Xi(8)xi?
£ Ok

je pose V= Vect(ep, , en) dim (V) = n-K + |

Nxc€V, <RX,xd> > A llxell® DCllxel?

Gndosion: (AiCA) € N ( B\)

on prend C = xce)m

B odmet £ up € = R admet ¢ up <¢
= NCR) £ (= Ai(8)

4+ cor ono ocdonne’
w[g: up de @gon qoissante



Mq Z lx;) %= __2'_ I(Fx)K

“" -24-'lTK
_J_ 9 -
* F(X) K= —LC x| o Copeetis le V. shon oot one venone

e
WECO; = Z | Fcoy \?

n-| n=1 poy DY ‘212: Z_Z

_as Ky - .
:._:\_Z_ i Z_ A l::c_,-o:e 9°:T|<’;cj\

N-\ nNn=1 a1t

_ K - .
"‘n_L A Z: 2T J'e+2":rkj‘x7

K=0 j=0 )’z 0

aw( p-y)

2 .l )

C Kxe',
n-\

s | 2 &G_J_K

= -~ Z._ 'x-JJ
1J=0

=_\n_Z_x,x, = Uxi?

=0
(FOp= | e *T % xwyae)
donner lo_+ransformee de Ruder disaete dex; = cos (ﬂ)
. 2. ot \\M
n-t e-)ilTK' (e-—l- -1 K¢ FO,

P e
{n j=o_ & %)
2 (K * )5
BPAPEFC
2{n =

,n-\'ﬁ

F(Xg ) =

=ns Kx1=0 (mod(n)s
Q sinon

= = ( 8K+\=n+ S\<—\-=O) = —?(SK=\+8R=.'\_‘) Cmsl::c'*i-c":t)
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Feville3:9, 11  Feville 4:6, 14,15, &

Hq si A commute avec T (est invanaste po.r-\mnslo.ﬁotﬂ alors A estune matrice cumotacte
(représentant une  convolution)

A commute quec T & Aest une matrnice cumulante
(A=Z—aT" (REQLT) T Iv) )
=0

incivsion

MR- T oxTT8= T que TRT =AT

atm CCT] =N (on aune bose donnée. par (TO,

) TN-') j

X1 = X .1 (racines simples, done Clesy owssi le polynSme minimal (de degre N\) poOC Mq
T=/0! dim
\\ &CT)=N
| ol
AR .
ag "= g'l ey, ZoxTX D = gy
!

Q.
Q;

XN

Si A commoute quec T, alors A laisse invariars les 30us espoces prores T
donc A=P-'DP o6 P envoie lesvecters propes sor les vecteurs  de la.base anonique

ona N'facons’de
Mekre les up Sor lo-diag

dim®

+inclusion ~7 les 2 sous ensembles soat eqoux,

A= arnr

AT=TA = AT =T"Q qa’;a!&
donc Aen = ATNey = T (Rep) =F\€o\¥er\ 2/0Z b
ici, (eo s , Cu—) aessigne lo-base anonique de C n Reo = teg=

Donner la. adnce representaunt la. transformation

f a2 . _ X —2%X; 4+ a0
(ﬂ'x_)j =X \+qac,+ e () [/ (A;QJ = (‘zrr/ ;)z ) C(methode |
N des difRrences Rmes)

Appliquer le thm de nvolution. Donner l'agymptotique pour Kl <K N + ikerreéter

Rx=a*X auec a= _lTe_l +l? € +_Lq_c| (#vm convolution: F(Ax) = F(arx)= F(a)Flx)



N

M-\
F(X)K :l_.Z'__e"‘z‘:TK Xj . rl.:("'rs') = F(C)¥ F(g)
N j=0 - UIFCON2 = o NECxo?

Flaex) = z‘m (1+ cos(2IK)) Fxce

(ax); = Xj-1 = 2%+ X541
(*/n2)
*y7(X) = £(x) sur L 0,21 ]
Xy = ET:;—“' (VJ) =(\°CX3)) inconnue

y (x+h) = yex) +hy'Co) + B2y G+
v (=)= ya) - hy' (2) +% YO s —

y( x+h) +y(ac-h) = Zq(oc) *~ h’\{n(x') *
nx)= YOorh) — 2y Ge) +y (x-h)

h"

~S Y

az ! (e,—2e° +&J
(™

Fla) g = (c’iﬂ*‘-z+czmkm)= 2 ( cos (%_“)-l): 2 (-;(_ZT“*)‘ = -K?
(amT/n)? (2T (*Tp) 2 N

F () (K) = - RFCE)K)

Roppels : onditionnement def
qﬁnl?cm = LA IR

ex: Al = ma.x\cuj\
AL = L aj2
Qolculer les vecteurs ek valeors gropres de lo. madmce (o
o &
Calcwler e @adifionnement de la. madnce des vecteurs propes



(o) =(})

Spec(A)={o, £}
Reez= 0 (c\\lcdcurproplt poor o)

nr=(£) Casstre vecteor prope. £)
“(e) e E)

NPl =1, IPN =&
cond CPX =&

W Ugo Cenodtrice fpasagreoble™ )

(2 2)

[_gX:b ~ solotion Yo

Ax = b+ 8b ~ solution X8

Ax§ =by Sb & AlXs-x0) = Sb
Axo=b ~> lxg- Xoll <UA'( IS ]

®.8A). 8=b

AXO: b

B(T+A"8R)x=b=> A(xj-xo)
Axp=b




